Chapitre lll :

Systeme linéaire invariant

dans le temps (SLIT)
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1. TRANSFORMEE DE LAPLACE



Notions de systeme

Définition :

Un systeme est un modele mathématique d’un processus physique
qui relie un signal d’entrée a un signal de sortie.

e Un systeme est un dispositif de traitement du signal

e En entrée : e(t) signal d’entrée

e En sortie : s(t) signal de sortie

Exemples :

e Amplificateur, systeme audio, téléphone, systeme vidéo

e Un systeme complexe peut étre vu comme l'interconnexion de

plusieurs systemes dont les fonctions sont plus simples.



Systemes linéaire et invariants

Questions

Quelles sont les propriétés intéressantes des systemes SLIT?
Comment représenter un systeme ?

Comment modéliser la relation entre entrée et sortie ?



PROPRIETES DES SYSTEMES

Linéarité Invariancetemporelle

Systeme

Causalité Stabilité



PROPRIETES DES SYSTEMES

Linéarité

Un systéme, caractérisé par la transformation F, est linéaire si et seulement si :

V(ep.ep) et V(A Aa)  Fhyep(t)+Xrq ea(t)] =2 Fle (t)]+ A, Fles ()]

Exemple: (Principe d'additivité ou de superposition)

Siyl est la réponse a Siy2 est la réponse Alors la réponse a

I'entrée x1 a l'entrée x2 x1+x2 est y=y1+y2




PROPRIETES DES SYSTEMES

Exemple: (Principe de proportionnalité)

Siy est la réponse a l'entrée x.

entrée : sortie entrée : sortie
X Systéme y Ax Systéeme Ay
— c g —» — C . »
linéaire linéaire
10+ 10
Entrée x ._El'lt['ée 7\.}1
rég:mehpmnmnant Sortie l}f
Sortie y




PROPRIETES DES SYSTEMES

Invariance temporelle

Un systéme, caractérisé par la transformation F, est invariant, ou stationnaire, si et seulement
s1 une translation temporelle sur I’entrée entraine la méme translation sur la sortie :
VeetVt s(t—1)= F[e{t - T)]
Causalité

En physique un effet ne peut précéder sa cause. Un systeme est dit causal s’1l respecte cette
propriété. C’est-a-dire que si le signal d’entrée e(t) est nul pour t <tg, il en est de méme pour
le signal de sortie s(t) :

e()=0Vt<ty, = s(t)=0Vt<t,
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PROPRIETES DES SYSTEMES

Stabilité

Un systeme est stable si a tout signal d’entrée e(t) borné correspond une réponse s(t) bornée.

Un signal f(t) est borné si 3 A > 0 tel que V t |f{t)| < A.
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Instable (souvent divergence)



PROPRIETES DES SYSTEMES

Xy (t)+ xx(T)
>

x(t-tg)
>

Systéme ayi(t)+Bya(t) >
linéaire
Systeme y(t-t ﬂ)...

invariant




REPRESENTATION DES SYSTEMES

 Par sa réponse a un signal de forme simple (impulsion, échelon, ...)

1 Par son diagramme de Bode qui donne le module et I'argument.

 Par I'équation différentielle linéaire reliant e(t) et s(t) qui permet
de trouver la réponse s(t) pour une entrée e(t) quelconque.

J @Par son diagramme de Nyquist.

 Par sa transformée de Laplace qui lie les transformées de Laplace
de l'entrée E(p) et de la sortie S(p)

(] Par des schémas blocs.



REPRESENTATIONS DES SYSTEMES

Te=20l0g(ITI)
= par sa réponse a un signal de forme simple A

(impulsion, échelon, rampe ...} |
_\\ .‘ f

A
e = par son diagramme de Bode qui
donne le module et I'argument
¢=arg(D
antraa P "
eofs . \
Im(T)
A
= par son diagramme de
= par I'équation différentielle linéaire reliant e(f) et s(t) qui Nyquist qui décrit la
permet de trouver |a réponse s(t) pour une entrée e(t) transmittance complexe

qguelcongue RelD
5(1) = 2.e(t) + 10€ (1) + 35'(1) + 125" (1) w

= par sa transmittance complexe Ti{jo) gui relie 'entrée et la
sortie en régime sinusoidal

= par sa transmittance de Laplace T(p) qui lie les transformées de
Laplace de I'entrée E(p) et de la sortie S(p)

T(p) 2+10p

1-3p-12p*

. 2+10j@
Leorsene |




REPRESENTATIONS DES SYSTEMES

» Représentation sous forme de schéma bloc

e(t)

e[n]

s(t)

Scuntinu

Sdiscret S[I"l] -

» Interconnections des systémes

+ Serie / Cascade

+ Parallele

Input =——{ Systéme 1

#| Systéme 2

#| Systéme 1

Input —s

#| Systéme 2

s(t) = S{e(t)}

s[n] = S{e[n]}

ey Qutput




REPRESENTATIONS DE SYSTEME

+ Serie / Parallele

+ Feed-back

Exemple

Systéme 1 I—il Systeme 2

INpUt —
Systéme 3

Systeme 4

)

Yzl = (2x[£] = x[£]?)
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Systeme complexe



REPONSE IMPULSIONNELLE

Une breve impulsion, injectée a I'entrée d’un systeme causal,
linéaire, continu et invariant donne en sortie un signal de durée
finie appelée réponse impulsionnelle.

La réponse impulsionnelle, notée h ( t ) est donc la réponse d’un

systeme a une impulsion de Dirac.



REPONSE IMPULSIONNELLE

La réponse impulsionnelle caractérise ainsi le comportement

temporel du systeme (sa fonction de transfert).

a(t) - h(t)

Y Systeme >




REPONSE INDICIELLE

Lintérét d’'une telle étude est d’observer I'effet d’'une discontinuité
finie du signal d’entrée. Cette « discontinuité » est obtenue en
pratique lorsque le signal d’entrée présente un temps de montée
tres court devant les temps caractéristiques du systeme a étudier.
La réponse indicielle, noté y (t ), est la réponse d’un systeme a un

échelon unitaire.



REPONSE INDICIELLE

La indicielle, notéy (t), est laréponse d’'un systeme a un échelon

unitaire.

I(t)

1

Systeme




PRODUIT DE CONVOLUTION

La convolution est l'opération de traitement de signale la plus

fondamentale.

La convolution décrit l'effet de I'entrée du systeme sur la sortie en

fonction de la réponse impulsionnelle du systeme h(t).

* Si le systeme est linéaire et invariant dans le temps, alors
s(t) est le résultat de la convolution de e(t) et de h(t)

s(t) = e(t) *h(t) = [:Oe(r)h(t —7)dr

() hit)

T est la variable muette du produit de convolution. ‘ T {L




PRODUIT DE CONVOLUTION

h(t)

Propriétes | ! [ ) systame

e Commutativité

s(t) *e(t) = e(t) *s(t)

e Associativité

(y(0)* x(t)) * z(t) = y(t) * (x(t) * z(1))

e Distributivité

X(t) * (ha(t) + ha(t)) = x(t) * ha(t) + x(t) * ha(t)




THEOREME DE CONVOLUTION

Théoreme de Plancherel

e Si X(f) et H(f) sont les transformées de Fourier de x(t) et de h(t),

alors: TR (x(t) * y(1)) = X ()Y (f)
TE(x(t).y(t)) = X(1)*Y (1)

Physiquement, la convolution entre deux signaux est lI'intégrale

de recouvrement de deux fonctions.



Transformeée de Laplace

= Les systemes linéaires analogiques sont tres souvent gouvernés par
des équations différentielles a coefficients constants reliant les
signaux en entrée et en sortie. En régime permanent sinusoidal la
résolution de ce type d’équations est facilitée par la représentation
complexe des signaux sinusoidaux ou par la transformée de
Fourier.

= L'analyse temporelle des systemes linéaires, en particulier pour
’étude des régimes transitoires, nécessite la résolution des

équations différentielles.



Transformeée de Laplace

Dans ce chapitre nous introduisons un outil mathématique
puissant, la transformation de Laplace, pour I'étude des systemes
linéaires en régime transitoire.

Cette transformation permet d'associer a toute fonction du temps
f(t) une fonction F(p) d'une variable complexe p=0 +j w.

Elle permet de remplacer les opérations analytiques de dérivation
et d'intégration par des opérations algébriques. Cette propriété

facilite la résolution des équations différentielles.



TRANSFORMEE DE LAPLACE

La transformée de Laplace est un outil mathématique bien adapté

pour le calcul de réponses temporelles et pour Ianalyse
fréequentielle de signaux causals.

Transformée de Laplace S( p) d’un signal s(t) est définie par:

+ 00

S(p) = L{s(t)} = f s(t)e=POqt

0

Relation avec la transformée de Fourier : si le signal s ( t ) est causal

(s(t)=0 pour tout t<0), alors on a la relation :

S(f) — {S(p)}p=j27tf=jw



TRANSFORMEE DE LAPLACE

" Linéarité: a x1(t) + a,x,(t) < a1 X1(s) + a,X,(s)

= Convolution: x(t) * y(t) © X (s).Y (s)
= Translation temporelle: x(t — ty) © e SX (s)
= Translation fréquentielle: e® x(t) © X(s — a)

= Dérivation: dp;—it) =sX(s) — x(0%) x(0*): condition initiale

X(s)

= |ntégration: fx(r)dr =0 ==

= Théoreme de la valeur initiale:

x(0%) = tll)rgl x(t) = 11m sX(s)

= Théoreme de la valeur finale: x,, = lim x(t) = limsX(s)
t—+o0 s—0



TRANSFORMEE DE LAPLACE

Résolution d’équations différentielles (voir TD 3)

1. D’'une maniere générale, on procede en trois étapes

Passage du systeme d’équations différentielles a un systeme
algébrique grace a la transformée de Laplace.

Résolution du systeme algébrique pour obtenir les
transformées de Laplace des solutions.

Retour aux solutions du systemes différentielles a I'aide de |a

recherche d’originaux.



TRANSFORMEE DE LAPLACE

propriété fonction du temps fonction de p
linéarite a.fi(t)+b.f(t) a.Fi(p)+b.Fzp)
dérivation AU pF(p)
dt
t
intégration I f(t)dt F_[p)
0 P
translation dans le temps ft—a) e ¥ F(p)
translation en p fiHe™ Fip+a)
signal
échelon fH=U( S
P
impulsion de Dirac F(ry=a(n 1
(4]
)=t —
rampe S s
. —at I
exponentielle fiti=e rta




Mini-test 3



