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1.Introduction

La loi de Gauss est un modele mathématique peut étre utilisee pour obtenir les champs
électriques de certaines distributions de charges avec un haut degré de symétrie tel que : le
cylindre, la sphere, le fil infini, ...
C'est donc une méthode spécialisée, mais elle est trés utile pour cette classe de problémes
auxquels elle peut s'appliquer. A ce stade, la loi de Gauss nous aidera & mieux comprendre les
formes des champs électriques dus aux distributions de charges continus.

2. Définitions
2.1 Vecteur surface

Le vecteur surface ds est un vecteur porté par le vecteur unitaire ds
normale & la surface.

2.2 Flux d’un champ vectoriel

Le flux élémentaire d® s’écrit par : o

dp=E.ds=>¢ = [[E.ds = [[E.ds.N
Avec ds = ds. N

L’unité du flux est le Weber (WD).

3. Flux d’un champ électrique a travers une surface fermée

Soit S est une surface fermée arbitraire et q est la charge incluse a l'intérieur de la surface S. Le
flux élémentaire de champ électrique crée par la charge g a travers la surface fermé S est donné
par :

dp = E.ds = E.ds.cos
a : I’angle entre EetN (Ié)

— — G v

Le champ électrique sera : E= —uet dp = —u ds = kq

r2
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i.ds = ds |i| cos a
®=§Ij§';—°2’ﬂ.?d_§=kqgfﬁds 8% car il =1

r2

ds cosa

Avec = dQ = l'angle solide

r2

Remarque : L’unité de ’angle solide est le stéradian
La surface d’une sphére de rayon R étant S= 4xR2, on en déduit que le plus grand angle solide
mesurable, qui correspond a un objet couvrant toute la sphere, est de 4 stéradians.

) = 4= I’angle solide pour voir I’espace entier

Donc @ = 1 4p =2

4TTE &o
Dans le cas de plusieurs charges ponctuelles le flux s’écrit par :

Q):Zqi=#§.£

€o

4. Théoreme de Gauss

4.1 Enoncé : Le flux a ’intérieure d’une surface fermée appelée surface de Gauss est égale a
la somme des charges nettes Qint a I’intérieure de cette surface divisé par la permittivité
diélectrique dans le vide g, .

0= #E_E;: %

€

4.2 Les étapes a suivre pour ’application du théoréme de Gauss

Choix d’un systeme de coordonnées

Etude de I’invariance du systéme
Etude de la symétrie
Choix de la surface de Gauss

4.3 Le flux pour différents types de distribution continue de charges

e Distribution linéique (dg=Adl) ona ¢ = ff E.ds = @
0
e Distribution linéique (dg= ods)ona @ = ¢FE.ds = @
0
Jpdv

e Distribution linéique (dg= pdv)ona ¢ = (FE.ds =

€0
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5. Exemples d’application du Théoréme de Gauss

5.1. Cas d’un fil infini
- Choix du systéme de coordonnées

On peut assimiler le fil a I’échelle microscopique a un cylindre d’un rayon infiniment petit,
donc on utilise les coordonnées cylindriques pour le calcul du champ.

O

-  Etude de P’invariance

On ¢étudie I'invariance par rapport a p, 6 et z (coordonnées cylindriques)

e Sion change I’angle 6, M tourne autour du fil mais le champ électrique ne change pas.

e Sion change z, M fait une translation suivant (Oz) et puisque le fil est infini, on a
toujours le méme E, il reste invariant.

e Sion change p (c.a.d. la distance R entre la charge et le point M change) ; alors M

peut s’¢loigner ou se rapprocher du fil ; donc E nest pas constant sur p.
z

I « M c
Donc le champ E ne dépend que de p. <_>
-— —

- Etude de la symétrie

Dans ce cas, nous avons deux plans de symétrie :

N
1. Le plan coupant le fil infini horizontalement (U,; Ug) N
2. Le plan coupant le fil infini verticalement (u,, u,)
(upi Y 9)
Donc I’axe de symétrie est I’intersection des deux plans
C’est I’axe suivant u, donc le champ électrique est suivant u, —
(i)

- Choix de la surface de Gauss

La surface de Gauss est un cylindre de rayon r et de hauteur h. A cause de la symétrie, le champ
est suivant le rayon p, donc on dit que le champ est « radial » et constant en tout point de la

surface de Gauss (E ne dépend que de p).

D’aprés le Théoréme de Gauss : @ = [ E.ds = 2%int

€0

(D = .UFE) = ffE_:dS base 1 + .UEdSlat + ffE_:dS base 2
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E 1 ds base = .U E'dsbase =0 =3
dsbase sup

E |l dsg. Donc: @ = [[E.ds;q = [[ E.ds;q=E. [ dsig; C >
E
= E. S —1>
Donc @ = E 2nrh >
dslat
Cherchons Qint, la charge élémentaire est

dq=2dl =Q=2J dl=2h

Ah A dsbase inf
E2nrh=—=FE =
& 2mreg

5.2. Cas d’un cylindre infini
- Choix du systeme de coordonnées

Puisqu’on est en train d’étudier un cylindre, nous utilisons les coordonnées cylindriques pour

le calcul du champ. ,

- Etude de P’invariance

C’est la méme chose que le fil ; le champ électrique 5

ne change pas en variant 0 et z. Par contre E dépend de p.

- Etude de la symétrie T
Dans ce cas aussi, nous avons deux plans de symétrie : N
Le plan coupant le fil infini horizontalement (w,,uy) et (u,,4e)

Le plan coupant le fil infini verticalement (u,, u;)

— | —

o ,. : Uy, [u
Donc I’axe de symétrie est I’intersection des deux plans N /( prftz)

C’est I’axe suivant u, donc le champ électrique est suivant u,

- Choix de la surface de Gauss

Le choix de la surface de Gauss pour un cylindre chargé est un cylindre de rayon r et de hauteur
h.

A cause de la symétrie, le champ est radial et constant en tout point de la surface de Gauss.

D’aprés le Théoréme de Gauss : @ = [[ E.ds = 2%nt

€0
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O=J[E.ds = [[E.ds pases + JJ E-dsiar + I E.dS pase2
E L ds e = J[ B dspase =0
E Il dsyg, Donc: @ = [[E.dsug: = [[ E.dsig=E. [ dsiar = E. Siae
Donc @ = E 2nerh = Qint/ &g

Remarque importante :

GE‘F??R?E i

Le choix de la surface de Gauss pour un cylindre chargé soit en surface soit en volume, ou bien
deux cylindres (un chargé en volume et ’autre chargé en surface ou bien les deux chargés en
surface...) est toujours un cylindre de rayon r et de hauteur h. et le calcul du flux sera le méme,

seulement la charge Qint varie selon la distribution.

a. Pour un Cylindre chargé en surface

- Le champ électrique
Nous avons deux cas

1*cas r < R on prend la surface de Gauss a I’intéricure du cylindre chargé pour calculer le

champ a I’intérieure.
Alors dans une distribution surfacique on a :

Qe =0=E; =0

2°™cas r> R on prend la surface de Gauss a 1’extérieure du cylindre chargé pour calculer le

champ a I’extérieure.

Ona dq = gds = Qi+ = 0S = 02nRh

2mRh R
Donc E,2nirh = il E, = i

€o Eor

- Le potentiel —
= — dv
E =—gradVavecE=E(r):>E:_E
= dV = —Edr
doncV = —fE,dr
1casr<R: ona E;=0=V,=C;
2*™casr>R: ona E, —9R1 V, = —ﬁfl.dr = —Rir+ C,
ET & T &0

---------* —-—A7

\,

-
——"

—’,

e
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Remarque : Dans le cas d’un cylindre on ne peut pas calculer les constantes C; et C» car le
potentiel a I’infini est non nul.

b. Cylindre chargé en volume

- Le champ électrique
Nous avons deux cas

Pour : r < R on prend la surface de Gauss a I’intérieure du cylindre chargé pour calculer E1
dg=pdv
Vsphere = Mr2h = dv = 2mhrdr

__ prERr™—

€o

Qine = J[[ pdv =p forl 2mwhrdr = pthr? = E21}Zf/1

mhr? est le volume du cylindre chargé qui est la SG

Qint = fjj pdv = PVUsurface de gauss = pTL’hT‘Z

. E1 = Lr
2¢g
Pour : r > R on prend la surface de Gauss a I’extérieure du cylindre chargé pour calculer E»

donc on intégre entre 0 et R (car Qint Se trouve sur le cylindre de rayon R).

R pmthR?
Qint = .Uj pdv = pf 2rmhrdr = pnthR? = E2nrh = -
0 0
phR?
Qint = fff pdv = pVcyiindre de rayon R = prhR? = E2nrh = &
2
= E, = PR"1
20 T
- Le potentiel :
E = —gradV avec E =E(r) = E = —z—‘:donc V = — [ E.dr (ce calcul est valable pour
n’importe quelle cylindre)
V, == [Ep.dr =V, =£frdr=—4%or2+cl
R% (1 R?
VZ:—fEZ.dT:—ZTOf;.dT:—ZTolnr-FCZ AZ

5.3. Cas d’une sphére
- Choix du systéme de coordonnées

Dans ce cas, on utilise les coordonnées sphériques

- Etude de P’invariance
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Si on change I’angle 0 ou I’angle ¢, le champ électrique E

ne change pas, par contre, en variant r le champ électrique E varie.

- Etude de la symétrie /\

Nous avons deux plans de symétrie :

e e - . SN ﬁ:r 9)
Le plan coupant le fil infini horizontalement (u,, ug)
et le plan coupant le fil infini verticalement (u;, u,,). w@
Donc I’axe de symétrie est I’intersection des deux plans, qui est I’axe suivant u,- donc le champ
électrique est suivant u,.. On dit alors que le champ est radial.

- Choix de la surface de Gauss

La surface de Gauss est une sphere de centre O et de rayon r, a cause de la symétrie. Le champ
est radial et constant en tout point de la surface de Gauss.

®=#E.ZS)=ZQL.M

€o

E //ds Donc:ffE.ds=[[E.ds=E [[ds =E.S = E4nr? = ¢ = E4nr? = 20

€0
Remarque impo rtante :

Le choix de la surface de Gauss pour une sphére chargée soit en surface soit en volume, ou bien
deux spheres (une chargée en volume et ’autre chargée en surface ou bien les deux chargées
en surface...) est toujours une sphere de rayon r et de centre O. Et le calcul du flux sera le
méme, seulement la charge Qint varie selon la distribution.

a. Cas d’une sphere chargée en surface

- Le champ électrostatique E(r) en tout point de ’espace.
Nous avons 2 cas :

1*"cas r<R_ la surface de Gauss est a I’intérieure de la sphére pour calculer E; alors :

Qnt=0=>E; =0

Zeme

cas r> R la surface de Gauss est a 1’extérieure de la sphere pour calculer E>

alors : dq = ods = Q;n = 04nR?

4mR? c’est la surface de la sphére chargé en surface de rayon R. V2
4mR? R?
Donc E,4nr? =2 : =>E, = %
0 or
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- Le potentiel électrostatique V(r) en tout point de I’espace.

E=—-gradv=>E = —% donc v = - [Edr

1*casr<R Ona E, =0=>v,=C; (r € [0,R]

2’™casr>R Ona E,=—>v,=——[== +C, (re [R,+x)

oR? oR? dr _ oR?
gor? gy ¥ 1?2 g

Calcul des constantes :

e Le potentiel a I’infini est nul (r —»0) v=0 donc lim v, = 0
T—00

) 2
lim 284+, =0 >0+C,=0  doncC,=0  Alors v, =25

rooo ET gor

e Le potentiel est une fonction continue en R donc v, (R) = v,(R)

oR? oR
alors v; = ¢; = —donc vy = —
&R &0

b. Sphere chargée en volume

- Le champ ¢lectrostatique E(r) en tout point de I’espace.
Nous avons 2 cas :

1% cas r<R

Vsphere = §nr3 = dv = 4nridr

dq = pdv = pAnr2dr = Qe = p [[[ dv = pan forrzdr
On intégre entre 0 et r car la charge Qint se trouve dans le volume de la Sphére de Gauss de rayon r.

in
P3
4mr?

P

4 4 r
= Qine = p 7T donc (x) = E; = o doncE; = 307

Zeme

casr>R
dq = pdv = pAnr2dr = Qi = p [[[ dv = p4n fORerrdonC Qine =p gnR3
On intégre entre 0 et R car la charge Qint se trouve dans le volume de la sphére de rayon R.

4
p 3R donc E. = P R3
4mr2e, Onc B2 = g2

(x)=> E; =
1- Le potentiel électrique v(r) en tout point de 1’espace.

E=—gradvz>E=—% donc v =—[Edr
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1°*"cas : r<R

P pP P 2
= —17r > = —_-— —_—_—
E1 320 7 V1 3eq f rdr donc V1 620 r° + Cl

2™ casr>R

_ pR 1 _pR1
>V, = —Efr—zdr donc w, —E;-I-Cz

_pR
3go12

E,

Calcul des constantes :

Le potentiel a I’infini (r —po0) v=0

3

li PR 1+C =0+4+C,=0D C,=0
r1—>12; 3301' 2= 2= onctz =
pR1

39 T

donc vy, =

Le potentiel est une fonction continue en R donc v4(R) = v,(R)

PRI _ P p2 _PRZ(l l)_PRZ __pr PR
3¢9 R - 6£0R + C1 = C1 - 0 3 + 6) 2&g donc V1= 6gp 2¢gp
, . , e N =2 =

5.4. Le champ électrostatique crée par un plan infini Ey N

Pour chercher le champ électrique dans un plan infini |y
dsy,
chargé en surface, on utilise le théoreme de Gauss. — fi
E
La surface de Gauss choisie dans ce cas est un cylindre -
B2

coupant le plan infini verticalement. Le cylindre est de rayon r et de hauteur h.
Par raison de symétrie le champ est radial et constant en tout point de la surface de Gauss.

Le flux a travers la surface de Gauss est :

QZ#E.ES’:ZQL'M

€o

Pour une SG un cylinder on a trois flux.

0= (Dsbasel + Q)Slat + stasez = ff E dSg, + ff E dSg, +#’§TE)

ff E. dSLat = 0 car E—)J- dS Lat

Donc @ =2 [[E.dSpase = 2E. Spase

ZQin
:>® = ZE-Sbase = Tt (1)
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dq =ods = Qint = aff ds = aSbase

(1)= 2E.Spase = 228 donc  E = -

£o 2g

Donc }leimIEI = i , on dit que le champ pour un plan infini est identique.
—00 0
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