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Préambule

Ce document rassemble les travaux dirigés du module Théorie du Signal TS 422, il est
spécialement destiné aux étudiants en deuxiéme année licence en Télécommunications ainsi
quaux étudiants dans les filieres de Génie Electrique et Electronique (GEE) et Génie
Biomédical. Il correspond au programme officiel de la matieére Théorie du signal enseignée en
deuxiéme année Licence en Télécommunications.

Ces TDs ont été eftectués au département de Télécommunications de I'Université

Abou-Bekr-Belkaid de Tlemcen durant les deux derniéres années.
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TD N° 1 : Représentation des signaux

Exercicen® 1:

Représenter les signaux suivants :
1) s,(t) =6(t+3), s,(t) =26(t —3), s3(t) = 36(t—2)
2) s,(t) =3u(t+3), ss(t) =2 u(t —2), se(t) =3 u(t —3)
3) s;(t)=u(t—2)— 3u(t+3)

t—1 t—3
4) sg(t) = 2 Rect (T) + Rect (T)

—/

5) so(t) = ramp(t—2) — 2 X ramp(t —3) + ramp(t —4)

Exercicen® 2:

Classez les signaux suivants :

1. Am Rect [Tio]

\S}

. Am sin(2nFt)

e

ramp(t)

e”® sit>0
.s(t) = aveca >0
0 sit <0

NN

Exercicen® 3:

Déterminer si les signaux suivant sont périodiques et calculer leur période :

x,(t) = 3sin(wt) — 2 cos (g t)

x,(t) = 5sin (% t) — 3 cos (g t)

Labo LTT M. BOUSAHLA : mibousahla@gmail.com
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Exercice n°4 ;

Soit le signal x(t) donné par la figure suivante :

4 X(@)

A

—A

Exprimer x(t) a l'aide des signaux usuels.

Exercicen®5:

Soit les signaux suivants :

s;(t) = —ramp(t —3) + 2 X ramp(t —4) — ramp(t — 5)
sy(t) = u(t) — u(t —3)

- Représenter graphiquement les signaux sq(t) et s,(t).

- Quelle est la nature des deux signaux ?

- Calculer I'énergie du signal s, (t).

- Déduire la représentation graphique du signal : s(t) = s1(t) + s,(¢t)

Exercice n®° 6 :

Décomposer les signaux suivants en une partie paire s, (t) et une partie impaire s;(t) :

1) s;t) =ult+t), t™0

2) s,(t) = Rect (%)

0

3) 53(0) = Rect [“ * T)] avec ©= 12
0 4

4) s,(t) = Rect l(t al T)l avec T = %
0

Labo LTT
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Solution du TD N°1

Exercice n°l:
1) s;(0) =8(t+3), s,(t)=2686(t—-3), s3(t) = 36(t—2)

S(t)z{l sit=0 4500

0 ailleurs

v

d(t + 3) : Impulsion de Dirac avancée de 3

4 51O

v

3 0 ;
S,(t) = 2 6(t — 3) : Impulsion de Dirac retardée de 3
4 s,(t) =26(t—3)
2
0 3 ,

Labo LTT 7 M. BOUSAHLA : mibousahla@gmail.com
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s3(t) = 3 8(t — 2) : Impulsion de Dirac retardée de 2

4 s;(t)=36(t—2)
3 A
0 2 t'

2) s,(t) =3u(t+3), ss(t) = 2u(t —2), Se(t) =3 u(t—3)

u(t) : Le signal échelon, ou fonction de Heaviside

+1 sit>0
u(t) =
0 sit <O 4 u(t)

v

S4(t) = 3 u(t + 3) : Le signal échelon unité avancé de 3.

4 3u(t+3)

A 4

Labo LTT 3 M. BOUSAHLA : mibousahla@gmail.com
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s5(t) = 2 u(t — 2) : Le signal échelon unité retardé de 2

A2u(t—2)

S¢(t) = 3u(t — 3) : Le signal échelon unité retardé de 3.

A3u(t—3)

=)
w bk
v

3) s,(t)=u(t—2)— 3u(t+3)

Labo LTT M. BOUSAHLA : mibousahla@gmail.com
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u(t—2)

v

A s7(t)

Gy

0 5200 = 2Rect (57) + rect(5)

Le signal « porte » ou rectangle centré sur 0 et de largeur T est défini par :

Labo LTT 10 M. BOUSAHLA : mibousahla@gmail.com
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T T
1 pour——05t<—0

t 2 -2
Rect () =
ec T.

0 ailleurs

\Rectr (t) = I (t)

—_— +—

Une impulsion rectangulaire centrée en t = T, d'amplitude A et de durée Ty :

T
(a sin—rlﬁél

S(t) = ARect l(t;r)l = {

0

L0 ailleurs
W o T T
(t—‘[) Sl T—?_t_‘[+7
S(t) = ARect =
Ty
0 ailleurs
2R t(t_l)
ec 5
t—1 2 pour|t—1|<1
2 Rect (T) ={
0 pourlt—1|>1
t—1 2 pour—1<t—-1<1
2 Rect (—) =
0 ailleurs

Labo LTT 11 M. BOUSAHLA : mibousahla@gmail.com
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t—1 2 pour 0<t<?2
2 Rect (—) =
0 ailleurs

+2

t—3 1 pour|t—-3|<1
Rect(—) =
0 pour|t—3|>1

t—3 1 pour—1<t—3<1
Rect (1) =
0 ailleurs

t—3 1 pour 2<t<4
Rect (—) =
2 0 ailleurs
Labo LTT 12 M. BOUSAHLA : mibousahla@gmail.com
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Rect (t — 3)
ARKEC 2
1
O o
+2 +4 t
" t—3
R t(—)
ec 5
1
. :
t—1 +4
2 Rect (—)
2
2
== i
/ sg(t)
2
1
+2 14 t

5) so(t) = ramp(t—2) — 2 X ramp(t —3) + ramp(t —4)

Labo LTT
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4

 ramp(t)

signal rampe : ramp(t) =t X u(t)

ramp(t — 2) : signal rampe retardé de 2.

Jamp(t —2)
6 5 >+
2 Tamp(t — 3)
18
0 >+
Jramp(t —4)
18
5 >t
Labo LTT M. BOUSAHLA : mibousahla@gmail.com
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t
Aramp(t—4)
0 1 2 § 4 t
/ So(t)
S TN
0 2 4 t

Exercice n® 2 :

1. Am Rect [Tio]

Signal a temps continu, transitoire d'amplitude Am et de support temporel [—%,%] donc a
énergie finie.

2. Am sin(2mFt)

Signal a temps continu, périodique, d'amplitude Am de période % donc a puissance moyenne

finie.

Labo LTT 15 M. BOUSAHLA : mibousahla@gmail.com
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3. ramp(t)

Signal a temps continu, énergie et puissance moyenne infinie.

e sit=0
4. s(t) = aveca >0
0 sit <0
Signal a temps continu et énergie finie car
i s 1 1
+co
E= x(t 2dt=fe‘2atdt=—e‘2a‘t =—
f (0] —2a 0 2a
—0 0

Exercicen® 3:

s
x,(t) = 3sin(mwrt) — 2 cos (E t)

x,(t) = 551n(£t> — 3 cos (Et)
2 - \/g 3
Nous savons que si §;(t) est un signal périodique de période T alors le signal

Syp:t = s1(at +b), a # 0 est périodique est de période g.

x,(t) = 3sin(mwt) — 2 cos (g t) :
3sin(mwt) :

sin(t) est périodique est de période 2 . Donc sin(w t) est périodique est de période : Ty =

2?71' = 25 et de fréquence f = Ti = % Hz et de pulsationw =2m f =2 T[% =mnrad/s.
1
T
2 cos (Et) :

cos(t) est périodique est de période 2 . Donc cos (g t) est périodique est de période : T, =

2 11 . 1
T =4setde fréquence f = == Hz et de pulsationw = 2m f = 27‘[; = % rad/s.
E 2

{nT;,, neN*}={2,4,6,...} et
{mT,, me N*"} ={4,812,..}.

Ainsi, x4 (t) est périodique et de période T = 4 et de fréquence f = % = i Hz et de pulsation

w=2nf=2ni=grad/s.

Labo LTT 16 M. BOUSAHLA : mibousahla@gmail.com
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x(t+4)= 351n(n(t+4))—2cos<g(t+4)> = 33in(nt+4n)—2cos(gt+2n)

= 3sin(mwt) — 2 cos (g t) = x,(t)

x,(t) = 5sin (%t) — 3 cos (gt) :

5sin (% t) :

sin(t) est périodique est de période 2 7. Donc sin (% t) est périodique est de période : zfn =
Vs

25

3 cos (g t) :

cos(t) est périodique est de période 2 . Donc cos (g t) est périodique est de période : zTn =6
3

{nTy, ne N*}={2+5,4V5,6V5,... } et
{mT,, meN"}=1{6,12,18, ... }.

Donc le signal x,(t) n’est pas périodique.

Exercice n°4 :

Le signal s(t) est donné par la figure suivante :

4 5@

A

Labo LTT M. BOUSAHLA : mibousahla@gmail.com
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T
t—T1 i — _
A Rect lul _ {A si |[t—1] < >
T )
0 ailleurs

(t—1)
fRect
ecl T
A
0 : >t
T—7 ' T+
2 2

[1 s’agit de deux signaux rectangles décalés :

(t+3) (t-32)
s(t) = s;(t) + s,(t) = ARect — — A Rect —
T T
(t+7) A si |t+—| <=
s;(t) = A Rect T = 2
0 ailleurs
| | T<t+T<T r T<t<T r T<t<O0
— o —— — ————= —— s —
2 2 2 2 2 2 2 2
- T_
(¢+3)

s;(t) = A Rect =

{A si —T<t<O0

0 ailleurs

() e
s,(t) = —A Rect T = 2 2
| | 0 ailleurs
T T T T T T
|t——|< @——<t—§<2®—5+2<t<2+2<=>0<t<T

s,(t) = —A Rect |—==| =

(t_Z) {—A si0<t<T
0 ailleurs

Labo LTT 18 M. BOUSAHLA : mibousahla@gmail.com
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R S1(t)
A
-T 0 Tt
2
AS, (1)
o T T t
2
—A

Exercicen°5:
5;(t) = —ramp(t —3) + 2 Xramp(t —4) — ramp(t — 5)
sy(t) = u(t) — u(t —3)

Labo LTT 19 M. BOUSAHLA : mibousahla@gmail.com
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4 u(t)
1
OI 1 1 1 :
t
/
u(t —3)
1 |
I
| >
0 3 t
A s(t)
1 1
I
I .
0 3 t
5;(t) = —ramp(t —3) + 2 Xramp(t —4) — ramp(t — 5)
Pour t<3-5,(t)=0
Pour 3<t<4 - s,(t) = —ramp(t—3)
Pour 4 <t <5 - s,(t) =?
Pour t =4.5
ramp(t —3) = 1.5 ramp(t—4) =05 ramp(t—5)=0
- 5,(t)=—-154+2%x05=-0.5
Labo LTT 20 M. BOUSAHLA : mibousahla@gmail.com
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Pour t =5
ramp(t —3) =2 ramp(t—4)=1 ramp(t—5)=0
-s5(t)=—-2+2%x1=0

Pour t =5.5

ramp(t —3) = 2.5 ramp(t—4) =15 ramp(t—5) =0.5
- 5(t)==-254+2%x15-05=0

Pour t=6

ramp(t —3) =3 ramp(t—4)=2 ramp(t—5)=1

-s5(t)=-3+2%x2-1=0

C’est un signal a énergie finie.

1 si|t—15] <15 1 si0o<t <3
(t—1.5)
s,(t) = Rect —3 = =

0 ailleurs 0 ailleurs
C’est un signal a énergie finie.

+ 00 0 3 + 00 3
E = f|s2(t>|2 dt = f|s2<t>|2 dt+f|sz<t)|2 dt+f 15, (6)]2 dt=f dt = tf3
—00 —00 0 3 0

=3

Labo LTT 21 M. BOUSAHLA : mibousahla@gmail.com



Université Abou Bekr Belkaid - Tlemcen L2 TTL (TS 422) 2021/2022

51()

Labo LTT 29 M. BOUSAHLA : mibousahla@gmail.com
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Exercicen® 6:
1) s;(t) =u(t+t), avec t>0
s(t) = x,(t) + 5;(t)

s(t) +s(=t) s(t) —s(=t)
St)=—"—F" et s5;(t) =——F—
o - 16 -
A u(t)
1
OI L L L :
t
s;(t) =u(t+1)
1
1
I
| >
0 t
—T
/ s.(=t)
1
1
I
[ | § :
N ECH:
I 1
J 0.5 L
-1 T t
si(t)
0.5
I
| * >
' —0.5 t
Labo LTT M. BOUSAHLA : mibousahla@gmail.com
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2) s,(t) = Rect (T—to) signal porte de largeur Ty, centré sur 0.

Le signal s,(t) est un signal pair : s,(—t) = s,(t)
s(t) = sp(t) + 5:(¢)

sp(t) = w =s(t) et s(t)= s =0 _25(_t) =0

t
A Rect (T_n>

1
| |
| |
[| 2 2 1 >
_To 0 TO
o Pl t
V
Sp(t)
1
i |
| |
I . ] o
T, 0 Ty t
> 2
A si(d)
0 t

Labo LTT 24 M. BOUSAHLA : mibousahla@gmail.com
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3) s3(t) = Rect [(t:—ﬂl avec T = To

s3(t)
A
—_— DA A+ {t + T\
1
i |
| |
I . \ | o
ar, “h L O T T ¢
. 4 4 2
/
!
52 (—t")
1
I 1
I |
] . ' R
-1, —To 0 To 3T, t
2 4 2 4
A sp(®)
—_—
1
'_l _|
—37, T o b 3T, t
4 4 4 4
si(t)
To 3T,
I | T 2
1 1 »
1 >
_3T0 _TO | ——
4 4

Labo LTT
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t+t T
4) s,(t) = Rect [ul avec T =—
T, 2

t+t
4 S3(t) = Rect( )
Ty
1
i
|
I 1 [l 2 o
—T =
-T, TO ¢
/
Sa2(—t)
1 i
|
'] Il 2 I »
0 Ty To t
2
1 sp(®)
1
2
i I
—T, —To 0 Ty +T, t
2 2
¥, S; (t)
1
! 2
: >
=Ty 0 1 t

Labo LTT
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TD N° 2 : Série de Fourier et Transformée de Fourier

Exercice n°1 :

Soit le signal s(t) donné par la figure suivante :

1. Quelle est la fréquence de ce signal ?

2. Calculer son énergie sur une période. En déduire son énergie totale.
3. Calculez sa puissance moyenne.

4. Calculer les coefficients a, et by, de la série de Fourier du signal s(t).
5

6

. Déduire la forme complexe de la série de Fourier.

. Tracer le spectre unilatéral et bilatéral du signal s(t).

45O

Exercice n® 2 :

Soit le signal s(t) donné par la figure suivante :
1. Donner le développement en série de Fourier de s(t)

2. Donner le développement en série de Fourier complexe de s(t)

3. Tracer le spectre unilatéral et bilatéral du signal s(t).

SO

Labo LTT M. BOUSAHLA : mibousahla@gmail.com
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Exercicen® 3:

On considere le signal suivant :
s(t) =1— 0.7 cos(2nFyt) + 0.3 sin(2nFyt) + 1.5 sin(2m(2Fy)t) + 0.2 cos(2m(3Fy)t)

1. Déterminer les coefficients a, et b, de la décomposition en série de Fourier de ce signal.
2. Déduire la forme en cosinus de la série de Fourier.

Exercice n® 4:
Considérant les 2 signaux suivants pour lesquels Fy = 1 kHz.
s1(t) = 6 — 2 cos(2mFyt) + 3 sin(2mF,t)
s,(t) =4+ 1.8 cos (ZnFOt + g) + 0.8 sin(6mF,t)
1. Dessinez leurs spectres d’amplitude et de phase unilatéraux et bilatéraux ;

2. Ecrivez s1(t) et s5(t) sous forme de série de Fourier complexe.

Exercicen®5:

Soit les signaux suivants :

+1 sit>0
s;1(t) = sgn(t) = et s,(t) =Au(t)
-1 sit <0

1. Calculer I'énergie et la puissance de ces signaux.

2. Calculer et représenter leurs transformées de Fourier.

Exercice n®° 6 :

Soit les signaux suivants :

(t—z) A si |t A <T
si |[t——= —
s,(t) = A Rect Tz - 2l =2
0 ailleurs
t T,
N 1—|—| si [t]<2
s,(t) = Tri T = TO/ S 2
(/%) 2
2 0 ailleurs

s3(t) =Ae Mt quec 1 € R}

1. Représenter graphiquement ces signaux.
2. Calculer I'énergie de ces signaux.

8. Calculer et représenter la transformée de Fourier de ces signaux.
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Solution du TD N° 2

Exercicen®1:

250
A
=3 -2 -1 0 1 2 3 4 4

1. La période de ce signal est égale a T = 4s. La fréquence est donc F = % = i = 0.25Hz.
2. L'énergie du signal :

T T T

2 2 2
E= Jls(t)lz dt = 2 Jls(t)lz dt =2 f(s(t))z dt

-T 0 0

2
T

E=2 (s(t))2 dt + (s(t))2 dt|=2|| A% dt + | (0)? dt
Jeora] |

Son énergie totale est égale a :
r I
2

2 2
E = lim flx(t)lz dt = lim f(x(t))2 dt = lim 2L —
T—oo T—oo T—oo 2
=T =T

2 2
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3. La puissance moyenne totale est identique a la puissance calculée sur une période, définie

par :

T
2
1 2
P== ||x(®)|* dt
T
-T
2
Comme notre signal est pair nous pouvons calculer sa puissance moyenne totale sur une moitié
de période multipliée par 2

T T
2

7 2
1 2 2 2
=3 [k d=2 [P @t =7 [(@) a
T 0

- 0
2

1 2

P =% [](x(t))z dt + f(x(t))z dt =% jAZ dt + j(O)2 dt
0 1 0 1

AZ

P=—1
0 2

A? ’1
2
4. Décomposition en série de Fourier :

(A si t €[-1,+1]
S(t)_{o si t €[1,3]

Ou

0 si te[-2,-1]
s(t) = {A si t €[-1,1]
0 si t€[1,2]

s(t) est un signal périodique et de période T = 4s donc décomposable en série de Fourier :

s(t) = ap + Z a, cos(nQt) + b, sin(nt)

n=1

AvecQ=2nFetF=% et T=4

s(t) = ap + Z a, cos(n2nFt) + b, sin(n2nFt)

n=1

Labo LTT M. BOUSAHLA : mibousahla@gmail.com
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1
ag = T fms(t) dt

2
a, = —f s(t) cos(n2mFt) dt
T Jiry

2
b, = = f s(t) sin(n2mFt) dt
T Jiry

- 5(t) est pair donc ne comportent que les termes en cosinus : b, = 0

1 2 g 1 1 2
ag = Tf(T)S(t)dtZZfos(t)dtino s(t)dt+Jls(t)dtl

M aaes [oae] =2 ¢r 24
“O‘Efo ”fl t|=5 tlo=3

T

4 (2
a, = T jzs(t) cos(n2mFt) dt
0

4 1 2
an = 7 U;) s(t) cos(n2mFt) dt + fl s(t) cos(n2mFt) dtl

1 2
a, = f A cos(n2mFt) dt + f 0 cos(n2mFt) dt
0

1

A
= —— sin(n2mFt)|}

= sin(n2nFt)|}

a, = 0 pour npaire (n = 2,4, ...)

Pour n impaire - n=35,..=2k+1 aveck =0,1...
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_ZA . ( 71') 2A ( )k
In =0 S\ 2k + Dr

pourk=0- n=1 —>sm( ;T)—( D=1

T
— — ; )= (=1k = —
pourk=1 - n=3 —>sm(n2)—( 1)* =

24 24 24
45 = 5z '’

s(t) = z a, cos(n2nFt) = 2(2’1{2%(—1)" cos((2k + 1)2mFt)
k=0

n=1

s(t) = a; cos(2mFt) + a, cos(2m(2F)t) + a3 cos(2m(3F)t) + a, cos(2m(4F)t)
+ as cos(2n(5F)t) + -

s(t) = a; cos(2mFt) + az cos(2m(3F)t) + as cos(2m(5F)t) + -

5. Décomposition s(t) en série de Fourier complexe :

400 400 400
s(t) = Z S F)elU2nnFo — Z S, eli2mnFo) — Z S(nF)eUnav

n=—oo n=-—oo n=—oo

Avec :

1
S(nF) =S, =

_ J s(t) e~U2mnFt) 4¢
T

T

T
1 (2 , 1 (2 ,
S(nF) = TfTS(t) e~(U2mnFt) dt:Zf s(t) e~Uz2mnFt) gt
-7 -2
2

2
s(t) e=Uz2mnFb) g¢ +j
1

1 -1 . 1
S(nF) =2 U s(t) e=Uz2mnFo) dt+f

-2 -1

2
Ae—(jZHnFt) dt_l_j
1

1]t . 1
S(F) = U 0 e‘(f“””)dt+f

0 e—(jZnnFt) dtl
-2 -1

—(j2mnFt) +1l

A
S(nF)_Z[ —j2nnF 1-1
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S(nF):j [_(e—fZﬂnF_ejZnnF)]

8mnF

S(nF) = el 2mnF _ gmj2mnr ]

j8mnF [

S(nF)zj [ 2jsin(2rnF)]

8mnF

A o 1
S(nF)z—1 [2] sm(Zrtn Z)]
j8nnZ

SR =——[sin(n2)] =2

S(nF) =|S(nF)| el o™

A
S(0) =a, =E

n |an|

1 ] a
SF) == (an=jbn) == =2 ISMF)| = —=

_bn
<p(nF)=arctan( )=O

an

S(nF) =% [ sin(n g)]
S(nF) = 0pour npaire(n=24,...)

Pour nimpairen=35,..=2k+1 aveck=0,1... > X(nF) #0

pourn =1, S(F)=% [ sin(g)]:%: |S(F)|:%

pourn= -1, S(—F) = —% [ sin(— g)] :%:> |S(— F)| :%

A m A A
pourn = 3, S(3F)=3— [ sm(3 E)]:—yz;s |S(3F)|=¥

T
= -3, S(—3F) = A ['(3”)]— 4 1S( 3F)I—A
pourn ==s, T3 LT T Ty ~ 3
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pourn =5, (s =g [sn(53)] = 5= 5@ PI= -

s
pourn = -5, S(=5F)= _% [ sin(~53)] =%=> 1S(=5 )| =%

6. Tracé du spectre unilatéral et bilatéral :

1 lax|
24 A
s
24
3 iy il
24 oy
5m T
1 >
D F 2F 3F 4F S5F f
|S(nF)|
A
2
L N Y N é
T
A
_______ e Bt
___________________ A ).
T . T
L >
—sF 4 3r 2F -F 0 p  gF SF f
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Exercicen® 2:

SO

24

s(t) est un signal périodique et de période T = 2 donc décomposable en série de Fourier :

s(t) = ap + Z a, cos(nQt) + b, sin(nlt)
n=1

AvecQ=2nFetF=%etT=2—>F=%

1
a, = T J(T)s(t) dt

a, = —f s(t) cos(nQt) dt
(1)
2
b, = = f s(t) sin(nQt) dt
T Jery

s(t)=at+b si te[-1,+1]
As  24-0 24

N1 p- 2z “
s(0)=b=A4
st)=At+ A

1 1 (!
aoz—f s(t) dt =—J(At+A)dt
&) 2 )4

T
Al +1
“°—§<?+t)|_1—A

2 2 (1
a, = = f s(t) cos(nQt) dt = —f (At + A) cos(nQt) dt
T Jo 2)_,
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1 1

t cos(nQt) dt +f cos(nQt) dt

-1

1
anzAf (t+ 1) cos(nQt) dt=Af
-1

-1
1

1
a, = Af t cos(nQt) dt+f cos(nQt) dt
-1

-1

. . . . 1
Faisons une intégration par partie de f_l t cos(nQt) dt:
fudv=uv—fvdu

u=t et dv = cos(nt)

Posons :

1
sdu=dt et v= n—Qsin(th)

1 1 1

a, = _—
-1 nfl

1 1 1
t — sin(nQt) j sin(nQt) dtl + —sin(nQt)
n{} _1 nfl

-1

1

1 ) )
a, =3 t sin(nQt)|2, —f

2
sin(nQt) dtl + —sin(nQ)
-1

nQ
1 1 ! 2
n =—o 0+ Ecos(nﬂt) » +Esin(nﬂ)

1 2 2
an =—o [0+ 0] + Esin(nﬂ) = Esin(nﬂ)

2 2
a, = Esin(nZnF) = Esin(nn) =0

a, =0

b, = = f s(t) sin(nQt) dt
T Jery

1

2 . ! .
b, = 5 J_ls(t) sin(nQt) dt = J—1(A t +A) sin(nQt) dt

1 1

t sin(nQt) dt +Af sin(nQt) dt

-1

b, = Afl(t+1) sin(nQt) dt:Af

-1

1 2A
b, = Af t sin(nQt) dt — — cos(nfl)
-1 n
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Faisons une intégration par partie de :
1
f t sin(nQt) dt
-1

fudv=uv—fvdu

u=t et dv=sin(nQt)

Posons :

-1
- du = dt et v = —cos(nQt)
n{)

1 1

-1 L 2A
= Alt — Q — Q0 - — Q
b, lt 3 cos(nt) » +nQ f_lcos(n t) dtl o cos(nf)

Q=hFaF=%aT=2eQ=n

1

-1 1 (! 2A
b, = A|t —cos(nmt) +—f cos(nmt) dt| — — cos(nm)
nm 4 nm)_, nm

by = Al —costnn) + > sin(at)|L, | - = cos(nm)
n = n cos\nm (nn_)z Sin\nm 21 n cos\nmt

-2 2A A
b, = A [— cos(nn)] — —cos(nm) = — cos(nm)
nm nm nm

—4A
by = — (-7 = — (=1
nm nm

( b 4A
T
—24
b, =
4A T
by = — (=)™ - 5 44
nm s =—
3n
) —A
4 =
s
\
4A —24 4A —A
b1=_! b2=_, 3 == b4=_
T T 3 T
s(t) =ag + Z b, sin(nQt) = ay + Z b, sin(n2mFt)
n=1 n=1
Labo LTT
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2\ 44 =y
s(t) =A+ E — (=)™ sin(n2nFt) = A+ E — (=)™ sin(nnt)
n=1 n n=1 o

s(t) = A+ by sin(2nFt) + b, sin(2n(2F)t) + b; sin(2r(3F)t) + -+

(lb | = 44
n- T
24
4A
b = — 5 |b2| =
bl = .
bs| = —
bs] =
k .
|bnl
A
b
Al |D1]
b
128
0 F 2F nF }
Spectre du signal
Deuxieme forme de la série de Fourier :
s(t) = CO+ZCn cosm2nFt+ ¢,)
n=1
Co composante continue.
C,, amplitude de la composante de fréquence n F.
P 1
2
Avec :
Co =0ag = A
2 —by,
C, = |ay,%+ b, et @, =arc tan( )
an
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ap,=0- C,= [ by zlanZE

0 t (_bn) t ( 4A( 1)”*11> t R Sl
= - = = —_ (- - = N
an Pn arc tan a, arc tan o 0 arc tan o 0

L2 TTL (TS 422) 2021/2022

sin est pair
= Pn =

sin est impair

SIEENTE

TLT[
_)q)n:(_l) E

) = A+§:|b| (m2mFt+ )—A+§:4A (nzmFe+ (-1 2)
s(t) = 1 n| cos(n2 @, = [ cos(n2m 5
n= n=

(t)—A+i4A (n2mFe+( 1)nn)
S = 17’17'[COS nszm >
n=

Cn
y 3
A by
1]
byl
0 F 2F nF }
Spectre d'amplitude du signal
Pn
A
s
2 | 3F
i |F 2F [ 4F 7
T
2

Spectre de phase du signal
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Forme complexe de la série de Fourier :

. 1
s(t) = z S(nF)eUz2rnFo T=2;F=5

n=—co
Avec :
+1
S(nF)=%fs(t)e—U“””) dt=l f(At+A) e=Umn O gt
T

+1 +1
S(nF)zg f(t+1) e-Umno gy = [f t e U nnt)dt_|_ J e—Umnit) ¢

-1

Faisons une intégration par partie de f t e Urmndqe,

fudvzuv—fvdu

Posons :
u=t et dv=e Um0
sdu=dt etv=——e Urmnd
—jmTn
A 1 1 (1 1
S(nF)——l ——e UmnOl 4 [ e Umngr 4 — e Umnd) l
2| —jmn . Jrnl)_y —jmTn 1
A 1 1 N .
S(nF)=—= _(e(Jnn ) 4 o(-jmn )) +— e—(mnt) + (e(]nn) _ e(_]rm))
2 |jm jmn —jmn , Jmn
A 1
S(nF) = > ]7'[_n [_(e(hrn ) 4 g—(Umn )) _]n_n (e—(ﬁm) _ e(]nn)) + (e(]nn) —e- jnn))]
A 1 . .
S(nF) = > ]T[_n [_(e(]nn ) 4 g=Umn )) +]7-[_n (e(]nn) _ e—(]nn)) + (e(]nn) _ e(—jnn))]

S(nF) = g L [ 2e-0mm) +J_ (25 sm(nn))]

A1 A A m A
S(nF) :E]n_n [-2 cos(nm)] = — cos(nm) =j H(—l) =e’2 H(_l)

A
Ise Pl = |
Tn
n 3 3
— sinestpair
_ 2
—pmF) =4 ;
-5 sin est impair
M. BOUSAHLA : mibousahla@gmail.com
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TLT[
_)q)n:(_l) E

1 ] )
SMF) =7 (an—jb) =—j -
—-b —b
p(nF) = arctan( n) = arctan( n)
n 0
1
(st =-
i
1
IS(=F)| ==
T
S@F)| = — =
24 S 2m
IS(n F)| = |—| Ny 1
nm IS(=2F)| = —
2T
1
|5(3F)|=3—
T
1
IS(-3F)| ==
T
k .
|bnl
A
|b1]
|by|
1Dl
0 F 2F nF f

Spectre R nal

N[ X

3F

P

Ty

4 F

| —4ZF

Spectre de phase du signal

|F 2F
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Exercicen® 3:
s(t) =1— 0.7 cos(2nFyt) + 0.3 sin(2nF,t) + 1.5 sin(2m(2Fy)t) + 0.2 cos(2m(3Fy)t)
1.

s(t) = ag + Z a, cos(nQt) + b, sin(nQt)

n=1

s(t) = ap + Z a, cos(n2mFyt) + b, sin(n2mF,t)

n=1

s(t) = ap + z a, cos(2m nFyt) + b, sin(2mw nFyt)

n=1
s(t) = ag + ay cos(2mFyt) + by sin(2mFyt) + a, cos(2m2Fyt) + b, sin(2m2F,t)
+ az cos(2n3Fyt) + b; sin(2m3Fyt) + -

Par identification avec

s(t) =1— 0.7 cos(2nFyt) + 0.3 sin(2nF,t) + 1.5 sin(2n(2Fy)t) + 0.2 cos(2m(3Fy)t)

( ap=1
a, =-—0.7
b; =0.3

< a, =0
b, = 1.5
az = 0.2

\ b3=0

Les autres coefficients sont nuls.

2. Forme cosinus de la série de Fourier :

s(t) =Cy + Z C, cos(n2mFyt+ @)

n=1
Cy composante continue.
C,, amplitude de la composante de fréquence n F;.

Avec:

C0=a0=1

f —-b
C, = |a,2+ b,* et @, =arc tan( n)
an
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- C; = |a;2+ by® =+/0.72+ 0.32 =0.761
- C, = |a,2+ by =0+ 152 =15
- C3= |as?+ by> =+022+0 =0.2

( Co=1
C; = 0.761
C, =15
{ C3=0.2
C,=0
\ ¢, =0

—b, -0.3 3 .
- @, = arctan (a_) = arctan (—O 7) = arctan <7> = 23.198
1 .

2 -1.5 .
- @, = arctan (a_> = arc tan( 0 ) =-90
2

—b3 -0 .
- @3 = arctan (a_) = arctan (0—2) =0
3 .

Exercicen® 4:
s1(t) = 6 — 2 cos(2mFyt) + 3 sin(2mF,t)

Pour s;(t), en comparant a la relation générale du développement en série de Fourier,

s(t) =ay + Z[an cosm2mFyt)+b,sinn2mFyt) |

n=1
s(t) =ay+a; cos(2mFyt)+ bysin(2mF,t)
+a, cos(2m2Fyt) +bysin(2m2F,t) + -

Ona: ay = 6 : composante continue.
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Une harmonique 1 (fondamental) a Fy = 1 kHz, aveca; = —2 et b; = 3

Pour la représentation des spectres unilatéraux et bilatéraux, il faut calculer la série de Fourier

en cosinus ainsi que la série de Fourier complexe. On a tout d’abord pour la série en cosinus :

s;(t) =Cy + z C, cos(n2mFyt+ @)

n=1

C0=a0=6

C,= |a;2+ b® =4(=2)2+ (3)2 =3.6056
_b1 _3
@1 = arctan (a_) = arc tan (—2) = —2.1588rd = —123.6901
R _
On peut donc écrire :

s1(t) = 6 — 2 cos(2mFyt) + 3 sin(2mF,t)
s1(t) =Cy+ C; cos(2mFyt+ ¢q)

s;(t) = 6 +3.6056 cos(2mF,t+ 0.9828)

o

4 C,
Co
3.6
......... c,
ol .. - . >
1 2 % f(kHz)
Spectre unilatéral d’amplitude
R
8 .. .. . >
1 2 3 f(kHz)
-2.1588| Y1

Spectre unilatéral de phase
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“|S(nF0)|
1S(0)|
=0——% 6 —4 1D

I
N4
I
—
P
-
N®
op

F(kHz)

—2.1588

Spectre bilatéral de phase

T
s2(t) = 4 + 1.8 cos (2mFot + §) + 0.8 sin(6mF,t)

Pour s,(t) , on a en se référant au développement en série de Fourier :

Ona: ay = 4: composante continue.

des harmoniques a Fy = 1 kHz et 3 Fy = 3 kHz, avec a, et b; a calculer, az; = 0 et b3 = 0.8.
Pour la représentation des spectres unilatéraux et bilatéraux, il faut calculer la série de Fourier

en cosinus ainsi que la série de Fourier complexe. On a pour la série en cosinus :

CO:a0:4
C1 =18= /alz + b12
T . (—bl)
P = 3 = arc tan a

Cs= [as?+ by® =02+ 0.82 =0.8
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_ ) (—b3>_ ) (—0.8)_ T
(3 = arctan @ = arc tan 0 )=

On peut donc écrire :

s,(t) = Cy + z C, cosm2mFyt+ @)

n=1

S,(t) =Co+ Cy cos(2mFyt+ @) +C5 cos(2m3F,t+ @3)

52(t) = 4 + 1.8 cos (Z”Fot + g) + 0.8 cos ( 2m3F t— %)

Dans le cas général, il aurait fallu calculer a; et b; selon les relations :

2
a, = —f x(t) cos(nQt) dt n=0
T Jery

2
b, = —f x(t) sin(nQt) dt n>1
T
(1)
Pour s;(t) :
s;(t) =Cy+Cy cos(2mFyt+ ;)
Sl(t) =Cy + & (e+j(21TFo t+ 1) + e J@mFyt+ <P1))
2
C; . . . .
s,(t) =Cy + - (e+121TFo tetib1 4 gJ2TFo tg=ion)
¢y +j +j2mFyt G _; —j2mFyt
sl(t)=C0+?eﬂP1el 0 +7€ o1 -l 0
+00
s1(t) = Z S(n Fo) eU2mn o) = §(0) + S(Fp)eVU 2™ fot) 4 §(—Fp) et~/ 2™ Fo )
n=-—oo
5(0) = Gy
C .
S(F)) =S, = ?1 et
C; .
S(—FO) = S—l = ? e JP1
C1
|S(Fo)| = |S(—Fo)| = ?
Pour s,(t) :

Sp(t) =Co+Cy cos(2mFyt+ 1) +C5 cos(2m3Ft+ ¢3)
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Sz(t) =Cy+ &(eﬂ'(ZRFo t+ @1) + e JQmFt+ <p1))
2
Cs . ,
+ —(e+](21T3F0 t+@3) 4 p—j(2T3F t+ <p3))
2
Cy . , » »
s,(t) = C, +?(e+]21tFot etiP1 4 g=i2MRt j(pl)

C . . . .
+73(e+12113F0t eti®s 4 g-J2m3Fpt e—]<p3)

Ci .. . C: _. . Cs .. .
Sz(t) — CO +?e+]¢1e+12“1’0t + — e—](pl e—]ZT[FOt +_e+]<p3 e+}21‘[3Fot

C . .
+ 23 gmios gj2m3Rt
2

+ 00
0= ) S(nFy) U2 o0

n=-—co
s,(t) = S(0) + S(Fy)eU2™ o) 4 S(—Fy) e/ 2™ Fol) 4 §(3F,)elU27 3 D)
+ S(—3Fy) el-/2m 3R D
5(0) = C,

C ..
S(Fy) = - eI
¢
S(-Fp) = Zeres
Cs .,
S(3F,) = ?39“4’3

Cs .
S(-3F,) = 73e-14’3

A C,
4
1.8 c
V.O §_ Vi l’C3
o PR .
T2 f(kHz)

Spectre unilatéral d’amplitude
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aPn
L P1
3
8 ¥ >
2 2 f (kHz)
z P3
e .
Spectre unilatéral de phase
4 Cn
4
10.9
1 0.4
_J — 5 - o & >
© 7 : f (kHz)
Spectre bilatéral d’amplitude
A Pn
T
e I
3 ........
4 —4 . ;
N L i r f (kHz)
T
- E _______________________
Spectre bilatéral de phase
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Exercicen®5:

4 sgn(t)
+1
0 t
—1
+o00 0 + 00
E= f|s1(t)|2 dt = f|s1(t)|2 dt+f 151D dt
— 0 —00 0
0 +o00

B [1map acs [ ae=c]0 4 o7 = 4ot = 4e
0

T T
z [ o z ]
1 1| I
P = lim = flx(t)lz dt = lim — | flx(t)lz dt+f|x(t)|2 dt|
T T ooT[ J
=T =T
2 2
T
z 0 T
1 1 _
P = lim = J|—1|2 dt+f|1|2 dt|=1lim = [t|-T+ t[3]|=1
T—>ooT T—>ooT e
=T 2 0
2

La table des transformées de Fourier :
TF
sgn(t) — it
Par calcul, sachant que :

d"x(t) T1F .
2 Gz X ()

On peut écrire autrement le signal sy (t) :

s;(t) =2u(t) —1
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dsq(t)

dt

ds,(t)

=260

TF
26(t)—2

TF

= 81(f) =

j2mfX(f)

TF
=26() ———j2nf $i(f) =2

1
jmf

2 u(t)
1

v

v

Dl 4

Labo LTT
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geme Véthode :

sgn(t) = u(t) —u(-t)

4 u(@®
1

0 Tt

u(—t

) (—t)

1

- >
A sgn(t)
1

0 t

-1

sgn(t) = u(t) —u(—t)

sgn(t) ——— TF[u(t)] = TF[u(—b)]

) = 50 + 5 —

1 1
TF[u(-t)] = 3 5(—f) +m

15
-3 =f) -

sgn(t) — s = 5() +

j2mf j2m(=f)

TF 1

jnf

sgn(t)

Labo LTT M. BOUSAHLA : mibousahla@gmail.com
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X(f) = f 00x(t) el-iznft) ge

s2(t) = u(t)
Le signal u(t) est défini comme suit :

1 sit=0

u(t) = {

0 ailleurs

+00 0 +00
E = f|s2<t>|2 dt = f|s2<t)|2 dt+f 15,12 dt
— 00 —00 0

+ 00
E:f dt:t|+00=+oo
0
0

r r
2 2
P = Jim - > dt = lim = [1 dt = lim = byl
= lim = f"‘(”' PemE ) TesinTt| 273
=T 0

N

I1 est évident que cette fonction n’est pas absolument intégrable. Sa transformée de Fourier

ne peut étre obtenue d’'une maniere usuelle. Elle peut étre approchée par la nouvelle fonction :

1 1
u(t) = > + > sgn(t)

1
U(H) =5 6D + 5

Exercicen®° 6 :

(t - Z) A si |t A < A

Si - = —

s,(t) = A Rect Tz - 2l =2
0 ailleurs
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n

2
T

+ 00 0 T +oo
E = f |s;(®)|? dt = flsl(t)l2 dt+f|sl(t)|2 dt+f [s;(®)]? dtzf A? dt
—00 —00 0 T

0
E = A%t|T = AT

+0oo T
Sl(f) = TF(Sl(t)) = f Sl(t) e(_j27Tf t) dt = J A e(—jZTL’ft) dt
— 0

S (f)=——0 eCiznfo|”
1 —j27tfe |0
el=j2nf0) _ o(=j2rfT) i i T e/ ang_e—jznfg
S;()=A - =Ae /%3 :
jemf j2mf
. T 1 Qi . T .
S, () _ pel-izmry) 2jsin(m f T) _peliznry)p sin(m f T)
j2n f nfT

. T .
Sy(0) = 4el72772) Tsine(f T) = AT e ©/ sinc(f T)

1S: (D] = AT |sinc(f T)|

n

. [S;(D]

AT

v

Labo LTT M. BOUSAHLA : mibousahla@gmail.com
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Le spectre d’amplitude d'un signal réel est pair.

. L T
s,(t) = ATri =<Al" T, St |t|—?
(/) /5
2 .
0 ailleurs
si |t|<s—=— = s,(t)=A4 1—T—
2
T, t
=>s5i —— <t<— = t)=A|1-|=—
si S St< S, (t) To/
2
0 <t <0 ) PRSI ) P
= si _t_?:> S, (t) = T T [—T—ot]
>si t=0= s,(t)=A
D © A[l 2T,] A
= = — = —_———| = —
SttEg T % T, 41~ 2
. To 2 Ty
= si t=3:> sz(t)zA[l—T—()? =0
T, t 2
=25 —— <t<0=> s5,(t)=A|14+— =A[1+—t]
2 TO/ TO
2
T © A[l 2Ty A
= == = —_ | ==
St g = % T, 41 2
. To 2 Ty
= si t=—?:> SZ(t):A[l_T_()? =0
Tri ‘
AlTL T_
0
/2
A
I K
2 2

Labo LTT
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_To

+00 0
E = f|52(t)|2 dt = f |s,(0)|? dt + flsz(t)lz

2
Ty

0
E= 1|sz(t)|2 dt+0f|

2

Ty

dt+f|52(t)|2 dt+f |s,()|? dt
0

To
2

s; ()% dt

s,(t) : signal réel

Ty
0

To

To

2 2 2

0

E= I(sz(t))2 dt+0f(sz(1:))2 dt = f(A [1+T£0t]> dt+f <A [1—%1:]) dt

0
= f [1+—t dt + A?

0
2
— A2 2\, 2
E=A 1+ t+ t dt+A
To

To 1 0
E=A2|2- 2 2 ] + A2
2 327

1
s

To
2

(-2 «

o

To

(4 @) i) a

T, 1T, T,
2t3272
1T

O] A2 T,

S,(f) = TF(s, (1)) = f +oos2(t) eCI2mI0 gt

To
° 2 - 3 2 |
S;(f)=| . A|l+—t| eI2T O dr + Al1=Z¢| eCiznro ge
‘% To 0 To
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T,
(-j2mfo)° 2 (0 (jznfo]2
S =Al | +A | teizmroar palt
2 —j2nfln T To)h —j2nf |,
2
To
+_
_AE Zte(—jZ”ft)dt
To Jy
JnrnfT) _ 0 —e-imfTy)
e 1 2 . l1-e
S;(f)=A ———F—+A— | te2m/0qdr + 4
2(/) janf A janf
Ty
+_
_AE_I- Zte(—jZHft)dt
Ty J,
eUmfTo) o=jmfTo) 2 0 j2nfo
S =A - +A — t el /eI dt
(/) [jan j2nf l To)t"
To
+_
_AE Zte(—jZHft)dt
To Jy
Faisons une intégration par partie : pour le premier intégral
fudvzuv—fvdu
Posons :
u=t et dv=e 27 gt
1 .
—>du=dt etv=——-—e/27/0
—j2nf
]0 EeCiznf0 g = 1 [peCiznsol° _|_f0 U eiznro g
5" IS 3" I j2nr’
—j2nf 2 j2nf j2nf -7

2 —j2nf (2mf)2

Faisons une intégration par partie : pour le deuxiéme intégral

Judvzuv—fvdu

Labo LTT M. BOUSAHLA : mibousahla@gmail.com
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Posons :
u=t et dv=eCi2nft gt
1 .
Sdu=dt etv=———eJ27/0
—j2nf
TO TO
f7 ¢ e-i2nrD gy z;[te(—jant)]%+f7 e(-i2Tf ) g
0 —j2nf 0 jenf
T
1 Do sy 1 L_[eiznro]?
—j2nf 2 j2nf j2nf 0
o1 iy L (1o eCinrm)
2 —j2nf (J2mf)?
e(f mfTo) e(—j mfTo)
S,(f) = A -
) [1’2ﬂf j27rfl
walfo_ 1 a1 (1_e(jﬂfTo))]
o2 S2nr G 27 )2
R L P SN S (1_3(—jﬂfTo))]
Tol2 —j2nf (j2mf)?
(GmfTo) (-jmfTo) (rf To)
e e e 2 1 .
S =A — —A T A—— (1—eUrfT0)
(/) [jan janl j7nr ATGzapr )
(=jmfTy)
e 2 1 .
T Ny [ — 1 —eJmfTo)
j2nf T, Gzap? 17¢ )
2 1 . 2 1 .

S = A ——"—_ (1—eUnfTo)y_ g ——— 1—e(-JfTo)
D= A Gzapy ) Aoy (e )
Sz(f)=—A£— [1_e(j7tho)_|_ 1_9(—]'7TfTo)]

To (j2mf)?
2 . .
S =4 - —— 2 (el mf To) (=jmfTo)
Z(f) To (]27Tf)2 [ (e t+e )]
2
SZ(f):_AT_OW [2—2 cos(m f Tp)]
1 1
SZ(f):AT_OW [1—cos(m f Ty)]
Labo LTT
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S,(f) = A T% (n;)z sin? (nf %)
Ty
S,(f) = ATEO Sm(n(:)f 2)
. To\\ 2
S,(f) = ATE 21 i sm(n£070)
") \ "3
. To\\ 2
e as (220D
mf 70

S,(f)=A4 % sinc? (f%)

Remarque :

I1 y a deux définitions de la fonction sinc(x)

) sin(m x)
sinc(x) =
X
. sin(m x)
sinc(mx) =
X

Signal réel pair :

+00

S.(f) = 2] x(t) cos(2m ft) dt
0

Si(f) = 0 car x(t) sin( 2  f t) est impaire.

400

3 2
Sr(f)zz.fo x(t) cos(2mft) dt=2j; A[l—T—Ot] cos(2mft)dt

[ TO TO
2 2 (2
S.(f) =2A j cos(2mft) dt_T_J tcos(2mft)dt
0 0Jo
3 Ty T
S.(f) =24 sin( 2w ft)|2 2 7t (2 0 dt
-(f) = 2nf T, cos(2mf
in(nfTy) 2 (2
SIN\ @ 0 2
S =2A|l———————-=—| t 2 t) dt
»(f) 2 f 7). cos(2mft)
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Faisons une intégration par partie :
fudv=uv—fvdu
Posons :
u=t et dv=cos(2mft)dt
B _ sin( 2w f t)
s du=dt etv = Tf
? n(2nfO|?  (Fsin(2nf o)
2 sin( 2w 2 sin( 2w
fOtCOS(Zﬂ'ft)dt:[t'z—n_fo—J(; 2—7'[fdt
_ Ty sin(mfTy) cos(2m f't) %
T2 2mf +271'f[ 2mf L
_ Ty sin(mfTy)
=3 2nf + 2 ) (cos(m fTy) — 1)
[ . To
S, (f) =24 %—%fztcos(hrft) dt‘
0
si To) 2 [T, si T, 1
S.(f) = 24 % - 7o sm(zﬂnff 0) + DL (cos(m f Ty) — 1)”
si T i T 2
5.(f) = 24 sm(27;]; 0) Sln(znnff 0) TNCETIE (cos(m f Ty) — 1)]
4A 1 4A 1
$:(N =~ Gy @O f ) = 1) =5y (1= cos(u £ Ty)
44 1 To 44 1 : To
S-(f) = T @r e ( — cos (2 Tf )) = T @r ) 2 sin? (nf7)
To\* 2 a2 (£ 10
VA To\ 24 [Ty\*> sin°\7f—-
=2 (o) -2y )
(v 3) (nr2)
2
_ AT, sin(nf%)
2 ﬂf%
sin?(x) = 1- cozs( 2x))
5.F) = 252 sine? (1 =)
Labo LTT M. BOUSAHLA : mibousahla@gmail.com
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le spectre calculé est réel et pair, car s,(t) est réel et pair

On peut aussi calculer la transformée de Fourier de la fonction triangle

tri(t) = rect(t) * rect(t) LI Rect(f) X Rect(f)

s3(t) = Ae Mt quec 1 € R

453(0)

Impulsion exponentielle double

+00 0 +00
E= j|s3<t)|2 dt = j|s3<t)|2 dt+f 15 (O)1? dt
—00 —00 0

S,(t) : signal réel

0 +oo 0 +o0
E= [(s3(0)" dt+ | (s3(0)" de= [(Ae?t) de+ | (Ae?t) dt
Jowonaes oot et e

0 + 00
E =A? jezu dt+f e 2*t dt
— o0 0
eth 0 e—th +oo 1 0—1 AZ
E = A? — =A|—=———| =—
24| 2a 2 22 177

Signal a temps continu et énergie finie.

+oo
SS(f) = TF(Sg(t)) = f AeAltl p=j2mf t) dt

0 +o00
S3(f) =f Ae Mt o(=izmft) gy +f Aertl o(=j2mfo) gy

—© 0

+ o0

0
Sg(f):Af elt e(—jZTL’ft) dt +Af e—lt e(—jZn’ft) dt
—o 0
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0
=" e a
—00 0

0

e(l—jZHf)t
Sg(f):A—(/l—jZEf) »
S =A ! A ! =
D=2 G Y Grjzn) -
Ss(f)zA

e—(/1+j2nf)t

_A(/1+j27rf)

400

+ oo

0
A+j2nf)+@—j2nf)
A=j2rnf)A+j2nf)

A+j2rnf+A—j2nf 22

A+j2rnf)A—j2nf)

A= (2mf)?

Ss(f) =A

A2+ 2mnf)?

S3(f) = TF(s;3(t)) est réelle et paire, S3(—f) = S5(f) car s3(t) est réel et pair

La fonction e !l est connue sous le nom de loi de laplace 2 dans le domaine des probabilités.

TF(e™Ith

0

Transformée de Fourier de e~ !l

Labo LTT 61
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TD N° 3 : Transformée de Laplace

Exercicen®1:

Donner la transformée de Laplace des signaux suivants :

_ To\ _ _To
1. s,(t) —Zu(t+7) 2u(t .
2. s,(t) =2te 3t u(t)

3. s3(t) = t5 + 52O y(t — 6)

Exercice n® 2 :

En utilisant la définition de la transformation de Laplace, déterminer la transformée de

Laplace des signaux x4 (t) et x,(t) définis par :

0 sit<0 0 sit<0

x1(t) = x,(t) =
sin(2rft) sit>0 3e 2%t cos(5t) sit=>0

Exercice n® 3:

Trouver la transformée de Laplace inverse des signaux suivants :

e—ZP

L Xi(P)=—5

2. Xz(P)=PZ+§—P+2

3. X3(P) = 220

4, X4(P)=P3+T1+5P+2
5. XS(P)=2PZ3+;3_1
6. XAPF%
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Exercicen® 4 :

En utilisant la transformée de Laplace, déterminer la réponse y(t) du systeme linéaire régi par
I’équation différentielle donnée par 1’équation (1), pour un signal d’entrée x(t) = u(t) :
d’y(t) | dy(t)

12 + 4 T + 3y(t) = x(t) (D

On considere que les conditions initiales sont nulles.
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Solution du TD N° 3

Exercice n°l:
Ty Ty
1°:5,(t) = 2u(t+—)—2u(t——)
2 2
On utilise la propriété de la TL :

B TL _ty P
y(t—t)) ———e 7 Y(P)

et:

TL 1
u(t)—>U(P)=F

T TL T, Ty . 1
2u<t—?0)—>26_70PU(P)=2e_70P;

T, TL T T, - 1
2u<t+70) ZeTOPU(P)=2e7OPF

On utilise la propriété de linéarité de la TL :
T, T, TL T, T,
s1(t) = 2u(t+—) —2u<t—?)—>Sl(P) = 2TL[u<t+?>] —2TL[u(t—?)]

2
T 1 1/ T Ty
P Lp -2p
—=2_(ez2FP - 72
P P(e ¢ )

N|S

To 1
S,(P)=2ez" S-2e

2°: s,(t) =2te 3t u(t)
a. En utilisant la table de la TL :
table 5 1
(P + 3)?
b. On utilise les propriétésde la TL :
s,(t) =2te 3t u(t) =e 3t tu(t) = e 3 y(t)

y(t) = t u(t) : signal rampe i

s,(t) =2te 3t u(e)

P2
TL
et y(t) ——Y(P —a)
Ona:a=-3
3t TL 1
sy(t) =2e >t tu(t) 2 P+ 3)?

Ou:
s,(t) =2e 3 tu(e)
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TL
ty(t) —— —Y'(P)
donc :

tu(t) LN U'(P) avec U(P) = %

TL , 1
tu(t)—>—U(P)=ﬁ

TL 5 1
(P + 3)?
c¢. En utilisant la définition de la TL :

2e 3t tu(t)

+ oo
s,(t) e Pt dt

.= |

0

S,(P) = f

0

+00 + oo

s,(t) e~ Ptdt = f

0

En intégrant par partie :

+00
j t e~ (P3t gt
0

judv=uv—fvdu

Posons :

u=t et dv=e Pt gt

e~ (P+3)t
—du=dt et v= m
+o0 e—(P+3)t
- S5(P) = ZJO te- Pt gt =2 [t T
-(P+3)t |t 1
S,(P) =20+ —P 132 i ] = 2—(P+3)2

1
3°: s5(t) = ZtS + 57279 y(t — 6)
On utilise les propriétés de la TL :

TL 1
u(t) — U(P) = P

et y(t) —— Y(P —a)

2te 3tu(t) e Ptdt =2 J

+00

0

+oo +0 o —(P+3)t
i
0 o P+3)
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n_l . . 3 TL
=Dl u(t) avec nentier positif — %
Alors :
s _Lig_ 1 te w1 120 L 30
47 4 " (6—1)! 4 ps ~ pS
Posons :
y(t) = 5720 y(t — 6) et x(t) =5e 2t u(t) alors:
y(@) = x(t - 6)

Y(t) ——— Y (P) = e~°F X(P)
TL 1
Donc :
1

y(t) = Se—Z(t—6) U(t — 6) L) Y(P) — 6_6P X(P) =5 e_6p 55

1 TL 30 1
— _ 5 -2(t-6) _ - —6P
s3(t) 2 t> + 5e u(t—6)————+5e i3

Exercicen® 2:
1.

0 sit<O0

x,(t) = {

sin(2rft) sit=0

En utilisant la définition de la TL :

+ o0

X, (P) = f x,(t) e Pt dt
0
+ o0 + o0
X,(P) = j x,(t) e FPtdt = f sin(wt) e Pt dt
0 0
sin(wt) = -
2j
+ooe(jwt) _ e(—jwt) 1 [+ ' '
X1(P) = f . e Ptdt = —,f e~ (Prjo)t _ o=(PHjwlt gt
0 2J 2j ),
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400
0 ]
Si la partie réelle de P est positive (existence d’'un seuil de convergence) alors :

X(P)—l— -1 4 1 ]_l[ 1 B 1
W72 l-P—jw) =P +jw)] T 2jl(P—jw) (P+jw)

1P+jo—P+jw

e=(P=jo)t |T°  —(P+jw)t

T Iy

2j

. —(PHjo

P = e e +jw
1 2jw . w
X, (P) = Z (P2 — (jw)z)] T P2 + w?

En utilisant latable de la TL :

(t) = sin(wt) ¢ —9 table de la TL w
x(t) = sin(wt).u(t) avec w =2 nf PT 1 o2
2.
0 sit<0
x,(t) = {
3e %tcos(5t) sit=>0
En utilisant la définition de la TL :
+00
X,(P) = j x,(t) e~ Pt dt
0
+ 00 + oo
X,(P) = J x,(t) e Pt dt = J 3 e %t cos(5t) e Pt dt
0 0
(jst) (=j50) (Jjst) (=J50)
e +e e +e 1 . )
5t) = -2t N —-(2-5))t —(2+5j)t
cos(5t) > - e > 5 (e +e )

+ o0

3 . .
Xa(P) =5 f (e-@5Dt 4 o=@+SiE) o=Pt gy
0

+ o0

3 too )
X,(P) = 3 U e~(P+2-5)t gt +f
0

e—(P+2+5j)t dtl
0

—(P+2-5))t |T® o~ (P+2+5))t +°°]
0

T P rz+3)

3

%) =5| =

—(P+2-5))

0

PR 1 1
2( )_E[(P+2—5j)+(P+2+5j)]
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3[P+2+5/+P+2—5]

%(P) =3 (P+2-5)(P+2+5))
P+2
X,(P) =3[(P+2)2+52]

En utilisant latable de la TL :

3 e %t cos(5t) u(t)

table de la TL P+2 ]
(P +2)? + 52

Exercice n® 3:

Détermination de la transformée de Laplace inverse :
- 2P

e
1°) X(P) =
) X(P) P+1
e—ZP 1 ( )
X(P) = — p— 2P — p—(t-2 -2
P)=pg=¢ T pyg >xD=e u(t —2)
2y X(P)= —— —
) X(P) P2+ 3P +2
X(P) =
(P) (P+1)(P +2)
X(P) = 4 + B
" P+1 P+2
AP+2)+B(P+1) P(A+B)+2A+B
X(P) = ( ) ( ) P( )

P+DP+2  P+1D(P+2)
> A+B=0¢et2A+B=2
> A=—-B et2A+B=24A—-A=2->A=2etB =-2

2 2
P =i Pz
2 2 Table desTL L ot
X(P)_P+1_P+2 x(t)=2e tu(t)—2e =" u(t)
Ou:
2 2 TL™? ¢ ot
X(P)=P+1_P+2 x(t) =2e tu(t) —2e“tu(t)
. 3P +7
3V XP) = pr—3p =3
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3P +7 41
X(P) = = — t) = [4 3t _ -t t
P = 2p—3=p-3 pyp1 W=l —eul®

1
+) X(P)_P3+4P2+5P+2
P = —1 est une racine évidente donc :
P3 4+ 4P? + 5P + 2
P34+4P2+5P+2=(P+1)Q(P) = Q(P) = =P2+3P+2
(P+1)
1 1
P+1)(P?>+3P+2) (P+1D)(P+1)(P+2)
1
X(P) =

(P+1)2(P+2)
On a 2 poles : un podle simple (P = —2) et un p6le double (P = —1).

A ; Pt ; 1 Pt -2t
il Res(X(P), —2) = Pll)r{l3(P + 2) X(P) e - = Pll}?z m e "~=e€

P = —1 estun pole d'ordre 2 :

2-1

1 d
RES(X(P), —1) = lim sy (X(P) (P + 1)2 ePt)

7 1 d
Rés(X(P), —1) = 1,1291@((1: +DZ(P +2)

) o d eft - tePt(P+2) —eft
Rés(X(P),—1) = lim — =
p P--1

(P +1)? ept)

AP\ (P + 2) (P +2)2
Rés(X(P),—1) =te t—et

x(t) = Z résidus = e~2tu(t) + (te~t — e=u(t) = (e~2t + tet — et u(t)

. p2_3
5 X(P) =S p 1

La division en puissance décroissante donne :

X(P)—ll P+5
2 2P2+P—1
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Or:
1
2P2+P—1=2(P+1)<P—§>
Dot :
4 11
P+5 1] A B -3 3
2P2+P—-1 2|P+1 1[ P+1 1
P—5 P—5
2 2
On obtient :
X(P)_1+2 1 11 1
2 3P+1 12, _1
2
© =350+ [set ~ e u®
X —2 38 126 u
3P +7 4 1
X(P) = = —_ =14 3t _p—t
P)=pr3p—3"p=3 p+1 O=l4e" - u®
e—ZP ( )
X(P) = = g~ (t-2 —2
P)=p—g >x®)=e u(t —2)
3P +1 2 —2P+1 2 2P 1
X(P) = = + = — +
(P-1)(P2+1) P—-1' P2+1 P—-1 P2+1 P2+1
- x(t) = 2et — 2 cos(t) + sin(t)
6°) X(P) = 3P +1
) P3-P2+PpP-1

P = 1 est une racine évidente donc :

PP—-pP24+p—-1

PP—P24+P—-1=((P-1)Q(/P) = Q(P) = =P%+1
(P—-1)
3P +1 2 -2P+1 2 2P 1
X(P) = = + = - +
(P-1)(P2+1) P—-1 P?’+1 P-1 P?2+1 P?2+41

- x(t) = 2et — 2 cos(t) + sin(t)
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Exercicen® 4 :

d? d
d};gt) + 4 };Et) + 3 y(t) = x(t)

1°)
dx(t)
dt

d?x(t) 1L )
TR P2 X(P) — P x(0) —x'(0)

Les conditions initiales sont nulles :

x(0)=0, x'(0)=0

dx(t) TL
- ——PX(P)

d?x(t)
dt?

TL
—> P X(P) — x(0)

TL
— 5 P2 X(P)

a2 d
= O {i(tt) +3y(t) = x()

—5P2Y(P) + 4P Y(P)+3Y(P) = X(P)

(P2+4P +3)Y(P)=X(P) > Y(P) = _X®
P24+ 4P +3
TL 1
x(t) =u(t) — X(P) = P
v(P) 1 1 1
- =— =
P P2+4P +3 P(P+3)(P+1)
On a 3 poles simples: P =0,P = —-3etP = -1
— Rés(X(P),0) = lim(P) X(P) et = lim ! ePt = 1
’ P—0 P-0 (P+3)(P+1) 3
— Rés(X(P),—3) = lim (P + 3) X(P) eP* = lim 1 eft = le_“
’ P--3 P>-3 P(P+1) 6
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- Rés(X(P),-1) = 11m (P + 1) X(P) ef* = 11m _t eft = __13-t
1 P(P +3) 2
1 1 1
—y@® =z u®+ze u®) e u(®)
2°)
X(©) = e u(t) — X(P) = 5o
B T P+3
1 1 1
- Y(P) = =
P+3 P24+3P +2 (P+3)(P+2)(P+1)
On a 3 poles simples: P = =3 ,P = —2et P = -1
1 1
Rés(X(P = lim (P) X(P) e”* = li Pt — — g3t
- Rés(X(P),—3) 1m() (P)e im (P+2)(P+1)e ke
— Rés(X(P),—2) = 11m (P +2) X(P) et = hm ! ePt = —e=2t
Le+r3er+D©
> Rés(X(P),~1) = Jim (P + 1) X(P) " = Jim ! QP — Lot
1 (P+3)(P+2) 2

1 1
- y(t) = 5 e 3t —e 2t y(t) + Ee‘t u(t)
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TD N°4 : Convolution et corrélation

Exercicen®1:

On considére les deux signaux e(t) et h(t) définis par :
t—3
e(t) = h(t) = rect (T)
1. Représenter graphiquement les deux signaux e(t) et h(t)

2. Calculer s(t) = e(t) = h(t)
3. Représenter s(t).

Exercicen® 2:

Déterminer et tracer le signal de sortie y(t) du systeme S, de réponse impulsionnelle  h(t) =

Rect [@], lorsqu’on I’excite par un signal x(t) défini par :

4
(t—5)
2

x(t) =2 Rectl

Exercice n° 3:
Soit le signal x(t) défini par :
x(t) = x,(t) X x,(t) avec
(t— to)l A
’ T

T
xl(t)=Rectl T x,(t) ==t et t0=z

1. Représenter graphiquement le signal x(t).
2. Déterminer la fonction d’autocorrélation C,., (7).

3. Déduire 1’énergie du signal.
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Solution du TD N° 4

Exercice n°1 :

s(t) =e(t) xh(t) = f+ooe(‘r) h(t —1) dt

1° étape :

4 e(t) 4 €0
11— 1
R ? 0 3 6 T
4 h(®) 2 h(@
11— 11—
0 3 6 % 0 3 6 i—

2° étape :

y h@ -

(2R 4

3° étape : h(t — 1)

1" cas:t <0

An(t — 1)

R 4

t—e t—=3 ¢t |0

T4
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h(t—1) e(1)

= s(t) = 0 (il n’y a aucune intersection entre les deux).

2¢Mme cas: 0 <t<6

B\ 4

h(t — 1) e(t)
t—e 19 ¢ 6 T
t
:>s(t)=f1dr=t
0
3Me casit>6 et t—6<6 = t<12
=6<t<12
y N
e(t)
h(t—1)
U 6 ¢ %
t—6
6
=>s(t)=f ldr =12—-t
t—6
4°me cas: t—6>6 =1t > 12
y N
e(1) h(t —1)
0 6 T
t—6

75
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=s(t)=0
0 Si t<0
si 0<t<6
S(0) = e() = h(t){
llz—t si 65t<12
0

si t>12

4s(t)

t(t—3) t(t—S) 4t_(t—6)
* —_— =
rec c rec c i c

Exercice n°2 :

(t—-2)
4

(t-5)
2

x(t) =2 Rectl l et h(t) = Rect[

D’une manicere générale pour une impulsion rectangulaire d’amplitude A, de durée T centré

ent=rt:

(t—1) A si |t—t|<z(:>r—z<1:<r+Z
S(t) = ARect —|= 2 2 2
0 ailleurs

2
t—5 2 | |[t—5| <=-©=4<t<6
x(t) = 2 Rect l( )l = st | | 2

0 ailleurs

4
(t—z)l_ 1 si|t—2] <§ S0<t<4

h(t) = Rect[ 2

0 ailleurs
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4 x(t)
2
0 4 5 6 >t
NIO)
1
0 4 5 6 >t
400
y(t) = f x(t) h(t —1) dt
4 x(7)
2
0 45 6 >
4 h(z)
1
0 4 5 6 >
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4 h(=1)

3° étape : calcul de : x(7) h(t — 1)

x(7)

h(t —1)

1° cas : t < 4 pas de chevauchement entre les signaux x(7) et h(t — 7).

y(t) = j+oox(r) h(t—1) dt =0

2° cas : 4 <t < 61l y a chevauchement entre les signaux x(t) et h(t — 7).

x(7)

h(t — 1)
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t

y(t)=f+oox(r)h(t—r) dr =fx(r)h(t—r) dr =f 21dr =21|,=2t—8
—00 4

4

3°cas:t>6 et t —4 <4 ou 6 <t <8ilyachevauchement entre x(t) et h(t — 7).

x(7)

h(t — 1)

(R 4

U t—4 4 6 ¢

+00 6 6
y(t)=]_ x(t) h(t — 1) dt =Lx(r)h(t—r) dr =L2 1dr =21185=4

4°cas:t =28 et t—4 < 60ou 8<t<10ilyachevauchement entre x(t) et h(t— 7).

+o0 6 6
y(t) =f x(7) h(t — 1) dt =f x(t) h(t — 1) dt =f 2 1dr =218,
— t—4

t—4
=—-2t+20

x(7)

h(t — 1)

0 4 _, 6 t T
4°cas:t—4>6 et ou t>10ily apas de chevauchement entre x(t) et h(t — 7).

y(t) = f+oox(‘r) h(t—1) dt =0
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x(1)

h(t —1)

Finalement :

( 0si t<4

2t—8 sid< t<6
+00

y(t)=j x(t) h(t — 1) dt =1 4s5i6<t<8

—2t—-20si 8< t<10

\ 0sit=10

1Ty®

[ 4

Exercice n® 3:

1. Représentation du signal x(t)

30 mibousahla@gmail.com



Université Abou Bekr Belkaid - Tlemcen L2 TTL (TS 422) 2021/2022

4x:(t)
1
0 r : :
Ax(6)
:
2. Calcul de la fonction d’autocorrélation C,, (T) :
Cyx(T) = f+oox(t) x*(t—1) dt = f+oox(t) x(t—1) dt
o4 A
Cox(T) = ] Tt[u(t) —u(t—T)] T t—tult—17)—ult—t—-T)] dt
2 p+oo
Cux(T) = 72 tlu(t) —ut—-T)] t—Dult—1)—ult—t—-T)] dt
x(t—1) x(6)
T T+71 0 T :t
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1¢me cas :
T+1<0=1<-T=Cw(t)=0
2¢me cas :
T<0etT+71>0=-T< t1<0=ilyaintersection
y 3
x(t)
T N T+ T t
2 rTH+T A2 T+t
Cxx(T)=ﬁ t(t—1) dt =7z (t? —t1) dt
0 0
Az t3 tz T+t
G =77 |37 TL
A2 [(T+1)3® (T+1)?
Cox () = ﬁ 3 - > T
A2 [(T3+3+tT?+ T2 +212+2T1) (T?+ t%+2T7)
Cox(T) = ﬁ 3 - > T
A2 [(T3+3+tT?+ T2 +2T1%+42T?%1) (tT?+ 73 +2T7?)
Coex (T) ﬁ 3 - >
A2
Core(7) = o2 [2T3 + 2134+ 21 T?+ 2T 12+ 4T1? + 41T% — 37T? — 373 — 6T1? ]
AZ
Core(7) = or? [-73 + 37 T? + 2T3]
3¢me cas :

T<t<0etT+1t>0= -T < 1<0=ilyaintersection

x(t)
x(t—1)
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2 T

AZ T
— | tt—1) dtz—zf (t? —t1) dt
T T T T

Cxx(T)z

A2 3 2 17 42 (T3 T2 3 o3

Ca (D) = 73 ?‘Efl =72 < )
T

W=7 (F-F57-3-7%

A2 (TP TR\ A
3 2 37 72)7

4éme cas :

T>T = C(1) =0

x(t—t

x(t)

(0 sit<-T
AZ
or? [-t3+31T?+2T3] si —T<1<0
Cxx(T) = 1 A2
oz (3 — 37T? + 2T3) si 0<t<T
\0 si t>T

8. L'énergie du signal a partir de sa fonction d’autocorrélation :

2 2

A2 . A
Ex:Cxx(O):WZT :?T
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