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Symboles et Notations

Signification

La partie entiére.

Le cardinal : nombre d’éléments de 1’ensemble Q.
Ensemble des nombres entiers naturels.
Ensemble des nombres entiers relatifs.

Ensemble des nombres réels.

Ensemble des couples de nombres réels.

La variable statistique

Le mode.

La moyenne d’une série statistique X.
L’écart-type de X.

La variance de X.

La covariance entre les variables X et Y .

Le coefficient de corrélation entre les variables X et Y .

La fonction s’appelle la fonction de répartition du caractere X

La somme de i a n valeur

La probabilité



Seérie statistique a
une seule variable

Module : probabilité et statistique

Ce cours "Série statistique a une seule variable" vise & définir une série statistique a une seule
variable, Distinguer les différents types d'une série statistique a une seule variable, Transférer un
tableau statistique en graphique, calculer les différents paramétres de position et de dispersion, et
assembler toute les informations obtenues pour tirer des conclusions. A la  fin de ce cours,
I'apprenant sera capable de faire une expérience statistique de son choix méme en dehors de sa
spécialité.



Série statistique a une seule variable

Module : probabilité et statistique

Mme Benahchilif .S

Série statistigue a une seule
variable

Module : probabilité et statistique

Introduction

« Etude méthodique des faits sociaux par des procédés numériques (classements, dénombrements,
inventaires chiffrés, recensements) destinée a renseigner les gouvernements » : ceci est la
définition du mot « statistique » dans le dictionnaire Petit Robert.

Dés I'Antiquité (& Sumer, en Mésopotamie, en Egypte...), des gouvernements ont
effectivement utilisé des « séries statistiques » pour étre mieux renseignés sur leurs Etats et les
gérer en conséquence.

Peu apres 1750, on commence a faire des représentations graphiques, la moyenne et la
médiane sont de plus en plus utilisées pour résumer et décrire une série statistique.

Les physiciens, et depuis longtemps les astronomes, doivent tenir compte de séries de mesures
pour un méme phénomeéne, ces variations étant en partie aléatoires. A partir des observations
statistiques, les économistes tentent de faire des prévisions en essayant de maitriser I'incertitude.

Un chapitre des mathématiques va répondre a ces besoins car les mathématiciens ont
commenceé (1650) a créer des outils pour étudier les phénomenes aléatoires: les probabilités.

Dans notre environnement quotidien (météo, sondages...), professionnel (cabinets d'assurance,
de gestion, laboratoires d'analyses médicales, contréles qualité dans l'industrie), universitaire
(physique, chimie, biologie, psychologie, économie, archéologie...), dans tous ces domaines, les
statistiques et les probabilités interviennent.

Il est indispensable au citoyen d'aujourd’hui de comprendre ce que sont les statistiques pour
savoir ce que veulent réellement dire les informations qu'il recoit.

Et il est souhaitable qu'un apprenant connaisse et sache utiliser les notions de base des
statistiques et de calcul des probabilités.
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Dans ce module, il s'agit de statistiques descriptives. On va s‘attacher a résumer des séries
statistiques a une seule variable par des nombres significatifs (de position et de dispersion) pour
permettre l'utilisation et la comparaison de ces séries.

Pour les explications, les exemples et les exercices qui ont été choisis comportent peu de
données. Dans la réalité du travail des statisticiens, il s'agit d'étudier des séries statistiques pour
lesquelles les données sont beaucoup plus nombreuses et les outils informatiques permettent de le
faire.
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TRAITEMENT STATISTIQUE DE
L’INFORMATION

)] COLLECTE DES DONNEES

.1 L’épreuve statistique

C’est une expérience que l’on provoque

+ Exemple 1: On va étudier I'ensemble des employés des employés d’une usine selon leur
salaire (ou leur poids, ou leur niveau d’étude).

1.2 La population statistique (Notée P ou Q)

C’est 'ensemble de départ de notre expérience

+ Exemple 2 : Tous les employés de l'usine

1.3 L’échantillon

C’est une partie de la population (sous ensemble)

+ Exemple 3 : On prend seulement les employés du service gestion.

1.4 L’unité statistique ou I’individu (®)

C’est les éléments de notre population ou échantillon.
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+ Exemple 3 : I'employé

I.5 Caractére statistique
C’est le résultat de notre expérience. , on distingue deux types de caractere :

I.5.1 Le caractere qualitatif : ce caractére ne peut se traduire par des chiffres

+ Exemple 4 : Etat civil de I'employé (Modalité : marié, célibataire, veuf,...)
+ Niveau d'étude de I'employé (Modalité : Bac, Licence, ..)
4 Lieu de naissance (Modalité : Tlemcen, Oran, ...

I1.5.2 Le caractere quantitatif : ce qui se traduit par des chiffres

+ Exemple 5 : le poids, la taille, nombre d’enfants. nombre de piéce

On distingue deux cas dans le caractere quantitatif :

» Le quantitatif discret : Le quantitatif discret: Dont les résultats possibles (modalités) sont
des entiers naturels dénombrables, c.-a-d. sont des valeurs isolés.

+ Exemple 6: nombre de piece d'une maison (Modalité: 1, 2,3...... ), le salaire, nombre
d’enfant (Modalité : 0, 1, 2,3)

> Le quantitatif continue: Dont les résultats possibles (modalités) peuvent prendre toutes les
valeurs comprises entre deux nombres, par suite, les modalités sont données par des
intervalles fermé d'un coté et ouvert de l'autre cdté pour éviter la répétition et/ou la confusion
» entre les données.

> Exemple 7 : surface de la maison (S € [60, 120] m?), Poids, Taille, Durée de vie, .....
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REMARQUE :

v" Un méme individu peut avoir plusieurs caractere (étude de la croissance : poids et
taille)

v Un méme individu (unité statistique) ne peut pas avoir plusieurs modalités
(plusieurs valeurs)

Exercice 1

Déterminer a chaque expérience statistique, la population statistique €3, la variable

statistique et son type.

1) Répartition des étudiants de votre promotion selon la mention obtenue sur le
diplome du bac.

2) Etude du temps de validité des lampes électriques.

3) Etude des notes des étudiants au contrdle continu.

4) Recensement des familles selon leurs nombres d’enfant.

5) Recensement des villes algériennes selon leur température en hiver.

6) Déterminer le poids des marchandises chargées sur un camion.

Solution
N° Population Q Unité La variable Type Modalité
statistique w  statistique
1 Les étudiants  L’étudiant mention qualitatif TB, B, AB
2 Les lampes La lampe temps Quantitatif [0, a]
continu
3 Les étudiants  L’étudiant notes Quantitatif 4,710, .....
discret
4 Les familles La famille Nombre Quantitatif 0,15, ...
d’enfant discret
5 Les villes La ville Température  Quantitatif [0, a]
continu
6 Les La Le poids Quantitatif [0, a]
marchandises marchandise continu
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Exercice 2

a) La variable statistique "couleur de maisons d 'un quartier"” est-elle :

O qualitative O quantitative

O iscréte O continue

b) La variable statistique "revenu brut" est-elle :

O qualitative (O quantitative

O discréte Ocontinue

c) Lavariable statistique "nombre de maisons vendues par ville" est-elle :

O qualitative (O quantitative

O discréte Ocontinue

Solution

a) Qualitatif
b) Quantitatif continu
¢) Quantitatif discret



Série statistique a une seule variable

Module : probabilité et statistique

Mme Benahchilif .S

I| Distribution statistique

11 .1 Effectif ou Fréquence Absolue (n;)

n; représente le nombre d’individus ou d’unité statistique qui ont la méme modalité c;. Le couple (c;,
n;) est dit une série statistique. L’effectif total est notée N oun :

k

n=N = z n;
i=1

Il .2 Fréquence ou Fréquence relative (fi)

La fréquence, notée par 'fi', est le quotient (la division) de l'effectif de la valeur 'ni' par
I'effectif total 'N'. Intuitivement, elle indique la proportion de la présence de la valeur dans la liste.

nl nl
N n

fi =
Ou : N est I’effectif total, et la Y, f; = 1
11.3 Effectifs cumules (nj):

C’est la somme de toute les fréquences absolues jusqu’a la valeur n;.
i
Nic = Z le
j=1
Nic= Ny+No+ns+...... nj

11.4 Les fréquences cumulées (fic)

C’est la somme de toute les fréquences relatives jusqu’a la valeur de fi.

fic = zlf}
=1

fic=f1+f2+"'............+fi=—'=_.
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REMARQUE :

v La distribution statistique est formée par le couple (ci, n) i=1....... k, qui sera par série
statistique.

v’ La variable statistique et redéfinit par le caractére statistique.

Exemple 1

Une étude statistique a été effectuée pour déterminer le climat de la wilaya de Tlemcen
pendant I’année 2016, les résultats sont montrés dans le tableau suivant :

Individus | 1 2 3 4 516 |7 |8 |9 |10|11]12
Modalit¢ |E |E [P |O |P |O|E |P |O|O |P |P
O : Orageux, E : Ensoleillé, P : Pluvieux

1) Déterminer la population, I'unité statistique (individus), la variable statistique (le caractére),
les modalités.

2) Déterminer le tableau statistique.

Solution

1) Population : mois de 1’année
Caractere : Climat
Modalité : c;=Ensoleille, c,= Pluvieux, c;= Orageux

N=n =12 : effectif total.

2) Tableau statistique

Modalité Ci n;j fi Nic fic
Ensoleillé 3 3/12=0,25 3 3/12=0,25
Orageux 4 4/12= 0,33 7 7/12=0,58
Pluvieux 5 5/12=0,41 12 1

Total N=12 1 12 1
Exemple 2

Pour déterminer le type de logement (F2, F3, ....) a construire. On étudie 20 familles selon leur
nombre d’enfant, on note les résultats suivants :

1/3/5/5/3/2141417/0/2/413/7/0/5/412/3/2

1) Déterminer la population, 1’unité statistique (individus), la variable statistique (le caractére),
les modalités.

2) Deéterminer le tableau statistique.
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Solution

1) N=n=20
La population : les familles
L’unité statistique : la famille
La variable statistique : nombre d’enfant
Les modalités : 0, 1, 2, 3,4, 5,7

2) Tableau statistique

Modalité c; n; fi Nic fic
0 2 2/20=0,1 2 0,1
1 1 1/20=0,05 3 0,15
2 4 4/20=0,2 7 0,35
3 4 4/20=0,2 11 0,55
4 4 4/20=0,2 15 0,75
5 3 3/20=0,15 18 0,9
7 2 2/20=0,1 20 1
SOMME 20 1 20 1

11.5 Hypothése fondamentale dans le caractere continu
Dés qu’un caractere est identifier en tant que continu, ces modalités cy= [Lk, Lx+1] sont des intervalles

avec .

Lx=borne inférieure, Ly+1=borne supérieure

Ligr1+L .
Cxp = Xy = % : Son centre, amplitude, pas, ou largeur.

Quel pas ou amplitude choisir ?

Valeur maximale—Valeur minimale,
k

Le pas aq; = ,k €N

Deux formules sont utilisées pour déterminer nombre de classe pour une série statistique

Formule de Sturge Formule de Yule

k =1+ 3,3log,o(N) k = 2,5YN
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De ce fait, on peut avoir plusieurs tableaux statistiques
selon de nombre de classe

Exemple 1

Dans une étude statistique, on vérifie le poids de 10 zébres enfermé dans un zoo apres leur
capture pour voir leur adaptation au nouveau milieu, I’étude nous a donné les valeurs suivantes :

80,5/79/86,6 /72/101,5/115,5/95/120 /122

1) Déterminer, la population, I’individu, la variable statistique, les modalités
2) Déterminer le tableau statistique avec c;, fj, njc, ficavec 3 classes.
3) Dresser un autre tableau statistique en utilisant la formule de Sturge.

Solution

1) N=n20
La population : les zébres du zoo
L’unité statistique : le zébre
Le caractere : le poids
Type de la variable : quantitatif continu
2) Tableau statistique a 3 classes :

Le pas a; = 2272 = 16.6 ~ 17
Ci modalités n; f; Nic fic
[72, 89 4 04 4 0,4
[89, 106[ 2 0,2 6 0,6
[106, 123[ 4 0,4 10 1
Total 10 1 10 1

3) Tableau statistique avec la méthode de Sturge k = 1 + 3,3log(N)
k= nombre de classe, N=10 —) k=4,3

On prend k=5 casses

122-72 _
5

10

Le pasa; =

Cimodalités | n; f; Nic fic

10
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[72,82 3 0,3 3 0,3
[82, 92[ 1 0,1 4 0,4
[92, 102 2 0,2 6 0,6
[102, 112] 1 0,1 7 0,7
[112, 122 3 0,3 10 1
Total 10 1 10 1
REMARQUE :

v/ Un méme caractére statistique (variable), peut avoir plusieurs distributions (tableau)
statistique.

11
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lll Distribution statistique a un
Caractere

I11.1 Représentation graphique des séries statistiques

Le graphique est un support visuel qui permet :

®,

% Lasynthese : visualiser d’un seul coup d’ceil les principales caractéristiques.

% La découverte : met en évidence les tendances.

% Le contrdle : on percoit mieux les anomalies sur un graphique que sur un tableau.

¢ Recherche des régularités : régularité dans le mouvement, répétition du phénomene.

Symétrique :
. Asymétrique
o 3
o) c
g_ [}
£ z
(VI
Modalité Modalité
@ Tendance unimodaJe
Tendance a gauche 2
Q
3 =
c D
g S
S -
=
[F I
Modalité

Modalité
Figure : exemple de représentation graphique
I11.2 Distribution a caractére qualitatif

Pour un caractere qualitatif, les effectifs (ou bien les fréquences) peuvent étre représentés a
l'aide d'un diagramme a tuyaux d’orgues ou d'un diagramme circulaire.

12
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Les diagrammes circulaires consistent a partager un disque en tranches correspondantes aux
modalités observées et dont la surface est proportionnelle a I'effectif (ou la fréquence) de la modalité.

Dans la représentation en diagramme a bandes, les différentes modalités du caractére sont
représentées par des segments sur l'axe des ordonnées. Pour chaque abscisse on porte un rectangle
dont la longueur est proportionnelle au montant correspondant de I'effectif (ou la fréquence).

Reprenant ’exemple 1 du climat de la région de Tlemcen, les deux représentations possibles
de ce caractere qualitatif sont montrées dans la figure :

Figure : Distribution a caractere qualitatif

13
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[11.3 Distribution a caractere quantitatif discret

Dans le cas dune série discrete, la représentation graphique associée aux effectifs (ou
fréguences) est un diagramme en batons. Il se présente dans un repére orthogonal ou figurent sur
I'axe des abscisses les valeurs du caractere étudié (les modalités) et sur l'axe des ordonnées les
effectifs (ou les fréquences).

On prend I’exemple 2 (nombre d’enfants), deux représentations graphiques sont utilisées pour
le caractére discret :

A 4

o 2 DCIE) & 8

Figure : Diagramme des batonnets

14
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- Courbe des fréquences cumulées:
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Figure : Courbe des fréquences cumulées

I11.4 Distribution a caractere quantitatif continu

Pour représenter une série statistiqgue continue, on utilise un histogramme qui est un
graphique composeé de barres rectangulaires dont la largeur est égale a I'amplitude (le pas 'h") de la
classe (c.-a-d. l'intervalle qui représente la modalité) et dont l'aire est proportionnelle a I'effectif
(ou la fréquence) de la classe.

Rappelons qu'on fait toujours I'hypothése que les valeurs observées sont réparties
uniformément. L’intérieur de chaque classe et que les classes sont d'amplitudes (c.-a-d. pas 'h’) égales.
Dans ce cas, il suffit de prendre pour hauteur de chaque rectangle I'effectif (ou la fréquence) de la
classe qu'il représente. On prend 1’exemple précédent (poids des zébres) :

3‘5 .................................................................................................. ‘
ni
2 A R
25 ——
s — ]
15 - — ]
05 - —:]
R B T Frr——— P ci |
SO SRR Y, BRSO ) S 11 ) SIS | | i VY SO | | 0
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Figure : histogramme des fréquences

1,2
fi

7
0,6 ‘//
N

S

62 72 82 92 102 112 122 ¢ 132

Figure : Courbe des fréquences cumulées

I11. 5 Fonction cumulative
Soit X une variable statistique, on définit la fonction de répartition F par :
FFR_____ 5 [01]
X ——5 F(X)=P(X<x)
P : est dite proportion ou fréquence
F(x)=P(X<x) : la proportion des observations qui ne dépasse pas la valeur x.

Exemple : pour I’exemple précédent (cas continu), déterminer la proportion des zébres ayant un
poids inférieure a 102 kg, puis ayant un poids inférieure a 95 kg.

F(x)=F(102)=0,6=60%

v Donc le pourcentage des zébres ayant un poids inférieur a 102kg est de 60%, si on veut
calculer le nombre des zébres ayant un poids inférieur a 102 kg :
10 _— 100

_— _ 60x10 ,
n 60 n= = 6 zébres
100

v F(x)=F(95)
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0,6

F(x)

0,4

A 4

06—-04 F(x)—04
10 3

tg =

F(X)= 46%
Si on veut calculer le nombre des zébres dont le poids et inférieure a 95kg :

10 100
n 46

_46X10
100

~5
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IV Description numérique d’une série
statistiqgue

IV.1 Caractéristique de tendance centrale (parametre de position ou de concentration)

1VV.1.1 Définition

Les caractéristiques de tendance centrale décrivent I’ordre de grandeur des valeurs, mais aussi la
valeur centrale autour de laquelle se regroupent les observations.

Le but de ses caractéristiques :

v Réduire I’ensemble de données.
v Conserver une partie de I’information
v" Résumer I’ensemble des valeurs par une seule valeur

1IVV.1.2 Le Mode

Le mode (mg) est la valeur de la variable statistique pour laquelle la fréquence ou I’effectif sont
les plus élevés (ou plus grands).

Le mode est la valeur la plus fréquente

v’ Dans le cas d’une variable statistique continu, on parle de classe modale.
v Une série statistique peut admettre plus d’un mode ou n’admettre aucun mode.

Exemple :

1) Exemple 1 : variable qualitative, nims=5, le mode =Pluvieux.

2) Exemple 2: variable discret, nima=4, le mode my=2, my=3, my=4 (cette série admet 3
classes)

3) Exemple 3 : variable continu :

18
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Ci (cm) [150, 160[ [160, 170[ [170, 180[ [180, 190[
n; 6 €) 4 5
Fi 0,2 0,5 0,133 0,167
Nic 6 21 25 30
fic 0,2 0,7 0,833 1

La classe modale : (c’est la classe qui correspond au plus grand effectif ou plus grand fréquence)

Nimax= 15 ———> CMo= [160, 170[

Dans le cas continu le mode est calculé par la formule suivante :

Ay
A + A,

m0=Li+ Xai

L; : la borne inférieure de la classe modale

a; : le pas ou amplitude de la classe modale

A1= ng-ny ou bien A1=fy-f;

A= Nng-n, ou bien A,=fy-f,

Nno ou fy : I’effectif ou fréquence de la classe modale

n; ou fy : Ieffectif ou fréquence de la classe modale qui précéde CMg
n, ou f; : Ieffectif ou fréquence de la classe modale qui suit CMg
Donc :

Li=160, a;=10, n1=6, n,=4

A1=Nng-N;=15-6=9 et A,= ng-n,=5-4=11

my = 160 + X 10 = 164,5cm

11+9

Graphiquement :
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l A2
Al

A 4

Xi MO xiv1
1VV.1.3 La médiane

La médiane est la valeur de la variable qui partage la série statistique en deux effectifs égaux.
Les observations sont préalablement rangées par ordre croissant ou décroissant du caractere.

La médiane est la valeur pour laquelle il y a autant

d’individus a gauche qu’a droite dans I'échantillon

La médiane est aussi appelée le deuxiéme quartile, d'ou le premier quartile c'est la valeur de la
variable statistique pour laquelle la fonction de répartition vaut 0.25 (F(Q1)=0.25) et le troisieme

quartile c'est la valeur de la variable statistique pour laquelle la fonction de répartition vaut 0.75
(F(Q3)=0.75).

IV.1.4 La moyenne

Elles se définissent pour les variables statistiques quantitatives. Soit la série X1, X2, Xs,....... Xn

La moyenne est la somme des grandeurs mesurées divisée

par le nombre d'individus

20



Série statistique a une seule variable

Module : probabilité et statistique

Mme Benahchilif .S

La moyenne est la somme des grandeurs mesurées divisée par le nombre d’individus

X+ X, + X4+ X
n

n

X =

En utilisant la lettre grecque X pour représenter une somme, on obtient la notation compacte
suivante :

- 1
X—HZX

IV.2 Les paramétres de dispersion

IVV.2.1 L'étendue

L’étendue est la différence entre la plus grande valeur et la plus petite valeur.

e = Xmax ~Xmin

Dans I’exemple de cas continu, le calcul de 1’étendu donne :
122-72=50
IV.2.2 La variance

La variance d'une variable statistique caractérise sa capacité a prendre des valeurs plus ou
moins eloignées de sa moyenne arithmétique. Elle se calcule comme suit :

o 1x _
V() = X2 - ()2 = ;lelz - (%

21



Série statistique a une seule variable

Module : probabilité et statistique

Mme Benahchilif .S

IV.2.3 L’écart type

Est une mesure de dispersion de données. Il est défini comme la racine carrée de la variance.
Plus I'écart type est faible, plus les valeurs sont regroupées autour de la moyenne

N
1 _
o= V) == (= )’
i=1
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Exercices avec solution

Exercice 1

Les données suivantes représentent le nombre de livres empruntés chaque jour dans une

bibliotheque pendant un mois :
60 61 70 68 65 69 67 68 68 67 63 61 64 61 63
70 66 69 60 62 65 66 65 64 60 61 66 68 60 62

1) Définir la population, I'individu, la variable statistique et son type.
2) Etablir le tableau statistique.
3) Déterminer graphiquement le mode. Que représente cette valeur.
4) Déterminer graphiquement la médiane.

Solution

1) Population : 30jours
Unité statistique : le jour
Variable statistique : nombre de livre
Type de la variable : quantitatif discret
2) Tableau statistique

Ci ni fi Nic fic

60 4 0,133 4 0,133
61 4 0,133 8 0,267
62 2 0,067 10 0,333
63 2 0,067 12 0,4
64 2 0,067 14 0,467
65 3 0,1 17 0,567
66 3 0,1 20 0,667
67 2 0,067 22 0,734
68 4 0,133 26 0,867
69 2 0,067 28 0,934
70 2 0,067 30 1
Total 30 1 30 1
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3) Le mode graphiquement

45
niou n
4 ‘—@Q) A\~
3,5
3 4+ %
2,5
2 LTl
15
1
0,5
0 2 1
58 62 64 66 6 70 cl 72
MO
Mo=60, Mo=61, Mo=68
C’est la valeur la plus fréquente.
4) Lamédiane graphiquement
1,2
fic
1 r——f
f_- I
0,8 . I
p—t = |
== o A
0,6 v + :
4'_-1' . . 1 "
e e '4 ' T | ! E g &
03 1 = 1t
r—"' -4 1 ] » 2 - 1
f-—-r I 1 : 1 1 : ! !
02 B e S e R
— - oot o b2
. | 1 1 1 . 1
0 1 e I 1 ! ] £ ' I
58 60 62 64 Me 66 68 70 & 72
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Si on vous demande de calculer la moyenne, la variance et I’écart type, il vaut mieux pour
I’étudiant d’ajouter des colonnes dans le tableau statistique pour faciliter le calcul et gagner du temps
pendant I’examen.

Ci Xi ni.xi  nixg
60 60 240 14400
61 61 244 14884
62 62 124 7688
63 63 126 7938
64 64 128 8192
65 65 195 12675
66 66 198 8712
67 67 134 8978
68 68 544 18496
69 69 138 9522
70 70 140 9800
Somme 2211 121285

La moyenne : X = %Z n, X x, = 3—10 x (2211)=73,7
La variance : V(X) = < X n; x 27 — (X)? == x 121285 — (37,7)2=2621,54

L’écart type : 0 = /V(X)=51,2
Exercice 2:

Le traitement de I’information sur un caractére X a permis de dresser son histogramme (voir Figure
1).

1) Déterminer la moyenne de la variable X
2) Déterminer 1’écart-type de la variable X
3) Tracer la fonction cumulative

4) Déduire graphiquement la médiane
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06

0,5 1

0,4

Q3=
0,2

0,1 -

Solution

1) Tableau statistique

Ci fi fic Xi fi.xi ﬁ.Xi2

[2,6f 03 08 4 12 48

[10,14] 02 1 12 24 288

Lamoyenne : X =), f, X x, =3,6

0,20

La variance : V(X) = X f; X x? — (X)? ==33,6—(3,6)2=20,64

L’écart type : 0 = /V(X)=4,54

2) La courbe des fréquences cumulées
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Exercice 3

On veut déterminer le type de logement (F2, F3,...) a construire pour un ensemble de 50

familles selon leurs salaires. Aprés 1’analyse des données, on note les résultats suivants :

Le type de F1 F2 F3 F4
logement
L’effectif 15 n, 5 9

1. Déterminer la variable statistique et son type.

2. Déterminer ’effectif des familles pour lesquelles on construit des logements de type F2.
3. Donner le pourcentage des F4 a construire.

4. Donner toutes les représentations graphiques possibles de cette distribution.

Solution

1) variable statistique : le type de logement
Type de la variable : qualitatif
Population : 50 familles

2) N = Zni
50=15+n,+5+9
Donc n,=21
3) 50 logs—> 100%
9F4 — > x = 220 = 18%*

On peut aussi calculer le pourcentage des F4 a construire par :
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N9
Ja=—N" =50~ 18%

4) Les représentations graphiques

15
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On cherche a modéliser le nombre de collision impliquant deux voitures sur un ensemble de 100
intersections routiéres choisies au hasard dans la ville de Tlemcen. Des données sont collectées sur
une période de un an, et le nombre d’accidents pour chaque intersection est mesuré. On résume ces
résultats dans e tableau suivant :

Nombre
d’accidents 0 1 2 3 4 5 6 8
. Nombre 7 10 20 25 16 2 7 10
d’intersections

1) Quel type est la variable statistique X étudié ?
2) Déterminer le tableau statistique
3) Tracer le diagramme des batonnets et la courbes des fréquences cumulées associé a la

distribution statistique X.

4) Soit F la fonction de répartition ou fonction cumulative. Déterminer F. Tracer son graphe.
5) Calculer le mode et la moyenne arithmétique.

6) Déterminer a partir du graphe la valeur de la médiane.

7) Calculer la variance, 1’écart type.

Solution

1) Variable : nombre de collision
Type : quantitatif discret

2) Tableau statistique

Xi 0 1 2 3 4 5 6 7 8 SOMME
n; 7 10 20 25 16 2 7 3 10 100
fi 007 01 0,2 025 0,16 0,02 007 003 01 1
Nic 7 17 37 62 78 80 87 90 100
fic 007 017 037 062 078 08 087 09 1
Xi.Ni 0 10 40 75 64 10 42 21 80 342
Xi* 0 1 4 9 16 25 36 49 64
nxé 0 10 80 225 256 50 252 08 640 1611
3)
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4)

niou fi

30

25

20

15

10

Diagramme des batonnets

S5

Xi

10

Mo

niou fi

1,2

1
0,8
0,6
0,5
0,4

0,2

0

Courbe des fréquences cumulées

(=]
¥
=
o
»

xi

10

F:R —> [0,1]

X ————5 F(X)=P(X<x)
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F(x) =4

5) Le mode : Nimax=25 donc Mg=3

0,07

0,17

0,37
0,62
0,78
0,8
0,87
0,9

Série statistique a une seule variable

Si
Si
Si
Si
Si
Si
Si
Si
Si
Si

— 1 1
6) X==% mxx; =% fixx=1-(342) =342

7) La médiane : voir le graphe
8) Variance et écart type :

Module : probabilité et statistique

x <0

x <x<1
1<x<?2

2<x<3

3<x<4

4 <x<

5

5<x<6
6<x<7

7<x<8
x> 8

1 _ 1
V(X) = Nz n X x2 —(X)? = — x 1611 — (3,42)? = 4,41

100

o(x) =V(x) =21

Examen final 2017 /2018

Mme Benahchilif .S

Exercice &/ (6 pts) / On mesure les diametres de troncs d’arbres d’'une méme espece. On étudie 400 échantil-

lons. On obtient les résultats suivants:

Diameétre en cm

25

26 27

28

29

30

Pourcentage

10%

15% 30%

35%

5%

5%

On donne:

(25 x0.1) + (26 x 0.15) + (27 x 0.3) + (28 x 0.35) + (29 x 0.05) + (30 x 0.05) = 27.25.
(252 x 0.1) + (267 x 0.15) + (277 x 0.3) + (282 x 0.35) + (29? x 0.05) + (30? x 0.05) = 744.05.

1. Etablir le tableau statistique en fonction des effectifs et des fréquences relatives.

2. Quel est le diametre moyen de ces troncs d’arbres?

3. Déterminer la variance puis 1’écart-type de la série statistique résumée dans le tableau ci-dessus.

4. Représenter graphiquement ces résultats (juste pour les effectifs).

5. Déterminer le mode et donner son interprétation.
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Modalités x; Effectifs n; Fréquences f;
25 40 0.1
26 60 0.15
27 120 0.3
28 140 0.35
29 20 0.05
30 20 0.05
Total 400 1

2. Diametre moyen: (0.5 pts en total)

6 6
] -
X=x E n;Xi = E fixi (0.25 pts)
i=1 i=1

= 27.25. (0.25 pts)

Donc le diameétre moyen de ces troncs d’arbres est de 27.25 cm.
3. Variance et écart-type: (1.5 pts en total)

6 6

- 1

Xt N Z nx; = Z fix? (0.25 pts)
i=1

i=1
= 744.05 (0.25 pts)
Var(x) = x2 = % (0.25 pts)
= 1.49 (0.25 pts)

o(x) = Var(x) (0.25 pts)
= 1.22. (0.25 pts)

4. Représentation graphique: (1.5 pts en total)

5. Mode et interprétation: (1 pt en total)

Le mode est 28 cm (0.5 pts) car c’est la modalité qui correspond au plus grand effectif (ou fréquence).
On peut dire alors que la plus part des troncs d’arbres ont un diametre de 28 cm. (0.5 pts)
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Exercice supplémentaire

Exercice 1 - La répartition d'un échantillon de N exploitations agricoles selon leurs superficies en

Hectare se présente par le graphe suivant :

Histogramme des effectifs

Effectifs (n,)

30

25

20

15

10

e 08

30

(3
(=]

15

-
[l

Ll o s

représentent ses valeurs ?

92

0 10 20 30 40 50

X (Superficies)

Déterminer leffectif total N, la variable statistique et son type.

Quelle est la superficie la plus fréquente ? Justifier votre réponse.

Tracer la courbe de la fonction cumulative.

Trouver le premier, le deuxiéme et le troisieme quartiles graphiquement et par le calcul. Que

Calculer I'étendue, la moyenne arithmétique, la variance et I'écart-type de cette série statistique.

Exercice 2 - Le traitement de I'information sur un caractére statistique X a permit de dresser sa
fonection de répartition (courhbe des fréquences cumulées) dans la figure ci-dessous.

5 0 15 20 25
Fonction cumulative ou ‘onclion de réparttion
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ot e

ot

De quel type est le caractere statistique X 7

Déduire graphiquement la médiane puis trouver sa valeur par le calcul.
Dresser le tableau statistique.

Tracer I'histogramme du caractere X et calculer le mode.

Calculer la moyenne arithmétique et 'écart type.

34



Serie statistique a
deux variable

Module : probabilité et statistique

Ce cours "Série statistique a deux variable" vise a définir une série statistique & deux variables,
Présenter les différents types de tableau statistique, Transférer un tableau statistique en un nuage de
point, calculer les différents paramétres de la droite de corrélation, et assembler toute les
informations obtenues pour tirer des conclusions. A la fin de ce cours, I'apprenant sera capable de
faire une expérience statistique de son choix méme en dehors de sa spécialité.
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Un méme individu peut étre étudié a I’aide de plusieurs caractéres, par exemple les salariés
(ancienneté et niveau d’étude), une maison (surface et nombre de piece), croissance d’enfant (taille et
poids). Cette analyse est une introduction a 1’étude globale des relations entre deux ou trois variables

Les séries statistiques a deux variables peuvent étre présentées de deux fagons :

a) Données brute a chaque unité on associée les données (Xi, Y;)

individu 1 2 Xi | e n
X X1 X2 Xj Xn
Y Y1 Y2 Yi Yn
b) Tableau a double entrée (tableau de contingence)
Cl = [L1 , Lz’[/yl Cz’: [L27, L3’[/y2 ............... Cm,= [Lm-17, L [/ym Z
Cl’: [Ll’, Lzy[/Xl N1z ou fys N1z ou fi, Nim OU fim fa.
ou
’ Ny,
Cl = [L1 , L2 [/Xz Nom OU 1:Zm f2.
ou
Ny,
Cn=[Ln1, Ln [/X | Ny OU fig Nk2 OU fi Nim OU figm fic
ou
Nk.
> niouf, npouf, Nmou fp N
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A chaque couple (x;, yi) correspond nj; effectif, regroupant les observations qui prennent la

valeur de xi de la variable x et de la valeur y;de la variable y.
fjest la fréquence du couple (xi, i) : fij = % ou N : effectif total

. — V'k k — 1 — k

Remarque

v' La premiere présentation découle de la collecte des informations brutes alors que la deuxiéme

c’est un classement de ces informations.

En marge du tableau (colonne et ligne) on a :
1.1 Effectifs et fréquences marginale X

n:
n; = Z;‘n=1mij i = Z;n:1fij = FL

N =MNjp +Njz + - eev v v eee e gy, (SOmme par colonne)
1.2 Effectifs et fréquences marginale Y

n;=Yn; L fj=X 0= %

nj;=ngj+ N+ e 1y (Somme par ligne)

2 Description numérique
2.1 Caractéristiques des séries marginales

Les formules de définitions de ces paramétres sont identiques a celle qui ont été définies pour les

séries a une variables, seule la notion ses effectifs différe.

_ 1
X=N2ni_><xi=2fi.xxi
i i

1
J J

~l

|

S

V(X) =Zfi_(xi—)?)2 = X2 — (X)? avec

h<

V() = ij(yj PR =V2-(7)?  avec
7

* 36
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Donc : gy = /V(X), ay =V (Y)

2.2 Séries conditionnelles

La notion de série conditionne est essentielle pour comprendre ’analyse de la régression. Un
tableau de contingence se décompose en autant de séries conditionnelles qu’il contient de lignes et de
colonnes.

2.2.1 séries conditionnelles de la variance X : (X/y;) ou X;

(Xly;) est la notation de la serie conditionnelle de X sachant que Y=y;
La fréquence conditionnelle fj; (fi sachant j) est définie par :

nij _ fij
fij=—=—F avec 2fi.j=1
i

nj fj

La moyenne arithmétique ou moyenne conditionnelle X, (la moyenne des valeurs de X sous la

condition y;) est définie par :
_ 1
X] = Zfl/] X X; = n—znu X X;
i J
Pour la variance conditionnelle
Vg = D fuy(ni = %) = X = (%)’
i

2.2.2  séries conditionnelles de la variance Y : (Y/x;) ou Y;
(Y/x;) est la notation de la serie conditionnelle de Y sachant que X=X;

La fréquence conditionnelle fj; (f; sachant i) est définie par :

nij_&

fj/izn_i._fi. avec ij/izl

La moyenne arithmétique ou moyenne conditionnelle ¥, (la moyenne des valeurs de Y sous la
s P = 1
condition x;) est définie par:Y, = Y, fj;; X y; = n_i_Zinij X yj

Pour la variance conditionnelle : V,,; = ¥, f; i (v — ¥))? = Y2 — (1})?
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3 Corrélation (Méthode des moindres carrées)

Dans le chapitre 1, nous nous sommes intéressés a des relations entre une seule variable, par
exemple la note des étudiants, le poids ou la taille des individus. Il existe d’autres problémes
statistiques ou I’on s’intéresse a la relation entre plusieurs variables. Par exemple la relation étre le
poids et la taille, le revenu annuel et le niveau d’étude...etc.

Pour étudier les relations ou les corrélations entre deux variables, il est plus judicieux de les
porter sur un graphique.

Exemple : si on étudie la relation entre la taille et le poids des étudiants. Donc, pour chaque
individu on note sur le graphe : la taille en abscisse et le poids en ordonnée, il sera représenter par un
point (point représentatif).

T e e A e
Poids(kg)
80

SRERR: Point représentatif
.70

60 .

1

. -

40 ®

30 :

0

10"

S : , , . b
............................................................................................... Taille le
0 00"

Dans le graphe, il existe plusieurs points en fonctions du nombre d’individus dans 1’échantillon.

On peut (par la pensée ou réellement) tracer une droite qui passe au mieux par ces points (au milieu
du "nuage" de points).

Corrélation positive:
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A
y -’
P
P d
" P d
P
”
7
” [
L .
P d
P d
. . e
" 7
. .
e .
. -
P .
. -’
4
7
>
X
Corrélation négative:
A
y ~
-
N ~
N "
. ~
. "N .
[ ] \. "
~
. -
~
~
* ~ .
~
~
~
~
~
\-~
>
X
Absence de corrélation:
A
y
ool e
A A
7 7
X X

Corrélation parfaite:
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>
X
Bonne corrélation (corrélation forte):
A
y
ol
,r;/'
>
X
Mauvaise corrélation (corrélation faible):
A
y
}’//
>
X

3.1 Méthode des moindres carrées

La méthode des moindres carrées est utilisées pour déterminer la meilleur droite qui minimise
les carrées des ecarts des points représentatifs a cette droite. L’équation de la droite de régression
cherchée est de forme :

Y=a X+b
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Les coefficients a et b peuvent étre calculés a partir des formules suivantes :

L2 (X=X -Y)
DX = X)?

Ordonnée a l'origine: b =Y —a X

3.1.1 Coefficient de corrélation

Le signe de la pente a, donne le sens de corrélation, mais pas sa qualite.

a>0 correlation positive
a<o corrélation négative
a=0 pas de correlation

La qualité de la corrélation peut étre mesurée par un coefficient de corrélation r

DX =X).(Y-Y)

B R o S

Le coefficient de corrélation est compris entre —1 et +1.

Plus il s'éloigne de zéro, meilleure est la corrélation

r=+1 correlation positive parfaite
r=-1 correlation négative parfaite
r=0 absence totale de corrélation

Quelques exemples de corrélation

(Le coefficient de corrélation r est indiqué dans chaque cas)
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(c) ¥

r=—-0,8
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(dy ¥

7
-
-....
:
X
¢ r=-1
™,
g
RS
'-._.
X
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¥

4 Notion ce covariance

()
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Nous notons par Cov(X,Y') la covariance entre les variables X et Y. La covariance est

un parametre qui donne la variabilité de X par rapport a Y

Yiw)

o

-
s

yro”

Yiw) A

Yiw)

Cov(X,Y)>0

Xw)

Cov(X.Y)=0

Xw)
Cov(X,Y)<0

La covariance se calcule par ’expression suivante

* 43
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Nous avons aussi cette formule :

l

k
1
COVER,Y) =2 " ) ny ey — DY = )
i=1

j=1
Remarque :

On dit que deux variables statistiques X et Y sont indépendantes si et seulement si, pour
toutietj:

Il suffit que cette égalité ne soit pas vérifiée dans une seule cellule pour que les deux

variables ne soient pas indépendantes. De maniere équivalente, pour tout i et j,

N X njj = ni. X n.;.
Dans ce cas, si X et Y sont indépendantes alors (réciproque est fausse) Cov(X, Y) = 0.

Exercice 1: examen (2014/2015)

Voici les tailles en centimetres et poids en kilogramme (y) de 1a enfants de 6 ans :

Enfant 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Taillex | 121 123 108 118 111 109 114 103 110 115

Poids y 25 22 19 24 19 18 20 15 20 21

1) Calculer la covariance et le coefficient de corrélation.
2) Déterminer la droite de régression linéaire de y par rapport a Xx.

Rappel
Droite de corrélation linéaire : Y =Y — COV(ZX'Y)X 4 SOV ¢
O'X O-X
Coefficient de corrélation : R = £2X&0)
0x0y

Covariance: COV(X,Y) = ?zli(xi -X)(y; - Y)
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Solution

Pour répondre aux questions il est pratique de remplir d’abord le tableau suivant :

indivi | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 >
du

X 121 123 108 118 111 109 114 103 110 115 1132

Y 25 22 19 24 19 18 20 15 20 21 203

X? 14641 | 15129 | 11664 | 13924 | 12321 | 11881 | 12996 | 10609 | 12100 | 13225 | 128490

Y? 625 484 361 576 361 324 400 225 400 441 4197

XY 3025 |2706 |2052 |2832 |2109 [1962 |2280 |1545 |2200 |[2415 |23126

1) La moyenne arithmétique de la variable statistique X est donnée par la formule :

10
12 _1132_1132
10,1x"_ 10
=

2) La moyenne arithmétique de la variable statistique Y est donnée par la formule :

10
7= 12 =25 _ 203
=104 1y‘_10 =Y
i=

3) L’écart type de la variable X est de :

1 S 5 S 128490
0% = [ ERK — K= K7 = (0= 2220 (113.2)2 = 59

4) L’écart type de la variable Y est de :

X

1 4197

o = 5510 - = 77 - (= [22 - 2032 = 276

1 10

5) La covariance de a variable X et Y :
1 10 1 10
COV(X,Y) = EZ(Xi XY, —7) = EZ(xiyi) _ XV = 14,64
i=1 i=1
6) Les paramétres a et b de la droite de corrélation linéaire y=aX+b sont donnée par :

_COV(X,Y) 1464
“TTZ  T3a81

0,42

b=Y—aX=-2724
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Donc la droite de régression s’écrit : Y=0,42 X -27,24

COV(X,Y)

Le coefficient de sécurité : R = = 0,89

Ox 0y
Le coefficient de corrélation est proche de 1, on peut conclure que les deux variables sont bien
corrélées.

Exercice2

Pour évaluer ses étudiants, un enseignant a préparé quatre tests différents dont chaque étudiant
doit choisir un seul test parmi les quatre et le résoudre. Supposant qu’un étudiant a choisi le test
numéro 2 et a eu la note 8/20, alors cette information se traduit par le couple de points (X, yi) = (2, 8).
A la fin du test, ’enseignant a regroupé tous les résultats comme suit :

1,11 @47 (3, 6) 2,12)  (44) 3,2 (46) 1,8 (2 11)
2,12 @17 3,12 @7  (26) (3,2) 1,7 (3.8 (3 12
(3, 8) 2,11) (4,12 (111 (412 (L7 (2, 11)

1) Etablir le tableau de contingence correspondant a ces couples de points (on note le numéro de
test par la variable X et la note obtenue par la variable Y).

2) Quel est le nombre total des étudiants ? le nombre des étudiants qui ont choisi le test numéro
1 ? le nombre des étudiants qui ont eu la note 12/20 ? le nombre des étudiants qui ont choisi le
test numéro 3 et ont eu une note supérieure a 10/20 ?

3) Parmi les étudiants qui ont choisi soit le test 3, soit le test numéro 4, quel est le pourcentage
des étudiants qui ont eu la note 12/20 ?

4) Donner les effectifs des deux distributions marginales.

5) Calculer la moyenne conditionnelle et 1’écart type des deux séries conditionnelles Y/X=3 et
XIY=12.

6) L’enseignant a utilisé les données précédentes pour calculer le coefficient de corrélation
linéaire et il a trouvé la valeur -0.17. Commenter.

Solution
1) le nuage de points :
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L N J

Y

2

4

6

7

g/

MW N X

NIOINMN OO

PR, OO OoO

Wkr Rk Rko

OIIN|O|O|W

WOoOIN O

U1 O OolWwiN

DN NINO

NN

2) Le nombre total des étudiants est de 25
Le nombre total des étudiants qui ont choisi le test numéro 1 est de 6

Le nombre total des étudiants qui ont eu la note 12/20 est de 6
Le nombre total des étudiants qui ont choisi le test numéro 3 et ont eu une note supérieure a

10/20 est de 2

3) Parmi les étudiants qui ont choisi le test numéro 3 ou le test numero 4 : le pourcentage des
étudiants qui ont eu la note 12/20 est de 37%

En effet i

n37+ nd7 =4

n3. +n4.=7+6=13 >

4) la distribution marginale (voir le tableau de contingence)
5) Distribution marginale X :

* 47
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4

1 1

%= NZ n X% = 5= (61 +62+7.3 +64) = 252
l:

(X)? = 6,35
X2 =%k n xx? = —(6.12 +6.22 + 7.32 + 6.4%) = 7,56
Var(X) = X2 — (X)? = 1,21
o(X) = \/Var(X)=1,1

Distribution marginale Y :

7
_ 1 1
Y= NE njxy;=5-(22+14+36+57+38+511+612) =848
j=1
()2 = 71,91
1w 1
Wzﬁzn,jxﬁ =2 (2.2 +1.47 +3.6° + 5.7° + 5.11% + 8.12%) = 81,52
j=1

Var(Y) = Y2 — (Y)%2 = 9,62

o(Y) = /Var(¥)=3,10

6) a) Série conditionnelle Y/x=3
7

_ 1 1
Y/yos=Vs = Ez Ny Xy ==(22+40+61+7.0+82+110+122) =714
o

7

— 1 1

YZ = EZ ng; X y? = 7(2.22 +6.1> + 8.22 +12.2%) = 65,74
=

var(Y;) = Y2 — (13)? = 14,74

o(Y;) = Jvar(¥;) = 3,83

b) Série conditionnelle X/y=1,

4
_ 1 1
X/ye1s=X; = n—z g X =2(1.0+22+32+42) =9

7=

* 48



Série statistique a deux variable

Module : probabilité et statistique

Mme Benahchilif .S

— 1
7=

S

4
1
—Znn X xiz =—(2.224+3.22 4+ 4.2%) =9,66
N4 6
=1
var(X;) = X2 — (X;)?=0,66
o(X;) = /var(X,) = 0,8

7) le coefficient de corrélation

_COV(X,Y)
 o(X)a(Y)

1 4 7
=53y

i=1j=1
1
= £(3.1.7 +118+2111+1.26+3.211+2.212++2.3.2+1.3.6 + 2.3.8
+238+2312+144+1.4.6+24.7+2.4.12) = 20,76

Donc :

COV(X,Y) = XY — X¥ = 20,76 — (2,52)(8,48)=-0,6

-0,6

Le coefficient de corrélation R = ———— =
(1,1)(3,10)

-0,17
Le coefficient de corrélation linéaire est trés proche de zéro, par suite il n’y a pas de
corrélation entre les variables X et Y. On refuse I’ajustement linéaire.

Exercice 3 (examen final 2017/2018)

Une étude a été menée auprés de 12 étudiants afin d’expliquer le score a un examen de
mathématique a partir du temps consacre a la préparation de cet examen. Pour chaque étudiant, on
dispose du temps de révision en heures (variable X) et du score obtenu sur 800 points (variable Y).
Les résultats sont :

Xi 4 9 10 14 4 7 12 1 3 8 11 5

Yi 390 | 580 | 650 730 | 410 | 530 | 600 | 350 | 400 | 590 | 640 | 450

On donne : Y12, x? = 822 12 y? = 3495600 12 x;y; = 51610
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1) tracer le nuage de points.
2) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre ces deux séries. Commenter
3) Déterminer la droite de corrélation linéaire D (Y/X) : Y=aX+b.

Solution

1) Le nuage de points

BYOO ..............................................................................................................
700 =
IR * o0
o S ¥ 3 ¢
500 *
A &
400 - +~—3$
A L 4
300 -
200
100
o ——
s e e e e
2) Coefficient de corrélation linéaire
Pour la variable statistique X on a:
12
__12 _88_733
XENLY T 1T
=1
12
— 1 2_822_685
=

Var(x) = x2 — (x)? = 14,73

o(x) =./Var(x) = 3,84

D’autre part, pour la variable y, on a :

1 12

=1
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12
— 1N\, _ 3495600
y =_Z3’i =—,— =1291300

Var(y) = y? — (y)? = 13922.23

o(y) =/Var(y) = 117,99

On peut aussi calculer la covariance entre X et Y comme suit :

12
1 51610
Xy = Nzl Xiyi = T = 4300.83
=

Cov(x,y) =xy — xy = 440.41

Par suite, le coefficient de corrélation linéaire R(x, y) est donné par:

Cov(x,y)
o(x)a(y)

= (0.97.

R(x,y) =

Puisque le coefficient de corrélation linéaire R(x, y) est trés proche de 1. on peut dire qu’il y’a une forte
corrélation linéaire entre X et Y.

3. Droite de corrélation linéaire ¥ = aX + b:
On commence par calculer les coefficients a et b comme suit:

a Cov(x,y)
" Var(x)

Par suite la droite de corrélation linéaire ¥ = aX + b est donnée par:

Y =29.89X + 307.57.
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Ce cours "La théorie de la probabilité" vise a définir la théorie de la probabilité, Présenter
des terminologies et des définitions des événements, Les objets et résultats probabilistes sont
un support nécessaire a la statistique, c'est le cas par exemple du théoreme de Bayes qui sera
présenter dans ce cours.
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1) Espace de probabilité :
1.1) Terminologie et algebre des événements:
1.1.1) ’expérience aléatoire :

- On appelle expérience aléatoire, toute expérience dont le résultat ne peut étre prédit avec certitude,
I’ensemble des résultats est par contre complétement déterminer d’avance.

Exemple :

K/
L4

Jet d’un dé (on observe le nombre sur la face supérieure du dé).

On compte le nombre de voiture qui traverse un pont dans une période donnée.

La durée de vie d’une lampe.

» On mesure a une date fixe de 1’année le niveau du cours d’eau d’une riviere ou le taux de
précipitation dans une région donnée.

X/
X4

L)

%

%

>

L)

L)

2) Ensemble fondamentale :

On appelle ensemble fondamentale ou espace échantillon ou univers associée a une
expérience aléatoire, I’ensemble Q de tous les résultats possible de 1’expérience aléatoire en question.

Exemple :

7/
X4

L)

Jetdedé: 0 = {1,2,....,6}.

Jet d’une piece : QO = {P,F}.

Jet de 2 pieces: Q = {(P,P) (P,F) (F,P) (F,F)}.
Nombre de voiture: O = N = {0,1,2.....}.
Temps de vie d’'une lampe : Q@ = [0,t]t >0
Mesure de cours d’eau: Q = [0, a.

e

%

X3

A

X/
X4

R/
XA

e

%

3) Algeébre des événements :
3.1) L’événement :
Soit Q ’espace échantillon, on appelle «événement» A tous sous ensemble de Q.

Exemple : Soit A I’événement « avoir un nombre paire » lors de 1’expérience du jetde dé : A =
{2,4,6}
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Remarque :
+ Q s’appelle I’événement certain.
4+ ¢ s’appelle ’événement impossible.

+ {w]}, w € Qs appelle I’événement élémentaire (singleton)
4+ L’événement A est la réunion d’événement élémentaire :

3
A={(D1;(1)2;(1)3 }= U{wl}
i=1

4+ On dit que I’événement A est réalisé (2 travers @) & le résultat de I’expérience appartient a
A:

Aseréalise & w €A
Aneserealisepase wEA

3.2) L’événement complémentaire :Il est difinie par le complémentaire de A dans Q

Remarque :

+ A U B se réalise si et seulement si A se réalise ou B se réalise

WEAUB o w€eEA VvV w€eEB

+ AN Bseréalise © A seréalise et B se réalise

WEANB & weEA N wEB

+ A —Bseréalise & A seréalise sans B

WEA—-B o w€eEA AN EB
SwEA A WEB

ocw€eEANB

+ A ABseréalise © A se réalise toute seule ou B se réalise toute seule
wEAAB o (wEA—-B)V (w€EB—-A)
SiANB =@ < Aet B sont disjoints ou incompatible.

On appelle systeme complet & Les événements A4, A,, .... A, forment un systeme complet
de Q &

#+
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Exercice 1 :

- On jette un dé et on définie les événements A,B,C :
A « Avoir un nombre paire »
B « Avoir un nombre impaire »

C « Avoir un nombre premier »

1- Déterminier 2, A, B, C puis déterminer ANB,AnC,BnC,A,B,C,C—A,A—C,A—(CNB),
AAC

2- Déterminer les événements qui forment un systeme complet.

Solution :
1- 0 ={1,2,3,4,56} A=1{246} B={135} (={235}
ANB=0 AnC = {1} BnC={35 A={135}=8B

B=1{246}=A C={146} C—-A={35}=BnC A-C={46}
A-—(CNB)=A—-{35}=4A
AAC =(A-C)U(C—A) ={3,5}U{4,6} = {3,456}

2- {A, B} forment un systéme complet.

4) Espace de probabilite :
4.1) Modele uniforme : « cas d’événement équiprobables »
On désigne par modele uniforme tout espace de probabilité (2, F, f), tel que :

v Qestun ensemble fini ie card 2 = N
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v’ Et tout les evenements elementaire {w;} ont la meme chance de se réalisé, il sont équiprobable

et leurs probailité = 1/N.
v' Soit Aunevenementt.q A =UX, {w;}:

k
p(A) = ) p({w)

= (%+%+...+%)kfois

k cardA nombre de cas favorable

N card? nombre de cas possibles

4.2) Définition d’une mesure de probabilité :

On dit que P définie une probabilité sur 1’éspace Q, si seulement si la fonction P vérfie les conditions

suivantes :
p:P(2) - [0,1]
A-p(4)
Telque:1)p(R)=1,p(@) =0

2) i € P(Q) p(4) =0 0« P(A) « 1

3)P(AUB) =p(A)+p(B) ©®AnB =@ ,ieAetB incompatible.

4) ¥ (A;)i=1nevenements2a 2 disjointsieA; NA; =0 ¥ i #]j

p (CJ Ai) = ip(/li)

5) constitution d’une probabilité :
Propriété 1 : cas continue 2 =R

Soitf: R>R tq:-f(x)>0 +x€ R
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- f intégrable tel que [, f(x)dx =1

Alors p(A) est définie par :

p(4) = f f (x)dx
A

Propriété 2 : cas discret

p est une probabilitt © *p({w;}) >0 1 w; €N

Y plwd) =1

wW;EN

Alors p(A) est définie par :

p(4) = > p(x))

XEA

AvecAEP(Q) ,A#0

6) Propriétés des evénements :

Soit P une loi de probabilité alors :

a)p(A) =1-p(A)

AUA=Q etANA=0 -»p(Q) =1
—>p(AUK)=1
- p(A) +p(A) =1

p(A) =1-p(a)
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b) p(A—B) = p(A) —p(ANB)

(A-B)U(AnB)=Aet (A-—B)N(ANB)=0

p(A) =p(A—-B) + p(AnB)

- p(A—B) =p(A) —p(ANB)

Remarque : si B ¢ A alors p(A — B) = p(4) — p(B)
c)p(AuB) =p(4) +p(B) —p(ANB)
AUB=(A—B)UBet (A-B)NnB=29
p(AUB) =p(A—B) +p(B)

=p(4) —p(ANnB) +p(B)
d)AcB - p4) <p(B)
p(B—A)=pB)—p(AnNB) or AcB->ANB=A

one PO =D D)2

f) p(AAB) = p(A — B) + p(B — 4)
=p(4) +p(B) - 2p(ANB)
7 Probabilités conditionnelles et independance :
7.1) Probabilités conditionnelles (événements li€s) :

Soient A et B 2 événements tel.que P(A) >0 et P(B) > 0, il est des fois plus facile de
calculer P(A/B) « probabilité de A sachant B » avec :

p(ANB)
p(B)

- p(ANnB) =p(A/B).p(B)

p(A/B) =
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p(ANnB)
p(4)

- p(AnB) =p(B/A).p(A)

Ou bien : p(B/A) =

p(ANnB) =p(A/B).p(B)
p(ANn B) = p(B/A).p(A)

Exemples 2 :

On jette au hasard une piece de monnaie 3 fois , sachat que le jet obtenu est deux cotés
différents (pile et face). Quelle est la probabilité qu’on ait 2 apparissions du coté Face.

Solution :
- Soitent les événements :
A «le jeta 2 cotés Face »
B « le jet a 2 cotés différents »
SO 1 I’espace des événements Q :
2 = {ppp, ppF,pFp, Fpp, FFp, FpF, pFF,FFF, }
card 2 =|2| =8

AN B = {pFF,FpF,FFp} , card ANB=|ANB| =3

p(AnB) =""2C0D =2 A = (FFp, FpF,pFF,FFF}

B = {pFF, FpF,FFp,Fpp,pFp,ppF} , card B=|B| =6

_card(B) 6

p(B) = card? 8

Donc

p(AnNB) 3/8 3 1

PA/B) == =586 2

_card(4) 4 1

p(4) = card 2 ‘§=§
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7.2) Formule de probabilité totales :
7.2.1 Pour 2 événements :
Soient 2 événements E;, E, qui forment un systéme complet pour
N (ieEfyVE, =0 ,E; NE, =0). Soit A un événement de Q, alors :
p(4) = p(A/E,).p(E1) + p(A/E2). p(E>)
7.2.2 Pour 3 événements :
- Soit {E;, E,, E5} un systéme complet de Q. Soit A un événements de Q, alors :
p(A) = p(A/E1).p(Ey) + p(A/E3). p(E2) + p(A/Es).p(E3)
7.2.3 Pour n événements :

- Soit {E;};=1 » un systéme complet de Q. Soit A un événements de Q, alors :

p(4) = )" p(A/EDP(ED
i=1

Exemple 3 : (probleme du Tricheur)

On choisit au hasard un individus dans une population possédant lio de Tricheur.On fait tirer a cette

personne une carte d’un jeu de 52 cartes.Si ’individus est un Tricheur, il est certain que la carte soit
un As.

* Quelle est la probabilité qu’un individu retourne un As ?
Solution :
Soit les événements :

A «I’individus retourne un As »

E «T’individus est un Tricheur »

F «’individus n’est pas un Tricheur »

Alors {E, F} forment un systéme complet
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_ 1 9
F=E—>10(E)=1—0 ; p(F)=1—O ; p(ENF)=0

D’apres la formule des probabilités totales :

P(A) = p(A/E).p(E) + p(4/F).p(F)

1 9 4 11
==—X1+=X—=—
10 10 52 65

p(E) =1 - l'hypoyhése p(F) = % (4 As dans un jeu de 52 cartes).
7.3) Formule de Bayes (Probabilité des causes) :

Soit {E;} un systeme complet, A un événement t.q p(A) >0ona:

p(E;). p(A/E))
it, p(Ej).p(A/E;)

Exemple (suite exemple 3) : (probleme du Tricheur)

p(Ej/A) =

Quelle est la probabilité que I’individus soit un Tricheur sachant qu’il a retourné un As ? p(E/A) =??

Solution :

1
PENA) _ P(A/E). p(E) _10*!_13
p(A)  p(A/E).p(E) + p(A/F).p(F) % 22

p(E/A) =

7.4) Evénements indépendants :
A et B sont 2 événements indépendants & p(A/B) = p(A)
Ou bien p(AnB) =p(A).p(B)

Remarque : attention & ne pas confondre événement incompatible et événement indépendant.
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Exercice 1

Soient A et B deux événement tels que :

P(A) = P(B) =ZEtP(ANB) =

1) Est-ce que les événements A et B sont disjoints (incompatibles) ?
2) Est-ce que les événements A et B sont indépendants ?

3) Calculer les probabilités des événements suivants
E1: Aucun des événements A et B se réalise.

E2: A se réalise et B ne se réalise pas.

Solution
Ona:P(4)=P(B) =3 etP(AnB) =1

1) A et B sont disjoints (incompatible) si seulement si P(ANB)=0
P(An b) # 0 Donc A et B ne sont pas disjoints.

2) A et B sont indépendantes si seulement si P(ANB)=P(A).P(B)
P(ANB) = % Et P(4).P(B) = §§ = i donc A et B sont indépendants
4) E1: Aucun des événements A et B se réalise.

P(E,))=P(AnB)=PAUB)=1-P(AUB)

=1—-[P(A) +P(B)—P(ANB)]

5) E2: A se réalise et B ne se réalise pas.
P(E,) =P(ANnB) = P(A—B)

P(A)—P(ANB)

1 2
9 9

Il
W] =
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Exercice 2

Lors d’une compétition de tir a 1’arc, on a constaté qu’un tireur entrainé a 80% de chances
d’atteindre sa cible. Parmi les participants, 40% sont des tireurs entrainés. Les autres ont 50% de
chances d’atteindre la cible. On choisit un participant au hasard. Sachant que le participant a atteint sa
cible, calculer la probabilité qu’il soit un tireur entrainé.

Soient les évenements suivants :
E : Le participant est un tireur entrainé.

C : Le participant atteint sa cible.
Solution
P(C/E)=0,8, P(E)=0,4, P(C/E) = 0,5

E\ P(ENC) P(C/E).P(E)
(E) ~ P(C) PO

Avec : P(C) = P(C/E)P(E) + P(C/E)P(E) = 0,8.0,4 + 0,5(1 — 0,4) = 0,62

_0.8.04

Donc : P (g) = oer = 0.52

Exercice 3

Dans une école, on propose deux activités sportives déférentes (athlétisme et gymnas-tique). Le
pourcentage d’¢leves qui choisissent I’athlétisme est de 55%, celui de ceux qui choisissent la
gymnastique est de 40% et celui de ceux qui choisissent les deux activités est de 25%.

1) Calculer la probabilité de choisir au moins une activité sportive.
2) Calculer la probabilité de ne choisir aucune activité sportive.
3) Calculer la probabilité de choisir 1’athlétisme seulement.
4) Calculer la probabilité de choisir la gymnastique seulement.
5) En déduire la probabilité de choisir soit 1’athlétisme seulement soit la gymnastique seulement.

Si I’¢éléve a choisi I’athlétisme, quelle est la probabilité de choisir la gymnastique aussi ?
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Dans la plupart des phénomenes aléatoires, le résultat d’une épreuve peut se traduire par une

grandeur mathématique, trés souvent représentée par un nombre entier ou un nombre réel.
La notion mathématique qui représente efficacement ce genre de situation concreéte est celle
de variable aléatoire. Ce cours donne des définitions de base des variables aléatoires, ainsi
que des exemples d’application.
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Chapitre VI :Variables al¢atoires

Module : probabilité et statistique

1) Introduction

Des fois, aprés avoir réalisé une expérience aléatoire, on ne s’intéresse pas aux résultats de
I’expérience, mais on s’intéresse a une fonction de résultats.

Exemple 1
1) On jette 2 dés distincts et on s’intéresse a la somme des points.
2) On jette 2 dés distincts et on s’intéresse au plus grand chiffre.

3) On observe deux bactéries et on s’intéresse a la durée de vie de la bactérie qui disparaitra la
premiere.

2) Variable aléatoire :

Soit (Q, P) un espace de probabilité. On appelle variable aléatoire sur cet espace toute application
X de Q dans R, tels que :

X:Q >R

w - X(w)
Exemple 2

On jette 2 dés distincts et on s’intéresse a la somme des points.

Q = {(1.1),(1.2),(1.3), e e ees e ... (6.5),(6.6) }

Card(Q2)=36
X:Q >R

(w1, wz) = X (w1 + w3)
L’ensemble des valeurs possibles de X est {2, 3,4, ... ... ... ... ... 12}
3 Variables aléatoires discretes :

Lorsque la variable aléatoire X ne prend que des valeurs discrétes, on parle de variable
aléatoire discrete. L’exemple 1 et 2 (exemple 1) présentent une variable discrétes, alors que I’exemple
3 présente une variable aléatoire continue.
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3) Loi de probabilité :

Une variable aléatoire est caractérisée par I’ensemble des valeurs qu’elle peut prendre et par la chance
d’apparition de chaque valeur. On appelle cette chance « la loi de probabilité » ou « la distribution de
probabilité » de la variable aléatoire.

3.1 Cas d’une variable aléatoire discreéte :

La loi de probabilité d’une variable aléatoire discréte est entierement déterminée par les
probabilités P; des événements{X = x;}. Donc, la loi de probabilité est donnée par (xi, P;) i.

Exemple 3

Pour I’exemple 1, la loi de probabilité est donnée par :

Xi 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Pi=P(X=x;) | 1/36 | 2/36 |3/36 |4/36 |5/36 |6/36 |5/36 |4/36 |3/36 |2/36 |1/36

nombre de cas favorables
i —

nombre de cas possibles

3.2) Cascontinue :

La théorie des probabilités est dite continue lorsque I'univers Q n'est plus dénombrable mais
quelconque, C'est-a-dire lorsque la théorie des probabilités n'est plus discréte

4. Fonction de répartition :

On appelle fonction de répartition d’une variable aléatoire X, la fonction Fx tel que :
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Fg:R - R
t > Fx(t) =P(<t)
Propriétés :

1) ¥t €ER 0<F(t) <1

2) Fy est croissant sur R.

3) lim,_o Fx(t) = 0 etlim, o Fx(t) =1
4) Sia<bh,P(a <X <b)=Fx(b)—Fx(a)

Exemple 5 : (lance de 3 piéces)
On considere 1’événement o « lancer de 3 piéces ». On introduit une variable aléatoire X définie par :
X(w) « nombre de piles observés »

1) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.
2) Déterminer la fonction de répartition.
3) Représenter la loi de probabilité et la fonction de répartition graphiquement.

Solution
La variable aléatoire X est de type discret :
Q={PPP.PPF.PFP.PFF.FFF.FFP.FPF.FPP}

1) La loi de probabilité est donnée par (x;, P;)

Nombre de pile (x;) | P(X=x)

0 1/8
1 3/8
2 3/8
3 1/8
2 Pi=1

2) La fonction de répartition est donnée par

Nombre de piles (xj) | P(X=x;) | Fx
0 1/8 1/8
1 3/8 4/8
2 3/8 7/8
3 1/8 1

3) Dans le cas d’une variable aléatoire discréte, on utilise un diagramme en baton pour visualiser
la distribution (la loi) des probabilités et une fonction en escalier pour la fonction de
répartition.

* 65



Chapitre VI :Variables aléatoires

Module : probabilité et statistique

Mme Benahchilif .S

0,4
Pi @ ®
0,35

0,3

0,25

0,2

0,15

01

0,05

Diagramme des batonnets

12
FX

0,8

0,6

0,4

0 0,5 1 15 2 2,5 3 Xi 35

Fonction de répartition
5 Densité de probabilité :
Elle et définie pour le cas continu : Dans ce cas la fonction de répartition Fx est donnée par :

Fy:R >R

t
to B =PE <0 = [ )y
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Ou f est une fonction intégrable sur R satisfaisant :

1) fx)>0 W x €R
2) [FTf=1

6. Espérance mathématique :

L’espérance mathématique d’une variable aléatoire X est notée par E[X], elle représente la moyenne

prise par la variable X.
Si X est une variable discrete a valeurs dans A= {x;, x5, ..... X, }
X: Q- A
w = X(w)eA
Alors E[X] =YY, x,P(X =x;) =X x; P,

Si X est une variable continue a densité f, alors :

E[X] = J+oox.f(x)dx

Propriétés :
Soient (a,b) € R? et X, Y deux variables aléatoires :
E[aX + bY] = aE[X] + BE[Y]

% Si x>0, alors E[X] >0.
s Si X<Y, alors E[X] <E [Y]
% Si X est un caractére constant tel que : It¥ ®€ Q, X(w) = k,alors E[X] = k

7. Variance et écart type
La variance d’une variable aléatoire X notée par var(X) est définie par :
VAR(X) = E([X — E(X)]?) = E[X?] — (E[X])?

Par définition, la variance est toujours positive.
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L’écart type d’une variable aléatoire noté par o (X) est défini par :

o(X) =/ Var(X)

L’écart type représente la distance moyenne entre la variable et sa moyenne. Elle mesure la
dispersion d’une variable. Plus [’écart type est grand, plus la variable présente des valeurs qui
peuvent étre éloignées les unes des autres. Plus [’écart type est petit, plus la variable prend des

valeurs proches de sa moyenne.
Exercice 1

On jette deux dés différents en méme temps et on s’intéresse a la somme des points. On

définit la variable aléatoire X par cette somme.

1) Donner les valeurs possibles de X.

2) Déterminer la loi de probabilité de X.

3) Déterminer la fonction de répartition de X.

4) Calculer les probabilités suivantes : P (1<X<3), P(X<6), P(X>7) et P (5<X<8).

5) Calculer I’espérance et la variance de X.
Solution
Chague dé contient 6 faces numéroté de 1 a 6, donc :
Q={(1,1),(1,2), ... .. ... (2,1),(2,2), e v vee v e e . (6,1),(6,2), ... (6,6) }
Card Q=36
1) La valeur de X est la somme de points, donc elle a les valeurs suivantes :
x; = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

2) Laloi de probabilité et la fonction de répartition

Xi 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

P(X=x;) | 1/36 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36

F(x) | 1/36 | 3/36 | 6/36 | 10/36 | 15/36 | 21/36 | 26/36 | 30/36 | 33/36 | 35/36 | 1
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Les probabilités :

% P (1<X<3)= (la somme est entre 1 et 3)

:u bien =2 ou bien =3)

=P (la somme =2) U (la somme = 3)

1 2 3 1

=4t —=—=—

36 36 36 12

v" La somme = 1 cas impossible
s P(X<6)=P(le somme est <6)

=P(X=2) + P(X=3) + P(X=4) + P(X=5) + p(x:G):;_i

s P(X>7)=P (la somme est >7)

=P (lasomme =8, 9, 10, 11, 12)

= P(X=8) + P (X=9) + P(X=10) + P(X=11) + P(12)
5 4 3 2 1 15 5

367336736136 36 12

*,

2 P (SSX<8)=P(X=5) + P(X=6) +P(X=7) + P(X=8)=—="2=2
6) L’espérance de X
EIX] = ) xP(X = x)
1_252 _
22 A3 bt 2T =T
E[X2]=Z 2P(X-x)—22i+32£+ +122i=5483
l 36 36 . 36

La variance : V[X] = E[X?] — (E[X])? = 5,83
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Exercice 2
Soit la fonction suivante :

_ (0,5 si0<x<?2
fe() _{ 0 sinon

1) Vérifier que fy est une fonction de densité de probabilité.
2) Calculer la probabilité d’avoir X supérieur ou égale a 1.

3) Calculer I’espérance et la variance de X.

Solution
1) Ona:fyx)>0,# x €R
Et: [*7 f(x)dx = [, 0,5dx = 05[2—1] = 1
Donc la fonction est une fonction de densité de probabilité.
2) PO2)=["7 f(x)dx = [ 0,5dx = 0,5
3) E[X] = ' xfu(x)dx = 0,5 ] xdx = 0,5 [’;—Z]Z =1
+00 2 v )
E[x?] = f_oo x2f,(x)dx = O,SJ0 x?dx = 0,5[ l ==

3, 3

Var[X] = E[X?] - (E[XD? = %

Exercice 3 : examen 2017/2018 :

On a effectué une étude sur la durée de vie de composants électroniques (mesurée en
heure). Soit fx la fonction de densité de probabilité de la variables aléatoire X qui désigne cette durée, cette
fonction est donnée par

150

fx(t) = 2°
0, si t< 150.

si t> 150,

1. Vérifier que cette fonction est bien une fonction de densité de probabilité.

2. Calculer la probabilité pour qu'un composant ait une durée de vie inférieure a 250 heures.
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1. Fonction de densité de probabilité:

On remarque d’abord que la fonction fy(f) est toujours positive puis on calcule I'intégrale
suivante:
+00 400
150
f fX(f)df = I —2df
—o0 Jiso 1
|—15() L
t liso

= L

Donc la fonction fx () est bien une fonction de densité de probabilité.

2. Probabilité pour qu'un composant ait une durée de vie inférieure a 250 heures:

250 250 150
[ fx(f)df = j —.-,df (0.5 ptS)
J-c0 150 I°
250
—150
= —— = 0.4. (0.5 pts)
I 50
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