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❞✉ré❡ ❞✬é❝♦✉t❡ ❞❡ ❧❡✉r ▼P✸ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
✶✳✶✷ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝❛r❛❝tèr❡s ✧s❛❧❛✐r❡s ❡t ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❢❛♥ts✧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✷✳✶ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝❛r❛❝tèr❡s ✧s❛❧❛✐r❡s ❡t ❛♥♥é❡s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡
s❡❝t❡✉r✧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✷✳✷ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❞❡s ❞❡✉① ❝❛r❛❝tèr❡s ✧s❛❧❛✐r❡s ❡t ❛♥♥é❡s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡
❞❛♥s ❧❡ s❡❝t❡✉r✧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✷✳✸ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❞❡s ❞❡✉① ❝❛r❛❝tèr❡s ✧s❛❧❛✐r❡s ❡t ❛♥♥é❡s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡
❞❛♥s ❧❡ s❡❝t❡✉r✧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✷✳✹ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶
✷✳✺ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Y ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✺





❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❙t❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

✶✳✶ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ✿ ◆✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✭❙❝❛tt❡r ♣❧♦t✮

■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ très ❝♦♠♠♦❞❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s✐♠✉❧t❛♥é❡s ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐s❝rèt❡s✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s sér✐❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❜r✉t❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t N ❧✐❣♥❡s
♣♦✉r ❧❡s N ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❡t ✷ ❝♦❧♦♥♥❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s X ❡t Y ✳ ❯♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❡s
❞♦♥♥é❡s✱ ❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♣rés❡♥t❡r ❝❤❛q✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♣❛r ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ R

2 ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡✉①
❛①❡s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡s✱ ❧✬❛①❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❳ ❡t ❧✬❛①❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❨✳ ▲✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts ❞♦♥♥❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥❡ ✐❞é❡ ❛ss❡③ ❜♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦rt❡ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ P✉✐sq✉❡ ❝❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡
♥♦✉s ✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts s❡ ❞✐s♣❡rs❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✱ ♦♥ ❧✉✐ ❞♦♥♥❡ ❛✉ss✐ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡
♦✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ♣❧✉s ✜❞è❧❡ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐s s❝❛tt❡r✲♣❧♦t✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✶✳✶✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬✉♥❡ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣ré✲

s❡♥t❛t✐♦♥s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✳ ❈✐t♦♥s✲❡♥ q✉❡❧q✉❡s✲✉♥❡s ❡♥ ❣✉✐s❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✳

✶✳ ◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♦ù ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t ❞é✜♥✐s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡ ❝❧❛ss❡✳

✷✳ ◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ à tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❛♣♣❡❧é stéré♦❣r❛♠♠❡ ❡t ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ♣❛✲

r❛❧❧é❧é♣✐♣è❞❡s r❡❝t❛♥❣❧❡s ❞♦♥t ❧❛ ❜❛s❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❡t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣❛r ❧✬❡✛❡❝t✐❢ ✭♦✉

❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✮ q✉✐ ❧❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✳

▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡s ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡ ✿ ❉❡s t❡♥❞❛♥❝❡s ♦✉ ❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡s✱ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♣♦s✐t✐✈❡s ♦✉ ♥é❣❛t✐✈❡s✱ ❞❡s ré♣❛rt✐t✐♦♥s ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❛❜❡rr❛♥t❡s✳

▲✬✐♠♣r❡ss✐♦♥ q✉✬♦♥ ♣❡✉t r❡t✐r❡r ❞✬✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞é♣❡♥❞ ❜✐❡♥ sûr ❞❡s ✉♥✐tés ❝❤♦✐s✐❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡
❝❤❛q✉❡ ❛①❡✳ ❉✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡r❛ ❞❡✉① ❝❛s ✿

✶✳ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❡t ❡①♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡
✉♥✐té ♦ù ♦♥ ❝❤♦✐s✐r❛ ❧❛ ♠ê♠❡ é❝❤❡❧❧❡ s✉r ❧❡s ❞❡✉① ❛①❡s ♦rt❤♦♥♦r♠és✳

✷✳ ❈❡❧✉✐ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤étér♦❣è♥❡s ♦ù ✐❧ ❡st r❡❝♦♠♠❛♥❞é s♦✐t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❡♥✲

tré❡s ❡t ré❞✉✐t❡s s✉r ❞❡s ❛①❡s ♦rt❤♦♥♦r♠és✳

✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❙t❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

✶✳✶✳✶ ❘❛♣♣❡❧ ✿ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❡♥tré❡s ❡t ré❞✉✐t❡s

❙✐ ❳ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ X ❡t ❞✬é❝❛rt✕t②♣❡ σ(X)✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❡♥tré❡
❛ss♦❝✐é❡ à X ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X − X ❡t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❡♥tré❡ ❡t ré❞✉✐t❡ ✭♦✉ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❞✉✐t❡✮

❛ss♦❝✐é❡ à X ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X−X
σ(X) ✳ ❆✐♥s✐ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té ♦✉ ❞❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡

❝❤♦✐s✐❡ ❡t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛②❛♥t ♠ê♠❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ♠ê♠❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✶✳✷✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❡♥tré❡s ré❞✉✐t❡s r❡st❡♥t

✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❝❡ q✉✬❡❧❧❡s ét❛✐❡♥t ❛✈❛♥t ❧❡ ❝❡♥tr❛❣❡ ❡t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✳

❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❖♥ ❛ ♠❡s✉ré ❧❛ t❛✐❧❧❡ ✭✈❛r✐❛❜❧❡ X✱ ❡♥ ♠ètr❡s✮ ❡t ❧❡ ♣♦✐❞s ✭✈❛r✐❛❜❧❡ Y ✱ ❡♥ ❦❣✮ ❞❡ ✺ ♣❡rs♦♥♥❡s✳
▲❛ sér✐❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❜✐✈❛r✐é❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

■♥❞✐✈✐❞✉s ✶ ✷ ✸ ✹ ✺

❚❛✐❧❧❡ ✶✳✺✺ ✶✳✻✵ ✶✳✻✺ ✶✳✼✵ ✶✳✼✺

P♦✐❞s ✺✹ ✻✷ ✻✵ ✻✾ ✼✸

❚❛❜❧❡ ✶✳✶ ✕ ❘é♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ✺ ✐♥❞✐✈✐❞✉s s✉✐✈❛♥t ❧❡✉r t❛✐❧❧❡ ❡t ❧❡✉r ♣♦✐❞s

▲❡ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

Taille en m
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ◆✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✭❚❛✐❧❧❡ ❀ P♦✐❞s✮

▲✬❡①❛♠❡♥ ❞✉ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣❡r♠❡t ❞❡ ré✈é❧❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✧♣♦s✐t✐✈❡✧

❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣✉✐sq✉✬♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✧t❛✐❧❧❡✧ ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à ❛✉❣♠❡♥t❡r
❞❛✈❛♥t❛❣❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✧♣♦✐❞s✧ ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❈❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥t
t❡♥❞❛♥❝❡ à ✈❛r✐❡r ✧❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ s❡♥s✧✳

❊①❡♠♣❧❡ ✿ ▲❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧t✐t✉❞❡ ❡st ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥
s❡❧♦♥ ❧✬❛❧t✐t✉❞❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞✉ s♦❧✳ ❖♥ ❛ ♠❡s✉ré ❧✬❛❧t✐t✉❞❡ ✭✈❛r✐❛❜❧❡ X✱ ❡♥ ♠ètr❡s✮ ❡t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛t♠♦✲

✽ ❉✐❜✱ ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐



✶✳✶✳ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ✿ ◆✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✭❙❝❛tt❡r ♣❧♦t✮

s♣❤ér✐q✉❡ ✭✈❛r✐❛❜❧❡ Y ✱ ❡♥ ❤P❛✮ ❞❡ ✶✵ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛❧t✐t✉❞❡s✳ ▲❛ sér✐❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❜✐✈❛r✐é❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❧❛
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❆❧t✐t✉❞❡ Pr❡ss✐♦♥ ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡

❡♥ ♠ ❡♥ ❤P❛

✵ ✶ ✵✶✸✳✷✺

✺✵✵ ✾✺✹✳✻✶

✶ ✵✵✵ ✽✾✽✳✼✻

✶ ✺✵✵ ✽✺✹✳✺✽

✷ ✵✵✵ ✼✾✹✳✾✽

✷ ✺✵✵ ✼✹✻✳✽✻

✸ ✵✵✵ ✼✵✶✳✶✷
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✺ ✵✵✵ ✺✹✵✳✷✺

✻ ✵✵✵ ✹✼✶✳✽✼

✼ ✵✵✵ ✹✶✵✳✻✻

✽ ✵✵✵ ✸✺✻✳✵✻

✾ ✵✵✵ ✸✵✼✳✹✽

✶✵ ✵✵✵ ✷✻✹✳✹✷

✶✶ ✵✵✵ ✷✷✻✳✸✼

❚❛❜❧❡ ✶✳✷ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ✧✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡ s❡❧♦♥
❧✬❛❧t✐t✉❞❡✧

▲❡ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ◆✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✭❆❧t✐t✉❞❡ ❀ Pr❡ss✐♦♥✮

❉✐❜ ❡t ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐ ✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❙t❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

▲❡ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ✧❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡✧ ✿ ▲❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡ ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à
❞✐♠✐♥✉❡r ❞❛✈❛♥t❛❣❡ q✉❡ ❧✬❛❧t✐t✉❞❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ét✉❞✐é❡s s❡♠❜❧❡♥t
❞♦♥❝ ❛✈♦✐r t❡♥❞❛♥❝❡ à ✈❛r✐❡r ❞❛♥s ❞❡s s❡♥s ♦♣♣♦sés✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ✧❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♥é❣❛t✐✈❡✧ ❡♥tr❡ ❧❡s
❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✶✳✷ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝❡

❯♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝❡ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é❝❡❧❡r ✉♥❡
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❛r❛❝tèr❡s✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝r♦✐s❡r ❞❡✉① ❝❛r❛❝tèr❡s ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❞é♥♦♠✲
❜r❛♥t ❧✬❡✛❡❝t✐❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t à ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝❛r❛❝tèr❡s✳ ❈❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ s❡
♣rés❡♥t❡ s✉rt♦✉t ❧♦rsq✉❡ N ❡st é❧❡✈é✱ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t q✉❛❧✐t❛t✐✈❡s ♦✉ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡s ❞✐s❝rèt❡s ♦✉
♠ê♠❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞✐st✐♥❝t❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡✳

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ st❛t✐st✐❝✐❡♥ ❜r✐t❛♥♥✐q✉❡ ❑❛r❧ P❡❛rs♦♥

❞❛♥s ✉♥ ❡ss❛✐ ✐♥t✐t✉❧é ✧❖♥ t❤❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❈♦♥t✐♥❣❡♥❝② ❛♥❞ ■ts ❘❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ◆♦r♠❛❧

❈♦rr❡❧❛t✐♦♥✧✱ ❡♥ ✶✾✵✹✳

❙♦✐t ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ N ✐♥❞✐✈✐❞✉s ♦✉ ✉♥✐tés st❛t✐st✐q✉❡s ❞é❝r✐t❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t s❡❧♦♥ ❞❡✉① ❝❛r❛❝✲
tèr❡s ✿ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ X ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♠♦❞❛❧✐tés x1, x2 , ..., xr ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ Y
♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♠♦❞❛❧✐tés y1, y2 , ..., ys✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r ✿

⋄ nij ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♠♦❞❛❧✐tés xi ❡t yj ✳

⋄ N ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡✛❡❝t✐❢ t♦t❛❧ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

N =
∑

i

∑

j

nij =
∑

i

ni. =
∑

j

nj. avec i ∈ {1, ..., r} et j ∈ {1, ..., s}.

⋄ ni. ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡✛❡❝t✐❢ t♦t❛❧ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ i✱ q✉✐ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s ♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ♠♦❞❛❧✐té
xi ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ Y ✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

ni. =
∑

j

nij = ni1 + ni2 + ...+ nis avec j ∈ {1, ..., s}.

⋄ n.j ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡✛❡❝t✐❢ t♦t❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ j q✉✐ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s ♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ♠♦❞❛❧✐té
yj ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ X ✿

n.j =
∑

i

nij = n1j + n2j + ...+ nrj avec i ∈ {1, ..., r}.

⋄ fij ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s ♣rés❡♥t❛♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞❛❧✐tés xi ❡t yj ❞é✜♥✐❡
♣❛r ✿

fij =
nij

N
∀i ∈ {1, ..., r} et ∀j ∈ {1, ..., s}

s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❡st é❣❛❧❡ à ✶✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✶✵ ❉✐❜✱ ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐



✶✳✸✳ ❙ér✐❡s ❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ✭X✱Y ✮

❨ y1 y2 · · · yj · · · ys ❈♦❧♦♥♥❡s

❳ ♠❛r❣✐♥❛❧❡s

x1 n11 n12 n1j n1s n1.

x2 n21 n22 n2j n2s n2.
✳✳✳

xi ni1 ni2 nij nis ni.

✳✳✳

xr nr1 nr2 nrj nrs nr.

❧✐❣♥❡s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s n.1 n.2 n.j n.s N = n..

❚❛❜❧❡ ✶✳✸ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ✭X✱Y ✮

✶✳✸ ❙ér✐❡s ❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s st❛t✐s✲
t✐q✉❡s ✭X✱Y ✮

✶✳✸✳✶ ❙ér✐❡ ❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ X

❙♦✐t ❧❛ sér✐❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ✉♥✐✈❛r✐é❡ ❡♥ X ✿ (xi;ni.)✱ ∀i ∈ {1, ..., r} ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉✬✉♥❡
s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ X✳

❯♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❡♥ X ❡st ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ à ✉♥ s❡✉❧ ❝❛r❛❝tèr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥
❛ss♦❝✐❛♥t à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠♦❞❛❧✐tés xi ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ X✱ ❧✬❡✛❡❝t✐❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
ni. ✭❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡✮ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ♠♦❞❛❧✐té xi ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡s
♠♦❞❛❧✐tés ❞✉ s❡❝♦♥❞ ❝❛r❛❝tèr❡ Y ✳

❊❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s {(xi;ni.)}✱ ∀i ∈ {1, ..., r} ♦ù ❧✬♦♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞❛❧✐té
xi✱ ❧✬❡✛❡❝t✐❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ni. ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r xi ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❛ sér✐❡ ♠❛r✲
❣✐♥❛❧❡ ❡♥ X✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ ❞é✜♥✐r ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞❛❧✐té xi ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ♣❛r ✿

fi. =
ni.

N
∀i ∈ {1, ..., r}.

❳ ni. fi

x1 n1. f1.
x2 n2. f2.
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

xi ni. fi.
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

xr nr. fr.

N = n.. f..

❚❛❜❧❡ ✶✳✹ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❡t ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♠❛r❣✐♥❛✉① ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❝✉♠✉❧és ♠❛r❣✐♥❛✉① ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❝✉♠✉❧é❡s
♠❛r❣✐♥❛❧❡s✳

❉✐❜ ❡t ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐ ✶✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❙t❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

✶✳✸✳✷ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ Y

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ Y ✭❡♥ ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❛♥t
❝♦♠♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡s ❡✛❡❝t✐❢s✱ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡✮ ❡t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞❛❧✐té yj ♣❛r ✿

f.j =
n.j

N
∀j ∈ {1, ..., s}.

❙♦✐t ❧❛ sér✐❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ Y ✿ (yj ;n.j)✱ ∀j ∈ {1, ..., s} ✿

❨ n.j f.j

y1 n.1 f.1
y2 n.2 f.2
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

yi n.j f.j
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

yr n.s f.s

N = n.. f..

❚❛❜❧❡ ✶✳✺ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❡t ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♠❛r❣✐♥❛✉① ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Y

❙✬❛❣✐ss❛♥t ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ X ❡st ét✉❞✐é❡
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳

✶✳✸✳✸ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛✉①

✶✳✸✳✸✳✶ ▼♦②❡♥♥❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ X

▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X✱ ♥♦té❡ X✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s
♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♠♦❞❛❧✐tés xi ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Y ❡t ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

X =
1

N

∑

i

ni. xi =
∑

i

fi. xi ∀i ∈ {1, ..., r} si X est une variable discrete

❡t

X =
1

N

∑

i

ni. ci =
∑

i

fi. ci ∀i ∈ {1, ..., r} si X est une variable continue

♦ù ci ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ [xi;xi+1[✳

✶✳✸✳✸✳✷ ▼♦②❡♥♥❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ Y

▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Y ✱ ♥♦té❡ Y ✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s
♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♠♦❞❛❧✐tés yj ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❡t ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

Y =
1

N

∑

j

n.j yj =
∑

j

f.j yj ∀j ∈ {1, ..., s} si Y est une variable discrete

❡t

Y =
1

N

∑

j

n.j c
′

j =
∑

j

f.j c
′

j ∀j ∈ {1, ..., s} si Y est une variable continue

♦ù c′j ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ [yj ; yj+1[✳

✶✷ ❉✐❜✱ ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐



✶✳✸✳ ❙ér✐❡s ❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ✭X✱Y ✮

✶✳✸✳✸✳✸ ❱❛r✐❛♥❝❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❳

▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ X✱ ♥♦té❡ V (X)✱ ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♠♦❞❛❧✐tés xi ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Y ❡t ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

V (X) =
1

N

∑

i

ni. (xi − X)2 =
∑

i

fi. (xi − X)2 ∀i ∈ {1, ..., r} si X est une variable discrete

❡t

V (X) =
1

N

∑

i

ni. (ci− X)2 =
∑

i

fi.

(

ci− X
)2

∀i ∈ {1, ..., r} si X est une variable continue

♦✉ ❡♥❝♦r❡

V (X) =
1

N

∑

i

ni. xi − X
2
=

∑

i

fi. xi − X
2 ∀i ∈ {1, ..., r} si X est une variable discrete

❡t

V (X) =
1

N

∑

i

ni. ci − X
2
=

∑

i

fi. ci − X
2 ∀i ∈ {1, ..., r} si X est une variable continue

♦ù ci ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ [xi;xi+1[✳

✶✳✸✳✸✳✹ ❱❛r✐❛♥❝❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❨

▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ Y ✱ ♥♦té❡ V (Y )✱ ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♠♦❞❛❧✐tés yj ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❡t ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

V (Y ) =
1

N

∑

j

n.j (yj − Y )2 =
∑

j

f.j

(

yj− Y
)2

∀j ∈ {1, ..., s} si Y est une variable discrete

❡t

V (Y ) =
1

N

∑

j

n.j (c
′

j − Y )2 =
∑

j

f.j

(

c′j − Y
)2

∀j ∈ {1, ..., s} si Y est une variable continue

♦✉ ❡♥❝♦r❡

V (Y ) =
1

N

∑

j

n.j yj − Y
2
=

∑

j

f.j yj − Y
2 ∀j ∈ {1, ..., s} si Y est une variable discrete

❡t

V (Y ) =
1

N

∑

j

n.j c
′

j − Y
2
=

∑

j

f.j c
′

j − Y
2 ∀j ∈ {1, ..., s} si Y est une variable continue

♦ù c′j ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ [yj ; yj+1[✳

❊①❡♠♣❧❡ ✿ ◆♦✉s ✐♥t❡rr♦❣❡♦♥s ✶✵ ét✉❞✐❛♥ts ❜♦✉rs✐❡rs ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♣ré♣❛r❡r ✉♥❡ ❡♥q✉êt❡ s✉r ❧✬é✈❡♥✲
t✉❡❧❧❡ ❧✐❛✐s♦♥ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t ❡①✐st❡r ❡♥t❡ ❧❡ ♠♦♥t❛♥t ♠❡♥s✉❡❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉rs❡ ✭yj ❡♥ ❉❆✮ ❡t ❧❡s ❞é♣❡♥s❡s
❡♥ ❜✐❡♥s ♦✉ s❡r✈✐❝❡s ❞❡ ❧♦✐s✐rs ❥♦✉r♥❛❧✐❡rs ✭xi ❡♥ ❉❆✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ ✭♠✐♥✐✮ ♣ré✲❡♥q✉êt❡ s♦♥t
♣rés❡♥tés ❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ✿

❉✐❜ ❡t ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐ ✶✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❙t❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

❨ ❬✶✻✵✵ ❀✷✹✵✵❬ ❬✷✹✵✵ ❀✸✷✵✵❬ ❬✸✷✵✵ ❀✹✵✵✵❬
❳

❬✷✺✵ ❀✹✺✵❬ ✶ ✸ ✷

❬✹✺✵ ❀✻✺✵❬ ✷ ✷ ✵

❚❛❜❧❡ ✶✳✻ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ✧♠♦♥t❛♥t ♠❡♥s✉❡❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉rs❡ ❡t ❧❡s ❞é♣❡♥s❡s ❡♥
❜✐❡♥s ♦✉ s❡r✈✐❝❡s ❞❡ ❧♦✐s✐rs ❥♦✉r♥❛❧✐❡rs✧

✶✳ ❈♦♠♣❧ét❡③ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡✛❡❝t✐❢s ♠❛r❣✐♥❛✉① ❡♥ X ❡t ❡♥ Y

❨ ❬✶✻✵✵ ❀✷✹✵✵❬ ❬✷✹✵✵ ❀✸✷✵✵❬ ❬✸✷✵✵ ❀✹✵✵✵❬ ❈♦❧♦♥♥❡s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s

❳ ni.

❬✷✺✵ ❀✹✺✵❬ ✶ ✸ ✷ ✻

❬✹✺✵ ❀✻✺✵❬ ✷ ✷ ✵ ✹

▲✐❣♥❡s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s n.j ✸ ✺ ✷ ✶✵

✷✳ ❉ét❡r♠✐♥❡③ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❡♥ X ❡t Y ❡t ❧❛ ♠é❞✐❛♥❡
❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❡♥ Y

❘❡♣r❡♥♦♥s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❡♥ X ❡t Y ❡t ❝♦♠♣❧ét♦♥s✲❧❛ ❛✈❡❝ ❧❡s
❝♦❧♦♥♥❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ni.ci✱

(

ci−X
)

✱
(

ci−X
)2

❡t ni.

(

ci−X
)2

✭♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡
❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✮✳

❈❧❛ss❡ ❞❡s ❈❡♥tr❡ ❞❡ ◆♦♠❜r❡

❞é♣❡♥s❡s ❝❧❛ss❡ ❞✬ét✉❞✐❛♥ts

X ci ni. ni. . ci ci −X
(

ci −X
)2

ni. .
(

ci −X
)2

❬✷✺✵ ❀ ✹✺✵❬ ✸✺✵ ✻ ✷ ✶✵✵ ✲ ✽✵ ✻ ✹✵✵ ✸✽ ✹✵✵

❬✹✺✵ ❀ ✻✺✵❬ ✺✺✵ ✹ ✷ ✷✵✵ ✶✷✵ ✶✹ ✹✵✵ ✺✼ ✻✵✵

❚♦t❛❧ ✶✵ ✹ ✸✵✵ ✾✻ ✵✵✵

▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st é❣❛❧❡ à

X =
1

N

∑

i

ni. . ci =
4300

10
= 430 DA

❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st é❣❛❧❡ à

V ar(X) =
1

N

∑

i

ni. .
(

ci −X
)2

=
96000

10
= 9600 DA.

❘❡♣r❡♥♦♥s à ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❡♥ Y ❡t ❝♦♠♣❧ét♦♥s✲❧❛ ❛✈❡❝ ❧❡s
❝♦❧♦♥♥❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts nj.c

′

j ✱
(

c′j −Y
)

✱
(

c′j −Y
)2

❡t nj.

(

c′j −Y
)2

✭♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡
❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✮✳

✶✹ ❉✐❜✱ ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐



✶✳✸✳ ❙ér✐❡s ❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ✭X✱Y ✮

❈❧❛ss❡ ❞❡s ❈❡♥tr❡ ❞❡ ◆♦♠❜r❡

❜♦✉rs❡s ❝❧❛ss❡ ❞✬ét✉❞✐❛♥ts

Y c′j n.j n.j . c
′

j c′j − Y
(

c′j − Y
)2

n.j .
(

c′j − Y
)2

❬✶ ✻✵✵ ❀ ✷ ✹✵✵❬ ✷ ✵✵✵ ✸ ✻ ✵✵✵ ✲✼✷✵ ✺✶✽ ✹✵✵ ✶ ✺✺✺ ✷✵✵

❬✷ ✹✵✵ ❀ ✸ ✷✵✵❬ ✷ ✽✵✵ ✺ ✶✹ ✵✵✵ ✽✵ ✻ ✹✵✵ ✸✷ ✵✵✵

❬✸ ✷✵✵ ❀ ✹ ✵✵✵❬ ✸ ✻✵✵ ✷ ✼ ✷✵✵ ✽✽✵ ✼✼✹✵ ✹✵✵ ✶ ✺✹✽ ✽✵✵

❚♦t❛❧ ✶✵ ✷✼ ✷✵✵ ✸ ✶✸✻ ✵✵✵

▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st é❣❛❧❡ à

Y =
1

N

∑

j

n.j . c
′

j =
27200

10
= 2720 DA

❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st é❣❛❧❡ à

V ar(Y ) =
1

N

∑

j

n.j .
(

c′j − Y
)2

=
3136000

10
= 313600 DA.

❈♦♥str✉✐s♦♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❝✉♠✉❧és ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠é❞✐❛♥❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

❈❧❛ss❡ ❞❡s ◆♦♠❜r❡ ❊✛❡❝t✐❢

❜♦✉rs❡s ❞✬ét✉❞✐❛♥ts ❝✉♠✉❧é

Y n.j n.j ր
❬✶ ✻✵✵ ❀ ✷ ✹✵✵❬ ✸ ✸

❬✷ ✹✵✵ ❀ ✸ ✷✵✵❬ ✺ ✽

❬✸ ✷✵✵ ❀ ✹ ✵✵✵❬ ✷ ✶✵

❚♦t❛❧ ✶✵

❚❛❜❧❡ ✶✳✼ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❝✉♠✉❧és ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✧♠♦♥t❛♥t ♠❡♥s✉❡❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉rs❡✧

▲✬❡✛❡❝t✐❢ ❝✉♠✉❧é t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♠é❞✐❛♥❡ ❡st é❣❛❧ à N/2 = 10/2 = 5✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ N/2
❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ [2400; 3200[ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛ss❡ à ❛✈♦✐r ✉♥ ❡✛❡❝t✐❢ ❝✉♠✉❧é s✉✲
♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ✺✳

▲❛ ♠é❞✐❛♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣r♦✉♣é❡ ❞❡s ♠♦♥t❛♥ts ❞❡ ❜♦✉rs❡s ❡st ❞ès ❧♦rs é❣❛❧❡ à ✿

Me = 2400 +
5− 2

8− 2
(3200− 2400) = 2800 DA.

◆♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❡♥ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡s ét✉❞✐❛♥ts ❡♥q✉êté❡s r❡ç♦✐✈❡♥t ✉♥ ♠♦♥✲
t❛♥t ❞❡ ❜♦✉rs❡ ❛✉ ♣❧✉s ✷✽✵✵ ❉❆✳

✸✳ ❉ét❡r♠✐♥❡③ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ♠♦❞❛❧❡ ❞❡s ❞é♣❡♥s❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞é♣❡♥s❡ ♠é❞✐❛♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❞❡s ét✉❞✐❛♥ts ❡♥q✉êtés✳

▲❛ ❝❧❛ss❡ ♠♦❞❛❧❡ ❞❡s ❞é♣❡♥s❡s ❡st ❝❡❧❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ét✉❞✐❛♥ts ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳
■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ [250; 450[ ❉❆✱ ❧✬❡✛❡❝t✐❢ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é ❡st é❣❛❧ à ✻✳

P♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❞é♣❡♥s❡ ♠é❞✐❛♥❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡s ét✉❞✐❛♥ts ❡♥q✉êtés ✭♦✉ ❞✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ✈❛✲
❧❡✉r ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❡ ❝❡t ❞é♣❡♥s❡ ♠é❞✐❛♥❡✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❡♥s❡s ét❛♥t ❣r♦✉♣é❡✮✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❡♥ X ❡t ❝♦♠♣❧ét♦♥s✲❧❛ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❝✉♠✉❧és✳

❉✐❜ ❡t ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐ ✶✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❙t❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

❈❧❛ss❡ ❞❡s ◆♦♠❜r❡ ❊✛❡❝t✐❢

❞é♣❡♥s❡s ❞✬ét✉❞✐❛♥ts ❝✉♠✉❧é

X ni. ni. ր
❬✷✺✵ ❀ ✹✺✵❬ ✻ ✻

❬✹✺✵ ❀ ✻✺✵❬ ✹ ✶✵

❚♦t❛❧ ✶✵

❚❛❜❧❡ ✶✳✽ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❝✉♠✉❧és ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✧❧❡s ❞é♣❡♥s❡s ❡♥ ❜✐❡♥s ♦✉ s❡r✈✐❝❡s ❞❡ ❧♦✐s✐rs
❥♦✉r♥❛❧✐❡rs✧

▲✬❡✛❡❝t✐❢ ❝✉♠✉❧é t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♠é❞✐❛♥❡ ❡st é❣❛❧ à N/2 = 10/2 = 5✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ N/2
❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ [250; 450[ ❉❆✳

▲❛ ♠é❞✐❛♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣r♦✉♣é❡ ❞❡s ❞é♣❡♥s❡s ❡st ❞ès ❧♦rs é❣❛❧❡ à ✿

Me = 250 +
5− 6

10− 6
(450− 250) = 187.5 DA.

◆♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❡♥ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡s ét✉❞✐❛♥ts ❡♥q✉êté❡s ❞é♣❡♥s❡♥t ❛✉ ♣❧✉s
✶✽✼✳✺ ❉❆✳

✶✳✹ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s
✭❳✱❨✮

▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ✜①❛♥t ❧✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝❛r❛❝tèr❡s ❡t ❡♥ ✈❛r✐❛♥t ❧❡s
♠♦❞❛❧✐tés ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❞é✜♥✐r ✿

⋄ s✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X s❛❝❤❛♥t Y = yj ✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ X ❡♥ Y ✱ ♦ù Y ❡st ✜①é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r yj ✱ ♣❛r {(xi;nij), ∀i ∈ {1, ..., r} ❡t j ✜①é}
❡t r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❜s❡r✈é❡ ✉♥✐✈❛r✐é❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ n.j ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❧❛ jieme ❝♦❧♦♥♥❡ ✭❝à❞ ❧❡s nij ✱ ∀i ∈ {1, ..., r} ❡t j ✜①é✮
❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❡t ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦r✲
t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♠♦❞❛❧✐tés xi ❡t ❧❛ ♠♦❞❛❧✐té yj s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❢réq✉❡♥❝❡s

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✱ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

fi/j =
nij

n.j

s❛❝❤❛♥t q✉❡
∑

i

fi/j =
∑

i

nij

n.j

=
n.j

n.j

= 1.

✶✻ ❉✐❜✱ ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐



✶✳✹✳ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ✭❳✱❨✮

X/Y=yj n.j fi/j
x1 n1j f1/j
x2 n2j f2/j
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

xi nij fi/j
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

xr nrj fr/j
1

❚❛❜❧❡ ✶✳✾ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❡t ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X

▲❡s s✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡s s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ❛♣♣❡❧é❡s ❧❡s ♣r♦✜❧s✲❝♦❧♦♥♥❡s
❛ss♦❝✐és ❛✉ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝❡✳

◆♦t♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s {(xi; fij), ∀i ∈ {1, ..., r} ❡t j ✜①é} ❡st ♣❛r❢♦✐s
❛♣♣❡❧é❡ ♣r♦✜❧✲❝♦❧♦♥♥❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✳

⋄ r✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Y s❛❝❤❛♥t X = xi✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ Y ❡♥ X✱ ♦ù X ❡st ✜①é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r xi✱ ♣❛r {(yj ;nij), ∀j ∈ {1, ..., s} ❡t i ✜①é}
❡t r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❜s❡r✈é❡ ✉♥✐✈❛r✐é❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ni. ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❧❛ iieme ❝♦❧♦♥♥❡ ✭❝à❞ ❧❡s nij ✱ i ✜①é ❡t ∀j ∈ {1, ..., s}✮
❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❡t ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦r✲
t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♠♦❞❛❧✐tés yj ❡t ❧❛ ♠♦❞❛❧✐té xi s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❢réq✉❡♥❝❡s

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✱ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

fj/i =
nij

ni.

s❛❝❤❛♥t q✉❡
∑

j

fj/i =
∑

j

nij

ni.

=
ni.

ni.

= 1.

Y/X=xi ni. fi/j
y1 ni1 fi/1
y2 ni2 fi/2
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

yi nij fi/j
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

ys nis fi/s
1

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✵ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❡t ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Y

▲❡s r✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡s s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ❛♣♣❡❧é❡s ❧❡s ♣r♦✜❧s✲❧✐❣♥❡s
❛ss♦❝✐és ❛✉ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝❡✳

❉✐❜ ❡t ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐ ✶✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❙t❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

◆♦t♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s {(yj ; fij), ∀j ∈ {1, ..., s} ❡t i ✜①é} ❡st ♣❛r❢♦✐s
❛♣♣❡❧é❡ ♣r♦✜❧✲❧✐❣♥❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✳

▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❜s❡r✈é❡s ✉♥✐✈❛r✐é❡s ❡t s♦♥t ❛♥❛✲
❧②sé❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ✉♥✐✈❛r✐é❡✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❡✉t
s✬❛✈ér❡r ✉t✐❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣r♦✜❧s✲❝♦❧♦♥♥❡s ♦✉ ❧✐❣♥❡s ❡♥tr❡ ❡✉① ❡t ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦✜❧✲❝♦❧♦♥♥❡
♦✉ ❧✐❣♥❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré✈é❧❡r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s X ❡t Y ✳

✶✳✹✳✶ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s

✶✳✹✳✶✳✶ ▼♦②❡♥♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❳

■❧ ② ❛ s✲♠♦②❡♥♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X s❛❝❤❛♥t Y = yj ✱ ∀j ∈ {1, .., s}✳ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X s❛❝❤❛♥t Y = yj ✱ ♥♦té❡ Xj ✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s✱
❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ n.j ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ♠♦❞❛❧✐té xi ❡t ❧❛ ♠♦❞❛❧✐té yj s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❡t ❡st ❞♦♥♥é❡
♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Xj =
1

n.j

∑

i

nij xi =
∑

i

fij xi si X est une variable discrete

❡t

Xj =
1

n.j

∑

i

nij ci =
∑

i

fij ci si X est une variable continue

♦ù ci ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ [xi;xi+1[✳

✶✳✹✳✶✳✷ ▼♦②❡♥♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❨

■❧ ② ❛ r✲♠♦②❡♥♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Y s❛❝❤❛♥t X = xi✱ ∀i ∈ {1, .., r}✳ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Y s❛❝❤❛♥t X = xi✱ ♥♦té❡ Y i✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s✱
❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ni. ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ♠♦❞❛❧✐té yj ❡t ❧❛ ♠♦❞❛❧✐té xi s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❡t ❡st ❞♦♥♥é❡
♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Y i =
1

ni.

∑

j

nij yj =
∑

j

fij yj si Y est une variable discrete

❡t

Y i =
1

ni.

∑

j

nij c
′

j =
∑

j

fij c
′

j si Y est une variable continue

♦ù c′j ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ [yj ; yj+1[✳

✶✳✹✳✶✳✸ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❳

▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X s❛❝❤❛♥t Y = yj ✱ ♥♦té❡ Vj(X)✱ ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s✲
♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ n.j ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ♠♦❞❛❧✐té xi ❡t ❧❛ ♠♦❞❛❧✐té yj
s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❡t ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

Vj(X) =
1

n.j

∑

i

nij (xi − Xj)
2 =

∑

i

fij

(

xi − Xj

)2
si X est une variable discrete

❡t

Vj(X) =
1

n.j

∑

i

nij (ci − Xj)
2 =

∑

i

fij

(

ci − Xj

)2
si X est une variable continue

✶✽ ❉✐❜✱ ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐



✶✳✹✳ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ✭❳✱❨✮

♦✉ ❡♥❝♦r❡

Vj(X) =
1

n.j

∑

i

nij xi − X
2
j =

∑

i

fij xi − X
2
j si X est une variable discrete

❡t

Vj(X) =
1

n.j

∑

i

nij ci − X
2
j =

∑

i

fij ci − X
2
j si X est une variable continue

♦ù ci ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ [xi;xi+1[✳

✶✳✹✳✶✳✹ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❨

▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Y s❛❝❤❛♥t X = yj ✱ ♥♦té❡ Vi(Y )✱ ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s✲
♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ n.j ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ♠♦❞❛❧✐té xi ❡t ❧❛ ♠♦❞❛❧✐té yj
s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❡t ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

Vi(Y ) =
1

ni.

∑

j

nij (yj − Y i)
2 =

∑

j

fij

(

xi − Y i

)2
si Y est une variable discrete

❡t

Vi(Y ) =
1

ni.

∑

j

nij (c
′

j − Y i)
2 =

∑

j

fij

(

c′j − Y i

)2
si Y est une variable continue

♦✉ ❡♥❝♦r❡

Vi(Y ) =
1

ni.

∑

j

nij yj − Y
2
i =

∑

j

fij yi − Y
2
i si Y est une variable discrete

❡t

Vi(Y ) =
1

ni.

∑

j

nij c
′

j − Y
2
i =

∑

j

fij c
′

j − Y
2
i si Y est une variable continue

♦ù c′j ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ [yj ; yj+1[✳

✶✳✹✳✶✳✺ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ♠♦②❡♥♥❡s ❡t ✈❛r✐❛♥❝❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿

X =
1

N

∑

j

n.j Xj et Y =
1

N

∑

i

ni. Y i

❡t

V (X) =
1

N

∑

j

n.j Vj(X) +
1

N

∑

j

n.j

(

Xj −X
)2

,

V (Y ) =
1

N

∑

i

ni. Vi(Y ) +
1

N

∑

i

ni.

(

Y i − Y
)2

.

❖♥ r❡t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✿

▼♦②❡♥♥❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❂ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣♦♥❞éré❡s ♣❛r ❧❡s

❡✛❡❝t✐❢s ♠❛r❣✐♥❛✉①

❉✐❜ ❡t ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐ ✶✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❙t❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

✶✳✺ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ✭❳✱❨✮

▲♦rsq✉✬✉♥❡ sér✐❡ st❛t✐st✐q✉❡ à ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡s ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡
❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦✉ ✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥t✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ t♦✉❥♦✉rs à ❞é❝❡❧❡r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡♥tr❡
❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ q✉✐
♣♦✉rr❛ ❡①✐st❡r ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❛ttr✐❜✉é❡ ❛✉ ♣❤②s✐❝✐❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s ❆✉❣✉st❡ ❇r❛✈❛✐s ♣❛r
❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ s❡s tr❛✈❛✉① ❡✛❡❝t✉és ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❛♥s ❧❡s t✐rs ❞✬❛rt✐❧❧❡r✐❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ à ❋r❛♥❝✐s
●❛❧t♦♥ q✉✐ ❣râ❝❡ à ❧✉✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t st❛t✐st✐q✉❡✳ ❈✬❡st ❡♥s✉✐t❡ ❦❛r❧ P❡❛rs♦♥
q✉✐ ♣r♦♣♦s❡ ❡♥ ✶✾✽✻ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✳

❆✜♥ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱
q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✳✶✳ ▲❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ❞és✐❣♥é❡ ♣❛r Cov(X,Y ) ❡t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿

Cov(X,Y ) =
1

N

∑

i=1

nij

(

xi −X
) (

yi − Y
)

♦✉ ❜✐❡♥

Cov(X,Y ) =
1

N

∑

i=1

nij xi . yi −X . Y

♦ù X ❡t X ❞és✐❣♥❡♥t ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s sér✐❡s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s✳

◆♦✉s r❡t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ✿

❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❂ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡s é❝❛rts à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s X ❡t Y ✱

♦✉ ❜✐❡♥ ❡♥❝♦r❡

❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❂ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♠♦✐♥s ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s

X ❡t Y ✳

✶✳✺✳✶ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

P✶ ✲ Cov(X,X) = V ar(X)✳

P✷ ✲ ▲❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡✱ ✐✳❡✳ ✿

Cov(X,Y ) = Cov(Y,X).

P✸ ✲ Cov(a X, Y ) = a Cov(X,Y ) ❡t Cov(X, b Y ) = b Cov(X,Y )✳

P✹ ✲ Cov(
∑

iXi,
∑

j Yj) =
∑

i

∑

j Cov(Xi, Yj) ✳

P✺ ✲ ▲❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r ré❡❧❧❡ ❡t ❞♦♥t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡
❛ss♦❝✐é❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡s ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

V ar(X + Y ) = V ar(X) + V ar(Y ) + Cov(X,Y ).

P✻ ✲ V ar(a X + b Y ) = a2 V ar(X) + b2 V ar(Y ) + 2 a b Cov(X,Y )✳

✷✵ ❉✐❜✱ ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐



✶✳✺✳ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ✭❳✱❨✮

P✼ ✲ ❙✐❣♥❛❧♦♥s ❛✉ss✐ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❛♣♣❡❧é❡ ❧✬■♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛rt③ ❡t
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ♣❧✉t❛r❞ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✿

Cov2(X,Y ) ≤ V ar(X) V ar(Y ).

❈♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ✉♥✐tés ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s X ❡t Y ✱ ♦♥ ❞♦✐t ❧❛ r❡♥❞r❡
✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❡♥ ❧❛ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s é❝❛rt✲t②♣❡s ❞❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✺✳✶✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡✮ ♣❛r ❧❛

♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✭♦✉ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✮ q✉✐✱ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r ✈❛r✐❛❜❧❡s

❛❧é❛t♦✐r❡s ré❡❧❧❡s X1, . . . , Xr✱ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ ❞♦♥t ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✐ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❥ ❡st ❧❛

❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Xi ❡t Xj ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

V ar
(

∑

i

Xi

)

=
∑

i

V ar(Xi) + 2
∑

1<i<j<r

Cov(Xi, Xj).

✶✳✺✳✷ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

▲❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉ ♥é❣❛t✐✈❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡
❣r❛✈✐té ❞✉ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♦♥t (X,Y )✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❡s tr♦✐s s♦rt❡s
♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ✿

⋄ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❜✐❡♥ q✉❡ s✐ ❞❛♥s ✉♥ ♥✉❛❣❡ ❆✱ ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts
❞✉ ♥✉❛❣❡ ♦♥t t❡♥❞❛♥❝❡ à s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ✭❝✲à✲❞ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❝❛r ❧♦rsq✉❡
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ x ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ y ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t t❡♥❞❛♥❝❡ à ❛✉❣♠❡♥t❡r✮✱ ❛✐♥s✐ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✉
♥✉❛❣❡ s❡ tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡s q✉❛❞r❛♥ts ■ ❡t ■■■ ❡t ❞♦♥♥❡♥t ❞♦♥❝ ❧✐❡✉ à ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts

(

xi −X
) (

yi − Y
)

♣r❡sq✉❡ ♣♦s✐t✐❢s✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✳

⋄ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ♥✉❛❣❡ ❆✱ s✐ ✉♥ ♥✉❛❣❡ ❇ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♥é❣❛t✐✈❡
✭♣✉✐sq✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ x ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ y ❛ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ t❡♥❞❛♥❝❡ à ❞✐♠✐♥✉❡r✮✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡
❛❧♦rs q✉❡ ♣r❡sq✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ♥✉❛❣❡ ♦❝❝✉♣❡♥t ❧❡s q✉❛❞r❛♥ts ■■ ❡t ■❱✱ ❞✬♦ù t♦✉s ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts
(

xi −X
) (

yi − Y
)

s♦♥t ♥é❣❛t✐❢s ❡t ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ❛❧♦rs ♥é❣❛t✐✈❡✳

⋄ ❙✐ ✉♥ ♥✉❛❣❡ ❈ ♥❡ ♠♦♥tr❡ ❛✉❝✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧✐é❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ❛❧♦rs ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ♥✉❛❣❡ s❡ ré♣❛rt✐ss❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐t❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡s
q✉❛tr❡ q✉❛❞r❛♥ts ❞✉ ♣❧❛♥ ❡t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣♦s✐t✐❢s ❝♦♠♣❡♥s❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♥é❣❛t✐❢s✱
❞♦♥♥❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✐❡✉ à ✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❙✉r ✉♥❡ ❛♥♥é❡ ❣❧✐ss❛♥t❡✱ ♦♥ ❛ ♠❡s✉ré ♣♦✉r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ✶✵ ❥❡✉♥❡s â❣és ❞❡ ✶✶ à ✶✻ ❛♥s✱
❧✬â❣❡ ✭✈❛r✐❛❜❧❡ X✮ ❡t ❧❛ ❞✉ré❡ ❥♦✉r♥❛❧✐èr❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ré❡ ❞✬é❝♦✉t❡ ❞❡ ❧❡✉r ▼P✸ ✭✈❛r✐❛❜❧❡ Y ❡①♣r✐♠é❡
❡♥ ❤❡✉r❡✮✳ ▲❛ sér✐❡ st❛t✐st✐q✉❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡
♣♦✐♥ts s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❝✐✲❛♣rès ✿

xi ✶✶ ✶✶ ✶✷ ✶✷ ✶✸ ✶✸ ✶✹ ✶✺ ✶✺ ✶✻

yi ✷ ✷✳✶ ✷✳✼ ✸ ✹ ✹✳✺ ✺ ✻✳✺ ✻✳✽ ✼✳✻

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✶ ✕ ❘é♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✶✵ ❥❡✉♥❡s s✉✐✈❛♥t ❧✬â❣❡ ❡t ❧❛ ❞✉ré❡ ❥♦✉r♥❛❧✐èr❡ ♠♦②❡♥♥❡
❞✉ré❡ ❞✬é❝♦✉t❡ ❞❡ ❧❡✉r ▼P✸

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❡✉t s✬❡✛❡❝t✉❡r ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ✿

❉✐❜ ❡t ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐ ✷✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❙t❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

xi yi
(

xi −X
) (

yi − Y
) (

xi −X
)2 (

yi − Y
)2 (

xi −X
) (

yi − Y
)

❛✈❡❝ X = 13.2 ❛✈❡❝ Y = 4.42

✶✶ ✷ ✲✷✳✷ ✲✷✳✹✷ ✹✳✽✹ ✺✳✽✺✻✹ ✺✳✸✷✹

✶✶ ✷✳✶ ✲✷✳✷ ✲✷✳✸✷ ✹✳✽✹ ✺✳✸✽✷✹ ✺✳✶✵✹

✶✷ ✷✳✼ ✲✶✳✷ ✲✶✳✼✷ ✶✳✹✹ ✷✳✾✺✽✹ ✷✳✵✻✹

✶✷ ✸ ✲✶✳✷ ✲✶✳✹✷ ✶✳✹✹ ✷✳✵✶✻✹ ✶✳✼✵✹

✶✸ ✹ ✲✵✳✷ ✲✵✳✹✷ ✵✳✵✹ ✵✳✶✼✻✹ ✵✳✵✽✹

✶✸ ✹✳✺ ✲✵✳✷ ✵✳✵✽ ✵✳✵✹ ✵✳✵✵✻✹ ✲✵✳✵✶✻

✶✹ ✺ ✵✳✽ ✵✳✺✽ ✵✳✻✹ ✵✳✸✸✻✹ ✵✳✹✻✹

✶✺ ✻✳✺ ✶✳✽ ✷✳✵✽ ✸✳✷✹ ✹✳✸✷✻✹ ✸✳✼✹✹

✶✺ ✻✳✽ ✶✳✽ ✷✳✸✽ ✸✳✷✹ ✺✳✻✻✹✹ ✹✳✷✽✹

✶✻ ✼✳✻ ✷✳✽ ✸✳✶✽ ✼✳✽✹ ✶✵✳✶✶✷✹ ✽✳✾✵✹

✶✸✷ ✹✹✳✷ ✵ ✵ ✷✼✳✻ ✸✻✳✽✸✻ ✸✶✳✻✻

P❛r s✉✐t❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

Cov(X,Y ) =
1

10

10
∑

i=1

(

xi −X
) (

yi − Y
)

=
31.66

10
= 3.166.

▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❇r❛✈❛✐s✲P❡❛rs♦♥✱ ❞és✐❣♥é ♣❛r r ♦✉ rXY ✱ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

rXY =
Cov(X,Y )

σX σY
.

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ Cov(X,Y ) ❡st ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t σX ❡t σY s♦♥t ❧❡s é❝❛rts✲t②♣❡s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❡♥ X ❡t ❡♥ Y ✳

▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ s✐❣♥❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s é❝❛rts✲t②♣❡s
s♦♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣♦s✐t✐❢s✳ ❈❡❝✐ s✬✐♥t❡r♣rèt❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

⋄ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♦♥t t♦✉s ❞❡✉① ♣♦s✐t✐❢s✱

⋄ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♥é❣❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♦♥t t♦✉s ❞❡✉① ♥é❣❛t✐❢s✱

⋄ s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥
♦♥t t♦✉s ❞❡✉① ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ③ér♦✳

❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❘❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡r❝✐❝❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ✧â❣❡ ❡t ❞✉ré❡ ❥♦✉r♥❛❧✐èr❡
♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ré❡ ❞✬é❝♦✉t❡ ❞❡ ❧❡✉r ▼P✸✧✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡ à ✿

r =
Cov(X,Y )

σX σY
=

31.66)√
2.76

√
3.68

= 0.9929.

✷✷ ❉✐❜✱ ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐



✶✳✻✳ ■♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❳ ❡t ❨

✶✳✻ ■♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❳ ❡t ❨

❉❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s s♦♥t st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐é✲
tés s✉✐✈❛♥t❡s ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿

P✶ ✲ ▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✱
✐✳❡✳ ✿

fi/j = fi. ou fj/i = f.j , ∀i ∈ {1, ..., r} et ∀j ∈ {1, ..., s}.
P✷ ✲ ▲❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s s♦♥t é❣❛❧❡s ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✱

✐✳❡✳ ✿
fij = fi. . f.j , ∀i ∈ {1, ..., r} et ∀j ∈ {1, ..., s}.

P✸ ✲ ▲❡s ❡✛❡❝t✐❢s ♣❛rt✐❡❧s s♦♥t é❣❛✉① ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❡✛❡❝t✐❢s ♠❛r❣✐♥❛✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✱ ✐✳❡✳ ✿

nij = ni. . n.j , ∀i ∈ {1, ..., r} et ∀j ∈ {1, ..., s}.

P✹ ✲ ▲❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t é❣❛❧❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡t é❣❛❧❡s à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐✳❡✳ ✿

X = X1 = X2 = ... = Xj = ... = Xs ou Y = Y 1 = Y 2 = ... = Y i = ... = Y r.

✶✳✼ ❉r♦✐t❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥

❙✐ ❧✬❡①❛♠❡♥ ❞✉ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ sér✐❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❜✐✈❛r✐é❡ ❞é❝è❧❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é✲
♣❡♥❞❛♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ Y ❡♥ X✱ ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡ tr❛✈❡rs❛♥t ❧❡ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❞❡ Y
❡♥ X q✉✐ ❛❥✉st❡ ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡ ♥✉❛❣❡✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s
♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✳

✶✳✼✳✶ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥

❈♦♠♠❡ t♦✉t❡ ❞r♦✐t❡✱ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❞❡ Y ❡♥ X ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✉
♣r❡♠✐❡r ❞❡❣ré ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

y = a x + b.

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❝♦♥s✐st❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿

F (a, b) =
∑

i

[yi − (a xi + b)]2,

♦ù ri = yi − (a xi + b) ❡st ❧❡ rés✐❞✉ ♦✉ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ré❡❧❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é❡
yi ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❥✉sté❡ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ a xi + b✳ ◆♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❞ès ❧♦rs ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛❥✉st❡♠❡♥t ❡st ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧❛ ❞r♦✐t❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t
❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ri✱ ∀i✳ ▲❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ a ❡t b ❡t ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡
♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❞♦♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✿

a =
Cov(X,Y )

σ(X)2
et b = Y − a X.

◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❞❡ Y ❡♥ X ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❡ ❜❛r②❝❡♥tr❡ ♦✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té
❞✉ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (X,Y ) ❡t q✉❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❛
♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧✐❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ✿

❉✐❜ ❡t ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐ ✷✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❙t❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

⋄ s✐ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡✱ ♣❛r s✉✐t❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡t a ❧❡ s♦♥t✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡
❧❛ ❞r♦✐t❡ ❡st ❛s❝❡♥❞❛♥t❡✱

⋄ s✐ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ♥é❣❛t✐✈❡✱ ♣❛r s✉✐t❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡t a ❧❡ s♦♥t✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡
❧❛ ❞r♦✐t❡ ❡st ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✿ ✶✵✵ s❛❧❛r✐és ♦♥t été ♦❜s❡r✈és s❡❧♦♥ ❧❡s ❞❡✉① ❝❛r❛❝tèr❡s s❛❧❛✐r❡s ❡♥ 103 ❉❆ ✭❳✮ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬❡♥❢❛♥ts ✭❨✮✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❥♦✐♥t❡ ❞❡ (X,Y ) ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

◆♦♠❜r❡ ✵ ✶ ✷ ✸ ✹ ❈♦❧♦♥♥❡s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s

❙❛❧❛✐r❡s ❞✬❡♥❢❛♥ts

❬✵✱✺❬ ✷ ✸ ✶ ✸ ✶ ✶✵

❬✵✺✱✶✵❬ ✹ ✻ ✷ ✻ ✷ ✷✵

❬✶✵✱✶✹❬ ✹ ✻ ✷ ✻ ✷ ✷✵

❬✶✹✱✶✻❬ ✽ ✶✷ ✹ ✶✷ ✹ ✹✵

❬✶✻✱✷✵❬ ✷ ✸ ✶ ✸ ✶ ✶✵

❧✐❣♥❡s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ✷✵ ✸✵ ✶✵ ✸✵ ✶✵ ✶✵✵

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✷ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝❛r❛❝tèr❡s ✧s❛❧❛✐r❡s ❡t ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❢❛♥ts✧

✶✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ X ❡t Y s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

✷✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ X ❡t Y ✳

✸✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❞❡ Y s✉r X✳

❙♦❧✉t✐♦♥ ✿

✶✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ X ❡t Y s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts

1ere ♠ét❤♦❞❡ ✿ X ❡t Y s♦♥t st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿

fij = fi. × f.j , ∀ i, j ∈ {1, .., 5}.

P♦✉r i = 1 ❡t j ∈ {1, .., 5}✱ ♦♥ ❛ ✿























































































f11 =
2

100
❡t f1. × f.1 =

10

100
× 20

100
❞✬♦ù f11 = f1. × f.1,

f12 =
3

100
❡t f1. × f.2 =

10

100
× 30

100
❞✬♦ù f12 = f1. × f.2,

f13 =
1

100
❡t f1. × f.3 =

10

100
× 10

100
❞✬♦ù f13 = f1. × f.3,

f14 =
4

100
❡t f1. × f.4 =

10

100
× 30

100
❞✬♦ù f14 = f1. × f.4,

f15 =
1

100
❡t f1. × f.5 =

10

100
× 30

100
❞✬♦ù f15 = f1. × f.5.

P♦✉r i = 2 ❡t j ∈ {1, .., 5}✱ ♦♥ ❛ ✿

✷✹ ❉✐❜✱ ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐
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





















































































f21 =
4

100
❡t f2. × f.1 =

20

100
× 20

100
❞✬♦ù f21 = f2. × f.1,

f22 =
6

100
❡t f2. × f.2 =

20

100
× 30

100
❞✬♦ù f22 = f2. × f.2,

f23 =
2

100
❡t f2. × f.3 =

20

100
× 10

100
❞✬♦ù f23 = f2. × f.3,

f24 =
6

100
❡t f2. × f.4 =

20

100
× 30

100
❞✬♦ù f24 = f2. × f.4,

f25 =
2

100
❡t f2. × f.5 =

20

100
× 30

100
❞✬♦ù f25 = f2. × f.5.

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✿ i = 3✱ i = 4 ✱ i = 5 ❡t j ∈ {1, .., 5}
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

2eme ♠ét❤♦❞❡ ✿ X ❡t Y s♦♥t st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t é❣❛❧❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡t é❣❛❧❡s à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✿

X1 = X2 = X3 = X4 = X5 = X

♦✉
Y 1 = Y 2 = Y 3 = Y 4 = Y 5 = Y .

❖r

❙❛❧❛✐r❡s ❈❡♥tr❡

❞❡ ❝❧❛ss❡

ci ni. ni. ✳ ci ni1 ni1 ✳ ci ni2 ni2 ✳ ci ni3 ni3 ✳ ci

❬✵✵✱✺❬ ✷✳✺ ✶✵ ✷✺ ✷ ✺ ✸ ✼✳✺ ✶ ✷✳✺

❬✵✺✱✶✵❬ ✼✳✺ ✷✵ ✶✺✵ ✹ ✸✵ ✻ ✹✺✳✵ ✷ ✶✺✳✵

❬✶✵✱✶✹❬ ✶✷✳✵ ✷✵ ✷✹✵ ✹ ✹✽ ✻ ✼✷✳✵ ✷ ✷✹✳✵

❬✶✹✱✶✻❬ ✶✺✳✵ ✹✵ ✻✵✵ ✽ ✶✷✵ ✶✷ ✶✽✵✳✵ ✹ ✻✵✳✵

❬✶✻✱✷✵❬ ✶✽✳✵ ✶✵ ✶✽✵ ✷ ✸✻ ✸ ✺✹✳✵ ✶ ✶✽✳✵

❚♦t❛❧ ✶✵✵ ✶✶✾✺ ✷✵ ✷✸✾ ✸✵ ✸✺✽✳✺ ✶✵ ✶✶✾✳✺

P❛r s✉✐t❡✱ ♦♥ ❛ ✿

X =
1

ni.

∑

i=1

5
ni. ci =

1195

100
= 11.95 .103DA

❡t

X1 =
1

n.1

∑

i=1
5ni1 ci =

239

20
= 11.95 .103DA,

X2 =
1

n.2

∑

i=1
5ni2 ci =

358.5

30
= 11.95 .103DA = X4,

X3 =
1

n.3

∑

i=1
5ni3 ci =

119.5

10
= 11.95 .103DA = X5.

❉✐❜ ❡t ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐ ✷✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❙t❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

❉✬♦ù✱ X ❡t Y s♦♥t st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

❖✉ ❜✐❡♥✱

◆♦♠❜r❡

❞✬❡♥❢❛♥ts

yj n.j n.j ✳ yj n1j n1j ✳ yj n2j n2j ✳ yj n4j n4j ✳ yj

✵ ✷✵ ✵ ✷ ✵ ✹ ✵ ✽ ✵

✶ ✸✵ ✸✵ ✸ ✸ ✻ ✻ ✶✷ ✶✷

✷ ✶✵ ✷✵ ✶ ✷ ✷ ✹ ✹ ✽

✸ ✸✵ ✾✵ ✸ ✾ ✻ ✶✽ ✶✷ ✸✻

✹ ✶✵ ✹✵ ✶ ✹ ✷ ✽ ✹ ✶✻

❚♦t❛❧ ✶✵✵ ✶✽✵ ✶✵ ✶✽ ✷✵ ✸✻ ✹✵ ✼✷

P❛r s✉✐t❡✱ ♦♥ ❛ ✿

Y =
1

n.j

∑

i=1

5
n.j yij =

180

100
= 1.8 enfant

Y 1 =
1

n1.

∑

j=1
5n1j yj =

18

10
= 1.8 enfant = Y 5,

Y 2 =
1

n2.

∑

j=1
5n2j yj =

36

20
= 1.8 enfant = Y 3,

Y 4 =
1

n3.

∑

j=1
5n3j yj =

72

40
= 1.8 enfant.

❉✬♦ù✱ X ❡t Y s♦♥t st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

✷✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ X ❡t Y ▲❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❳ ❡t ❨ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

cov(X,Y ) =
1

N

∑

i=1

5∑

j=1

5
nij ci yj − X Y

yj ✵ ✶ ✷ ✸ ✹ ❚♦t❛❧

ci nij ci yj

✷✳✺ ✵ ✼✳✺ ✺ ✷✷✳✺ ✶✵ ✹✺

✼✳✺ ✵ ✹✺✳✵ ✸✵ ✶✸✺✳✵ ✻✵ ✷✼✵

✶✷✳✵ ✵ ✼✷✳✵ ✹✽ ✷✶✻✳✵ ✾✻ ✹✸✷

✶✺✳✵ ✵ ✶✽✵✳✵ ✶✷✵ ✺✹✵✳✵ ✷✹✵ ✶✵✽✵

✶✽✳✵ ✵ ✺✹✳✵ ✸✻ ✶✻✷✳✵ ✼✷ ✸✷✹

❚♦t❛❧ ✵ ✸✺✽✳✺ ✷✸✾ ✶✵✼✺✳✺ ✹✼✽ ✷✶✺✶

❉✬♦ù

cov(X,Y ) =
2151

100
− 11.95× 1.8 = 0.

✷✻ ❉✐❜✱ ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐
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✸✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❞❡ Y s✉r X

❉✬❛♣rès ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ♦r❞✐♥❛✐r❡✱ ♦♥ ❛ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Y = a x + b

❛✈❡❝ a =
Cov(X,Y )

σ(X)2
= 0 ❡t b = Y ✳

❉✐❜ ❡t ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐ ✷✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❙t❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

✷✽ ❉✐❜✱ ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❊①❡r❝✐❝❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝♦rr✐❣és s✉r

❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

✷✳✶ ❊①❡r❝✐❝❡ ✶

❖♥ ❛ ❡①❛♠✐♥é ✶✵✵✵ s❛❧❛r✐és ❞✬✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❧❡✉rs s❛❧❛✐r❡s ❡♥ ❉✐♥❛rs ❆❧❣ér✐❡♥s ❡t
❧❡✉rs ❛♥♥é❡s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝t❡✉r✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ✿

❆♥♥é❡s ❬✵✱✶✵❬ ❬✶✵✱✶✺❬ ❬✶✺✱✷✵❬ ❬✷✵✱✸✵❬ ❈♦❧♦♥♥❡s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s

❙❛❧❛✐r❡s

❬✶✵✵✵✱✷✵✵✵❬ ✷✷✵ ✶✵✵ ✾✵ ✺✵ ✹✻✵

❬✷✵✵✵✱✸✵✵✵❬ ✶✷✵ ✶✽✵ ✽✵ ✹✵ ✹✷✵

❬✸✵✵✵✱✹✵✵✵❬ ✹✵ ✹✵ ✸✵ ✶✵ ✶✷✵

❧✐❣♥❡s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ✸✽✵ ✸✷✵ ✷✵✵ ✶✵✵ ✶✵✵✵

❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝❛r❛❝tèr❡s ✧s❛❧❛✐r❡s ❡t ❛♥♥é❡s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡
s❡❝t❡✉r✧

✶✳ ▲✐st❡r ❧❡s ♠♦❞❛❧✐tés ❞❡ ❳ ❡t ❧❡s ♠♦❞❛❧✐tés ❞❡ ❨✳

✷✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳

✸✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳

✹✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ t❛❜❧❡❛✉✱ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✿
❛✮ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❛❧❛r✐és ❛②❛♥t ❞❡s s❛❧❛✐r❡s ✐♥❢ér✐❡✉rs à ✸ ♠✐❧❧❡s ❉✐♥❛rs ❆❧❣ér✐❡♥s ❡t ❞❡s
❛♥♥é❡s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ ✶✺ ❡t ✸✵ ❛♥s✳
❜✮ ▲❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ s❛❧❛r✐és ❛②❛♥t ♠♦✐♥s q✉❡ ✹ ♠✐❧❧❡s ❉✐♥❛rs ❆❧❣ér✐❡♥s ❝♦♠♠❡ s❛❧❛✐r❡s✳
❝✮ ▲❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ s❛❧❛r✐és ❛②❛♥t ❡♥tr❡ ✷ ❡t ✹ ♠✐❧❧❡s ❉✐♥❛rs ❆❧❣ér✐❡♥s ❞❡ s❛❧❛✐r❡s ❡t ❡♥tr❡ ✶✵
❡t ✷✵ ❛♥s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✳
❞✮ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❛❧❛r✐és ❛②❛♥t ✶✺ ❛♥s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡t ♣❧✉s✳

✺✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s✱ ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❡t ❧❡s é❝❛rt✲t②♣❡s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✳

✻✳ ❚r❛❝❡r ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❨✳

✼✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ❡t ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞❡✳

✽✳ ❚r❛❝❡r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❨✳

✾✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ❡t ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♠é❞✐❛♥❡ ❡t ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡ rés✉❧t❛t✳

✶✵✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❨ s✉r ❳ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✳

✷✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊①❡r❝✐❝❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝♦rr✐❣és s✉r ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

✶✶✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s✱ ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❡t ❧❡s é❝❛rt✲t②♣❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❳ ❡t ❞❡ ❨✳

✶✷✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳

❙♦❧✉t✐♦♥ ✿

✶✳ ▲✐st❡r ❧❡s ♠♦❞❛❧✐tés ❞❡ ❳ ❡t ❧❡s ♠♦❞❛❧✐tés ❞❡ ❨

▲❡s ♠♦❞❛❧✐tés ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ✧s❛❧❛✐r❡s✧ s♦♥t ✿ [1000, 2000]✱ [2000, 3000] ❡t [3000, 4000] ❡t
❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✧❛♥♥é❡s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✧ s♦♥t ✿ [0, 10]✱ [10, 15]✱ [15, 20] ❡t [20, 30]✳

✷✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s

▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ✿

❆♥♥é❡s ❬✵✵✱✶✵❬ ❬✶✵✱✶✺❬ ❬✶✺✱✷✵❬ ❬✷✵✱✸✵❬ ❈♦❧♦♥♥❡s

❙❛❧❛✐r❡s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s

❬✶✵✵✵✱✷✵✵✵❬ n11 = 220 n12 = 100 n13 = 90 n14 = 50 n1. = 460

❬✷✵✵✵✱✸✵✵✵❬ n21 = 120 n22 = 180 n23 = 80 n24 = 40 n2. = 420

❬✸✵✵✵✱✹✵✵✵❬ n31 = 040 n32 = 040 n33 = 30 n34 = 10 n3. = 120

❧✐❣♥❡s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s n.1 = 380 n.2 = 320 n.3 = 200 n.4 = 100 n.. = 1000

❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❞❡s ❞❡✉① ❝❛r❛❝tèr❡s ✧s❛❧❛✐r❡s ❡t ❛♥♥é❡s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡
❞❛♥s ❧❡ s❡❝t❡✉r✧

✸✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s

▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ✿

❆♥♥é❡s ❬✵✵✱✶✵❬ ❬✶✵✱✶✺❬ ❬✶✺✱✷✵❬ ❬✷✵✱✸✵❬ ❈♦❧♦♥♥❡s

❙❛❧❛✐r❡s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s

❬✶✵✵✵✱✷✵✵✵❬ f11 = 0.22 f12 = 0.10 f13 = 0.09 f14 = 0.05 f1. = 0.46

❬✷✵✵✵✱✸✵✵✵❬ f21 = 0.12 f22 = 0.18 f23 = 0.08 f24 = 0.04 f2. = 0.42

❬✸✵✵✵✱✹✵✵✵❬ f31 = 0.04 f32 = 0.04 f33 = 0.03 f34 = 0.01 f3. = 0.12

❧✐❣♥❡s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s f.1 = 0.38 f.2 = 0.32 f.3 = 0.20 f.4 = 0.10 f.. = 1

❚❛❜❧❡ ✷✳✸ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❞❡s ❞❡✉① ❝❛r❛❝tèr❡s ✧s❛❧❛✐r❡s ❡t ❛♥♥é❡s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡
❞❛♥s ❧❡ s❡❝t❡✉r✧

✹✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ t❛❜❧❡❛✉✱ ❞ét❡r♠✐♥❡r

❛✮✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❛❧❛r✐és ❛②❛♥t ❞❡s s❛❧❛✐r❡s ✐♥❢ér✐❡✉rs à ✸ ♠✐❧❧❡s ❉✐♥❛rs ❆❧❣ér✐❡♥s ❡t ❞❡s ❛♥♥é❡s
❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ ✶✺ ❡t ✸✵ ❛♥s

❜✮✳ ▲❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ s❛❧❛r✐és ❛②❛♥t ♠♦✐♥s q✉❡ ✹ ♠✐❧❧❡s ❉✐♥❛rs ❆❧❣ér✐❡♥s ❝♦♠♠❡ s❛❧❛✐r❡s

❝✮✳ ▲❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ s❛❧❛r✐és ❛②❛♥t ❡♥tr❡ ✷ ❡t ✹ ♠✐❧❧❡s ❉✐♥❛rs ❆❧❣ér✐❡♥s ❞❡ s❛❧❛✐r❡s ❡t ❡♥tr❡ ✶✵ ❡t ✷✵
❛♥s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡

✸✵ ❉✐❜✱ ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐



✷✳✶✳ ❊①❡r❝✐❝❡ ✶

❞✮✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❛❧❛r✐és ❛②❛♥t ✶✺ ❛♥s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡t ♣❧✉s

✺✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s✱ ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❡t ❧❡s é❝❛rt✲t②♣❡s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

✸ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❳ ✿

❙❛❧❛✐r❡s ❈❡♥tr❡ ❞❡ ◆♦♠❜r❡ ❞❡

❝❧❛ss❡ s❛❧❛r✐és

ci ni. ni. . ci ci −X
(

ci −X
)2

ni. .
(

ci −X
)2

❬✶✵✵✵ ❀ ✷✵✵✵❬ ✶✺✵✵ ✹✻✵ ✻✾✵ ✵✵✵ ✲ ✻✻✵ ✹✸✺ ✻✵✵ ✷✵✵ ✸✼✻ ✵✵✵

❬✷✵✵✵ ❀ ✸✵✵✵❬ ✷✺✵✵ ✹✷✵ ✶ ✵✺✵ ✵✵✵ ✸✹✵ ✶✶✺ ✻✵✵ ✹✽ ✺✺✷ ✵✵✵

❬✸✵✵✵ ❀ ✹✵✵✵❬ ✸✺✵✵ ✶✷✵ ✹✷✵ ✵✵✵ ✶ ✸✹✵ ✶ ✼✾✺ ✻✵✵ ✷✶✺ ✹✼✷ ✵✵✵

❚♦t❛❧ ✶✵✵✵ ✷ ✶✻✵ ✵✵✵ ✹✻✹ ✹✵✵ ✵✵✵

❚❛❜❧❡ ✷✳✹ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X

▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ✧s❛❧❛✐r❡s✧ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

X =
1

N

∑

i=1

3
ni. ci =

2160000

1000
= 2160.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ s❛❧❛✐r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡s s❛❧❛r✐és ❞❡ ❝❡t ❡♥tr❡♣r✐s❡ ❡st é❣❛❧ à ✷✶✻✵ ❡✉r♦s✳

▲✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

σ(X) =
√

V (X) =

√

1

N

∑3

i
ni. (ci −X)2 =

√

464400000

1000
= 681.469 euros.

✸ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❨ ✿

❆♥♥é❡s ❈❡♥tr❡ ❞❡ ◆♦♠❜r❡ ❞❡

❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡ s❛❧❛r✐és

c′j n.j n.j . c
′

j c′j − Y
(

c′j − Y
)2

n.j .
(

c′j − Y
)2

❬✵✵ ❀ ✶✵❬ ✵✺ ✸✽✵ ✶ ✾✵✵ ✲ ✻✳✾ ✹✼✳✻✶ ✶✽ ✵✾✶✳✽

❬✶✵ ❀ ✶✺❬ ✶✷✳✺ ✸✷✵ ✹ ✵✵✵ ✵✳✻ ✵✳✸✻ ✶✶✺✳✷

❬✶✺ ❀ ✷✵❬ ✶✼✳✺ ✷✵✵ ✸ ✺✵✵ ✺✳✻ ✸✶✳✸✻ ✻ ✷✼✷✳✵

❬✷✵ ❀ ✸✵❬ ✷✺ ✶✵✵ ✷ ✺✵✵ ✶✸✳✶ ✶✼✻✳✻✶ ✶✼ ✶✻✶✳✵

❚♦t❛❧ ✶✵✵✵ ✶✶ ✾✵✵ ✹✶ ✻✹✵

❚❛❜❧❡ ✷✳✺ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Y

▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ✧❛♥♥é❡s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✧ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Y =
1

N

∑

j=1

4
n.j c

′

j =
11900

1000
= 11.9.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s s❛❧❛r✐és ❞❡ ❝❡t ❡♥tr❡♣r✐s❡ ♦♥t ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✶✶✳✾ ❛♥♥é❡s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✳

❉✐❜ ❡t ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐ ✸✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊①❡r❝✐❝❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝♦rr✐❣és s✉r ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

▲✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

σ(Y ) =
√

V (Y ) =

√

1

N

∑4

j
n.j (c′j −X)2 =

√

41640

1000
= 6.452 annes.

✸ ▲❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❳ ❡t ❨ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

cov(X,Y ) =
1

N

∑

i=1

3∑

j=1

4
nij ci c

′

j − X Y

❛✈❡❝

c′j ✺ ✶✷✳✺ ✶✼✳✺ ✷✺ ❚♦t❛❧

ci nij ci c
′

j

✶✺✵✵ n11 c1 c
′

1 n12 c1 c
′

2 n13 c1 c
′

3 n14 c1 c
′

4
∑

j=1
4n1j c1 c

′

j

✷✺✵✵ n21 c2 c
′

1 n22 c2 c
′

2 n23 c2 c
′

3 n24 c2 c
′

4
∑

j=1
4n2j c2 c

′

j

✸✺✵✵ n31 c3 c
′

1 n32 c3 c
′

2 n33 c3 c
′

3 n34 c3 c
′

4
∑

j=1
4n3j c3 c

′

j

❚♦t❛❧
∑

i=1
3ni1 ci c

′

1
∑

i=1
3ni2 ci c

′

2
∑

i=1
3ni3 ci c

′

3
∑

i=1
3ni4 ci c

′

4
∑

i=1
3∑

j=1
4nij ci c

′

j

c′j ✺ ✶✷✳✺ ✶✼✳✺ ✷✺ ❚♦t❛❧

ci nij ci c
′

j

✶✺✵✵ ✶ ✻✺✵ ✵✵✵ ✶ ✽✼✺ ✵✵✵ ✷ ✸✻✷ ✺✵✵ ✶ ✽✼✺ ✵✵✵ ✼ ✼✻✷ ✺✵✵

✷✺✵✵ ✶ ✺✵✵ ✵✵✵ ✺ ✻✷✺ ✵✵✵ ✸ ✺✵✵ ✵✵✵ ✷ ✺✵✵ ✵✵✵ ✶✸ ✶✷✺ ✵✵✵

✸✺✵✵ ✼✵✵ ✵✵✵ ✶ ✼✺✵ ✵✵✵ ✶ ✽✸✼ ✺✵✵ ✽✼✺ ✵✵✵ ✺ ✶✻✷ ✺✵✵

❚♦t❛❧ ✸ ✽✺✵ ✵✵✵ ✾ ✷✺✵ ✵✵✵ ✼ ✼✵✵ ✵✵✵ ✺ ✷✺✵ ✵✵✵ ✷✻ ✵✺✵ ✵✵✵

❉✬♦ù

cov(X,Y ) =
26050000

1000
− 2160× 11.9 = 346.

✻✳ ❚r❛❝❡r ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❨

❉r❡ss♦♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ st❛t✐st✐q✉❡ ❛ttr✐❜✉é à ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❱✉ q✉❡ ❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞❡s ❝❧❛ss❡s s♦♥t
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❝♦rr✐❣❡r ❧❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❡t ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❛✜♥ ❞❡ tr❛❝❡r ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡s
❢réq✉❡♥❝❡s✳

❙❛❧❛✐r❡s ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ❊✛❡❝t✐❢

❞❡ ❝❧❛ss❡ s❛❧❛r✐és ❝♦rr✐❣é

ai ni (ni)/(ai)

❬✵✵ ❀ ✶✵❬ ✶✵ ✸✽✵ ✸✽

❬✶✵ ❀ ✶✺❬ ✺ ✸✷✵ ✻✹

❬✶✺ ❀ ✷✵❬ ✺ ✷✵✵ ✹✵

❬✷✵ ❀ ✸✵❬ ✶✵ ✶✵✵ ✶✵

❚♦t❛❧ ✶✵✵✵

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

✸✷ ❉✐❜✱ ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❝♦rr✐❣és ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✧s❛❧❛✐r❡✧

✼✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ❡t ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞❡

▲❛ ❝❧❛ss❡ ♠♦❞❛❧❡✱ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st ❛ss♦❝✐é ❧✬❡✛❡❝t✐❢ ♦✉ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝♦rr✐❣és ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts ❡st ❧❛ ❝❧❛ss❡
[10; 15] ❛♥♥é❡✳

●r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♠♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❥♦✐♥❞r❡ ❧❡s s❡❣♠❡♥ts ❬❆❇❪ ❡t
❬❈❉❪ ❡t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① s❡❣♠❡♥ts✳ ▲✬❛❜s❝✐ss❡ ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t s❡r❛ ❧❡ ♠♦❞❡
Mo = ❛♥♥é❡✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♠♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡
♠♦❞❛❧❡ Mo = 12.5 ❛♥♥é❡✳

❆♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♠♦❞❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

M0 = 10 +
(64− 38)

(64− 38) + (64− 40)
(15− 10) = 12.6 euros.

✽✳ ❚r❛❝❡r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❨

❙♦✐t ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❝✉♠✉❧é❡s ❝r♦✐ss❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Y ✿

❉✐❜ ❡t ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐ ✸✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊①❡r❝✐❝❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝♦rr✐❣és s✉r ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

❙❛❧❛✐r❡s ❋réq✉❡♥❝❡ ❋réq✉❡♥❝❡

❝✉♠✉❧é❡ ր
fi fi ր

❬✶✵✵✵ ❀ ✷✵✵✵❬ ✵✳✹✻ ✵✳✹✻

❬✷✵✵✵ ❀ ✸✵✵✵❬ ✵✳✹✷ ✵✳✽✽

❬✸✵✵✵ ❀ ✹✵✵✵❬ ✵✳✶✷ ✶✳✵✵

❚♦t❛❧ ✶
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ❈♦✉r❜❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡s s❛❧❛✐r❡s

✾✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ❡t ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♠é❞✐❛♥❡ ❡t ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡ rés✉❧t❛t

●r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡✱ ❧❛ ♠é❞✐❛♥❡ ❡st ❧✬❛❜s❝✐ss❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞♦♥t ❧✬♦r❞♦♥♥é❡ ❡st 0.5✱
❞✬♦ù Me = ❡✉r♦s✳ ❆♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❞✬❛♣rès ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❝✉♠✉❧é❡s✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ♠é❞✐❛♥❡ ❡st
[2000; 3000] ❡✉r♦s ❡t ❧❛ ♠é❞✐❛♥❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Me− 2000

3000− 2000
=

0.50− 0.46

0.88− 0.46
.

❙♦✐t Me = 2095.23 ❡✉r♦s✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣❛r♠✐ ❧❡s ✶✵✵✵ s❛❧❛r✐és✱ ❛✉t❛♥t ❞❡ s❛❧❛r✐és ❞♦♥t ❧❡ s❛❧❛✐r❡ ❡st
✐♥❢ér✐❡✉r à 2095.23 ❡✉r♦s✱ q✉❡ ❞❡ s❛❧❛r✐és ❞♦♥t ❧❡ s❛❧❛✐r❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ♠é❞✐❛♥❡✳

✶✵✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❨ s✉r ❳ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés

❉✬❛♣rès ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ♦r❞✐♥❛✐r❡✱ ♦♥ ❛ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Y = a x + b

✸✹ ❉✐❜✱ ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐
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❛✈❡❝ a =
Cov(X,Y )

σ(X)2
=

346

464400
= 0.000745 ❡t b = Y − a X = 11.9 − 0.000745 2160 = 10.2908✳

P❛r ❧❛ s✉✐t❡ Y = 0.000745 x + 10.2908✳

✶✶✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s✱ ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❡t ❧❡s é❝❛rt✲t②♣❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❳ ❡t ❞❡ ❨

❈❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s✱ ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❡t ❧❡s é❝❛rt✲t②♣❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❳ ✿

✸ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❳ s❛❝❤❛♥t Y = [0; 10] ❛♥♥é❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s
❝♦❧♦♥♥❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

❈❡♥tr❡ ❞❡ ◆♦♠❜r❡ ❞❡

X/Y=[0;10] ❝❧❛ss❡ s❛❧❛r✐és

X1 ci ni1 ni1 . ci ci −X1

(

ci −X1

)2
ni1 .

(

ci −X1

)2

❬✶✵✵✵ ❀ ✷✵✵✵❬ ✶✺✵✵ ✷✷✵ ✸✸✵ ✵✵✵ ✲ ✺✷✻✳✸✶✺ ✷✼✼ ✵✵✼✳✹✼✾ ✻✵ ✾✹✶ ✻✹✺✳✹✷✾

❬✷✵✵✵ ❀ ✸✵✵✵❬ ✷✺✵✵ ✶✷✵ ✸✵✵ ✵✵✵ ✹✼✸✳✻✽✺ ✷✷✹ ✸✼✼✳✹✼✾ ✷✻ ✾✷✺ ✷✾✼✳✺✵✼

❬✸✵✵✵ ❀ ✹✵✵✵❬ ✸✺✵✵ ✹✵ ✶✹✵ ✵✵✵ ✶ ✹✼✸✳✻✽✺ ✷ ✶✼✶ ✼✹✼✳✹✼✾ ✽✻ ✽✻✾ ✽✾✾✳✶✻✾

❚♦t❛❧ ✸✽✵ ✼✼✵ ✵✵✵ ✶✼✹ ✼✸✻ ✽✹✷✳✶✵✺

❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❳ s❛❝❤❛♥t Y = [0; 10] ❛♥♥é❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

X1 =
1

n.1

∑

i=1

3
ni1 ci =

770000

380
= 2026.315.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ s❛❧❛✐r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡s s❛❧❛r✐és ❞❡ ❝❡t ❡♥tr❡♣r✐s❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ ✵
❡t ✶✵ ❛♥s✱ ❡st é❣❛❧ à ✷✵✷✻✳✸✶✺ ❡✉r♦s✳

▲✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

V1(X) = V (X/Y=[0;10]) =
1

n.1

∑3

i
ni1 (ci −X1)

2 =
174736842.105

380
= 459833.795,

❞✬♦ù σ1(X) = 678.110 ❡✉r♦s✳

✸ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❳ s❛❝❤❛♥t Y = [10; 15] ❛♥♥é❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s
❝♦❧♦♥♥❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

❈❡♥tr❡ ❞❡ ◆♦♠❜r❡ ❞❡

X/Y=[10;15] ❝❧❛ss❡ s❛❧❛r✐és

X2 ci ni2 ni2 . ci ci −X2

(

ci −X2

)2
ni2 .

(

ci −X2

)2

❬✶✵✵✵ ❀ ✷✵✵✵❬ ✶✺✵✵ ✶✵✵ ✶✺✵ ✵✵✵ ✲ ✽✶✷✳✺ ✻✻✵ ✶✺✻✳✷✺ ✻✻ ✵✶✺ ✻✷✺

❬✷✵✵✵ ❀ ✸✵✵✵❬ ✷✺✵✵ ✶✽✵ ✹✺✵ ✵✵✵ ✶✽✼✳✺ ✸✺ ✶✺✻✳✷✺ ✻ ✸✷✽ ✶✷✺

❬✸✵✵✵ ❀ ✹✵✵✵❬ ✸✺✵✵ ✹✵ ✶✹✵ ✵✵✵ ✶ ✶✽✼✳✺ ✶ ✹✶✵ ✶✺✻✳✷✺ ✺✻ ✹✵✻ ✷✺✵

❚♦t❛❧ ✸✷✵ ✼✹✵ ✵✵✵ ✶✷✽ ✼✺✵ ✵✵✵

❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❳ s❛❝❤❛♥t Y = [10; 15] ❛♥♥é❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

X2 =
1

n.2

∑

i=1

3
ni2 ci =

740000

320
= 2312.5.

❉✐❜ ❡t ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐ ✸✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊①❡r❝✐❝❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝♦rr✐❣és s✉r ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ s❛❧❛✐r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡s s❛❧❛r✐és ❞❡ ❝❡t ❡♥tr❡♣r✐s❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ ✶✵
❡t ✶✺ ❛♥s✱ ❡st é❣❛❧ à ✷✵✷✻✳✸✶✺ ❡✉r♦s✳

▲✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

V2(X) = V (X/Y=[10;15]) =
1

n.2

∑3

i
ni2 (ci −X2)

2 =
128750000

320
= 402343.75,

❞✬♦ù σ2(X) = 634.305 ❡✉r♦s✳

✸ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❳ s❛❝❤❛♥t Y = [15; 20] ❛♥♥é❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s
❝♦❧♦♥♥❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

❈❡♥tr❡ ❞❡ ◆♦♠❜r❡ ❞❡

X/Y=[15;20] ❝❧❛ss❡ s❛❧❛r✐és

X3 ci ni3 ni3 . ci ci −X3

(

ci −X3

)2
ni3 .

(

ci −X3

)2

❬✶✵✵✵ ❀ ✷✵✵✵❬ ✶✺✵✵ ✾✵ ✶✸✺ ✵✵✵ ✲ ✼✵✵ ✹✾✵ ✵✵✵ ✹✹ ✶✵✵ ✵✵✵

❬✷✵✵✵ ❀ ✸✵✵✵❬ ✷✺✵✵ ✽✵ ✷✵✵ ✵✵✵ ✸✵✵ ✾✵ ✵✵✵ ✼ ✷✵✵ ✵✵✵

❬✸✵✵✵ ❀ ✹✵✵✵❬ ✸✺✵✵ ✸✵ ✶✵✺ ✵✵✵ ✶ ✸✵✵ ✶ ✻✾✵ ✵✵✵ ✺✵ ✼✵✵ ✵✵✵

❚♦t❛❧ ✷✵✵ ✹✹✵ ✵✵✵ ✶✵✷ ✵✵✵ ✵✵✵

❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❳ s❛❝❤❛♥t Y = [15; 20] ❛♥♥é❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

X3 =
1

n.3

∑

i=1

3
ni3 ci =

440000

200
= 2200.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ s❛❧❛✐r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡s s❛❧❛r✐és ❞❡ ❝❡t ❡♥tr❡♣r✐s❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ ✶✺
❡t ✷✵ ❛♥s✱ ❡st é❣❛❧ à ✷✷✵✵ ❡✉r♦s✳

▲✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

V3(X) = V (X/Y=[15;20]) =
1

n.3

∑3

i
ni3 (ci −X3)

2 =
102000000

200
= 510000,

❞✬♦ù σ3(X) = 714.142 ❡✉r♦s✳

✸ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❳ s❛❝❤❛♥t Y = [20; 30] ❛♥♥é❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s
❝♦❧♦♥♥❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

❈❡♥tr❡ ❞❡ ◆♦♠❜r❡ ❞❡

X/Y=[20;30] ❝❧❛ss❡ s❛❧❛r✐és

X4 ci ni4 ni4 . ci ci −X4

(

ci −X4

)2
ni4 .

(

ci −X4

)2

❬✶✵✵✵ ❀ ✷✵✵✵❬ ✶✺✵✵ ✺✵ ✼✺ ✵✵✵ ✲ ✻✵✵ ✸✻✵ ✵✵✵ ✶✽ ✵✵✵ ✵✵✵

❬✷✵✵✵ ❀ ✸✵✵✵❬ ✷✺✵✵ ✹✵ ✶✵✵ ✵✵✵ ✹✵✵ ✶✻✵ ✵✵✵ ✻ ✹✵✵ ✵✵✵

❬✸✵✵✵ ❀ ✹✵✵✵❬ ✸✺✵✵ ✶✵ ✸✺ ✵✵✵ ✶ ✹✵✵ ✶ ✾✻✵ ✵✵✵ ✶✾ ✻✵✵ ✵✵✵

❚♦t❛❧ ✶✵✵ ✷✶✵ ✵✵✵ ✹✹ ✵✵✵ ✵✵✵

❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❳ s❛❝❤❛♥t Y = [20; 30] ❛♥♥é❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

X4 =
1

n.4

∑

i=1

4
ni4 ci =

210000

100
= 2100.

✸✻ ❉✐❜✱ ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐



✷✳✶✳ ❊①❡r❝✐❝❡ ✶

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ s❛❧❛✐r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡s s❛❧❛r✐és ❞❡ ❝❡t ❡♥tr❡♣r✐s❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ ✷✵
❡t ✸✵ ❛♥s✱ ❡st é❣❛❧ à ✷✶✵✵ ❡✉r♦s✳

▲✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

V4(X) = V (X/Y=[20;30]) =
1

n.4

∑4

i
ni3 (ci −X4)

2 =
44000000

200
= 440000,

❞✬♦ù σ4(X) = 663.324 ❡✉r♦s✳

❈❛❧❝✉❧♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s✱ ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❡t ❧❡s é❝❛rt✲t②♣❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❨ ✿

✸ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❨ s❛❝❤❛♥t X = [1000; 2000] ❡✉r♦s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉①
♣r❡♠✐èr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

❈❡♥tr❡ ❞❡ ◆♦♠❜r❡ ❞❡

Y/X=[1000;2000] ❝❧❛ss❡ s❛❧❛r✐és

Y1 c′j n1j n1j . c
′

j c′j − Y 1

(

c′j − Y 1

)2
n1j .

(

c′j − Y 1

)2

❬✵✵ ❀ ✶✵❬ ✺✳✵ ✷✷✵ ✶ ✶✵✵ ✲ ✻✳✷✺ ✸✾✳✵✻ ✽ ✺✾✸✳✼✺

❬✶✵ ❀ ✶✺❬ ✶✷✳✺ ✶✵✵ ✶ ✷✺✵ ✶✳✷✺ ✶✳✺✻ ✶✺✻✳✷✺

❬✶✺ ❀ ✷✵❬ ✶✼✳✺ ✾✵ ✶ ✺✼✺ ✻✳✷✺ ✸✾✳✵✻ ✸ ✺✶✺✳✻✷

❬✷✵ ❀ ✸✵❬ ✷✺✳✵ ✺✵ ✶ ✷✺✵ ✶✸✳✼✺ ✶✽✾✳✻ ✾ ✹✺✸✳✶✷

❚♦t❛❧ ✹✻✵ ✺ ✶✼✺ ✷✶ ✼✶✽✳✼✺

❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❨ s❛❝❤❛♥t X = [1000; 2000] ❡✉r♦s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Y 1 =
1

n1.

∑

i=1

4
n1j c

′

j =
5175

460
= 11.25.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ❛♥♥é❡s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s s❛❧❛r✐és ❞❡ ❝❡t ❡♥tr❡♣r✐s❡ ❛②❛♥t ✉♥
s❛❧❛✐r❡ ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ ✶✵✵✵ ❡t ✷✵✵✵ ❡✉r♦s✱ ❡st é❣❛❧ à ✶✶✳✷✺ ❛♥♥é❡s✳

▲✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

V1(Y ) = V (Y/X=[1000;2000]) =
1

n1.

∑3

i
n1j (c

′

j − Y 1)
2 =

21718.75

460
= 47.21,

❞✬♦ù σ1(Y ) = 6.871 ❛♥♥é❡s✳

✸ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❨ s❛❝❤❛♥t X = [2000; 3000] ❡✉r♦s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉①
♣r❡♠✐èr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

❈❡♥tr❡ ❞❡ ◆♦♠❜r❡ ❞❡

Y/X=[2000;3000] ❝❧❛ss❡ s❛❧❛r✐és

Y2 c′j n2j n2j . c
′

j c′j − Y 2

(

c′j − Y 2

)2
n2j .

(

c′j − Y 2

)2

❬✵✵ ❀ ✶✵❬ ✺✳✵ ✶✷✵ ✻✵✵ ✲ ✼✳✺ ✺✻✳✷✺ ✻ ✼✺✵

❬✶✵ ❀ ✶✺❬ ✶✷✳✺ ✶✽✵ ✷ ✷✺✵ ✵✳✵✵ ✵ ✵

❬✶✺ ❀ ✷✵❬ ✶✼✳✺ ✽✵ ✶ ✹✵✵ ✺ ✷✺✳✵✵ ✷ ✵✵✵

❬✷✵ ❀ ✸✵❬ ✷✺✳✵ ✹✵ ✶ ✵✵✵ ✶✷✳✺ ✶✺✻✳✷✺ ✻ ✷✺✵

❚♦t❛❧ ✹✷✵ ✺ ✷✺✵ ✶✺ ✵✵✵

❉✐❜ ❡t ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐ ✸✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊①❡r❝✐❝❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝♦rr✐❣és s✉r ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❨ s❛❝❤❛♥t X = [2000; 3000] ❡✉r♦s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Y 2 =
1

n2.

∑

i=1

4
n2j c

′

j =
5250

420
= 12.5.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ❛♥♥é❡s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s s❛❧❛r✐és ❞❡ ❝❡t ❡♥tr❡♣r✐s❡ ❛②❛♥t ✉♥
s❛❧❛✐r❡ ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ ✷✵✵✵ ❡t ✸✵✵✵ ❡✉r♦s✱ s✬ét❛❜❧✐t à ✶✷✳✺ ❛♥♥é❡s✳

▲✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

V2(Y ) = V (Y/X=[2000;3000]) =
1

n2.

∑3

i
n2j (c

′

j − Y 2)
2 =

15000

420
= 35.71,

❞✬♦ù σ2(Y ) = 5.976 ❛♥♥é❡s✳

✸ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❨ s❛❝❤❛♥t X = [2000; 3000] ❡✉r♦s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉①
♣r❡♠✐èr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

❈❡♥tr❡ ❞❡ ◆♦♠❜r❡ ❞❡

Y/X=[3000;4000] ❝❧❛ss❡ s❛❧❛r✐és

Y3 c′j n3j n3j . c
′

j c′j − Y 3

(

c′j − Y 3

)2
n3j .

(

c′j − Y 3

)2

❬✵✵ ❀ ✶✵❬ ✺✳✵ ✹✵ ✷✵✵ ✲ ✼✳✷✾ ✺✸✳✶✹✹ ✷ ✶✷✺✳✼✻✹

❬✶✵ ❀ ✶✺❬ ✶✷✳✺ ✹✵ ✺✵✵ ✵✳✷✶ ✵✳✵✹✹ ✶✳✼✻✹

❬✶✺ ❀ ✷✵❬ ✶✼✳✺ ✸✵ ✺✷✺ ✺✳✷✶ ✷✼✳✶✹✹ ✽✶✹✳✸✷✸

❬✷✵ ❀ ✸✵❬ ✷✺✳✵ ✶✵ ✷✺✵ ✶✷✳✼✶ ✶✻✶✳✺✹✹ ✶ ✻✶✺✳✹✹✶

❚♦t❛❧ ✶✷✵ ✶ ✹✼✺ ✹ ✺✺✼✳✷✾✷

❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❨ s❛❝❤❛♥t X = [3000; 4000] ❡✉r♦s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Y 3 =
1

n3.

∑

i=1

4
n3j c

′

j =
1475

120
= 12.29.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ❛♥♥é❡s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s s❛❧❛r✐és ❞❡ ❝❡t ❡♥tr❡♣r✐s❡ ❛②❛♥t ✉♥
s❛❧❛✐r❡ ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ ✸✵✵✵ ❡t ✹✵✵✵ ❡✉r♦s✱ s✬ét❛❜❧✐t à ✶✷✳✷✾ ❛♥♥é❡s✳

▲✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

V3(Y ) = V (Y/X=[3000;4000]) =
1

n3.

∑3

i
n3j (c

′

j − Y 3)
2 =

4557.292

120
= 37.97,

❞✬♦ù σ3(Y ) = 6.162 ❛♥♥é❡s✳

✶✷✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s

✷✳✷ ❊①❡r❝✐❝❡ ✷

❖♥ ❛ ❡①❛♠✐♥é ✻✵ s❛❧❛r✐és ❞✬✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❧❡✉rs s❛❧❛✐r❡s ❡♥ 103 ❉✐♥❛rs ❆❧❣ér✐❡♥s ❡t
❧❡✉rs ♥♦♠❜r❡s ❞✬❡♥❢❛♥ts✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t ✿

✸✽ ❉✐❜✱ ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐



✷✳✷✳ ❊①❡r❝✐❝❡ ✷

❙❛❧❛✐r❡s ❬✷✱✻❬ ❬✻✱✶✷❬ ❬✶✷✱✶✻❬ ❈♦❧♦♥♥❡s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s

◆♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❢❛♥t

✶ ✾ ✶✹ ✷ ✷✺

✷ ✺ ✶✷ ✶ ✶✽

✸ ✹ ✶✵ ✸ ✶✼

❧✐❣♥❡s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ✶✽ ✸✻ ✻ ✻✵

✶✳ ❱ér✐✜❡r q✉❡ X =
1

N

∑3
j=1 n.j Xj

✷✳ ❱ér✐✜❡r q✉❡ Y =
1

N

∑3
i=1 ni. Y i

❙♦❧✉t✐♦♥ ✿

✶✳ ❱ér✐✜❡r q✉❡ X =
1

N

∑3
j=1 n.j Xj

❈❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❳✳ ❙♦✐t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❳ ✿

◆♦♠❜r❡ ◆♦♠❜r❡ ❞❡

❞✬❡♥❢❛♥ts s❛❧❛r✐és

xi ni. ni. . xi xi −X
(

xi −X
)2

ni. .
(

xi −X
)2

✶ ✷✺ ✷✺ ✲✵✳✽✻✻ ✵✳✼✹✾ ✶✽✳✼✹✽

✷ ✶✽ ✸✻ ✵✳✶✸✹ ✵✳✵✶✼ ✵✳✸✷✸

✸ ✶✼ ✺✶ ✶✳✶✸✹ ✶✳✷✽✺ ✷✶✳✽✻✶

❚♦t❛❧ ✻✵ ✶✶✷ ✹✵✳✾✸✷

▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ✧◆♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❢❛♥t✧ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

X =
1

N

∑

i=1

3
ni. xi =

112

60
= 1.8666 enfants.

▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

V (X) =
1

N

∑3

i
ni. (xi −X)2 =

40.932

60
= 0.6822 enfants2.

❈❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❳ ✿

✸ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❳ s❛❝❤❛♥t Y = [2; 6].103 ❉❆ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s
❝♦❧♦♥♥❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

◆♦♠❜r❡ ❞❡

X/Y=[2;6] s❛❧❛r✐és

X1 ni1 ni1 . xi xi −X1

(

xi −X1

)2
ni1 .

(

xi −X1

)2

✶ ✾ ✾ ✲✵✳✼✷✷ ✵✳✺✷✶ ✹✳✻✾✶

✷ ✺ ✶✵ ✵✳✷✼✽ ✵✳✵✼✼ ✵✳✸✽✻

✸ ✹ ✶✷ ✶✳✷✼✽ ✶✳✻✸✸ ✻✳✺✸✸

❚♦t❛❧ ✶✽ ✸✶ ✶✶✳✻✶

❉✐❜ ❡t ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐ ✸✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊①❡r❝✐❝❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝♦rr✐❣és s✉r ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❳ s❛❝❤❛♥t Y = [2; 6].103 ❉❆ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

X1 =
1

n.1

∑

i=1

3
ni1 xi =

31

18
= 1.722 enfants.

❡t

V1(X) = V (X/Y=[2;6]) =
1

n.1

∑3

i
ni1

(

xi −X1

)2
=

11.61

18
= 0.645 enfant2.

✸ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❳ s❛❝❤❛♥t Y = [6; 12].103 ❉❆ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s
❝♦❧♦♥♥❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

◆♦♠❜r❡ ❞❡

X/Y=[6;12] s❛❧❛r✐és

X2 ni2 ni2 . xi xi −X2

(

xi −X2

)2
ni2 .

(

xi −X2

)2

✶ ✶✹ ✶✹ ✵✳✽✽✽ ✵✳✼✽✽ ✶✶✳✵✸✾

✷ ✶✷ ✷✹ ✵✳✶✶✷ ✵✳✵✶✷ ✵✳✶✹✹

✸ ✶✵ ✸✵ ✶✳✶✶✷ ✶✳✷✸✻ ✶✷✳✸✻✺

❚♦t❛❧ ✸✻ ✻✽ ✷✸✳✺✹✽

❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❳ s❛❝❤❛♥t Y = [6; 12].103 ❉❆ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

X2 =
1

n.2

∑

i=1

3
ni2 xi =

68

36
= 1.888 enfants.

❡t

V2(X) = V (X/Y=[6;12]) =
1

n.2

∑3

i
ni2

(

xi −X2

)2
=

23.548

36
= 0.654 enfant2.

✸ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❳ s❛❝❤❛♥t Y = [12; 16].103 ❉❆ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡✲
♠✐èr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

◆♦♠❜r❡ ❞❡

X/Y=[12;16] s❛❧❛r✐és

X3 ni3 ni3 . xi xi −X3

(

xi −X3

)2
ni3 .

(

xi −X3

)2

✶ ✷ ✷ ✲✶✳✶✻✻ ✶✳✸✺✾ ✷✳✼✶✾

✷ ✶ ✷ ✲✵✳✶✻✻ ✵✳✵✷✼ ✵✳✵✷✼

✸ ✸ ✾ ✵✳✽✸✹ ✵✸✻✾✺ ✷✳✵✽✻

❚♦t❛❧ ✻ ✶✸ ✹✳✽✸✷

❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❳ s❛❝❤❛♥t Y = [12; 16].103 ❉❆ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

X3 =
1

n.3

∑

i=1

3
ni3 xi =

13

6
= 2.166 enfants.

❡t

V3(X) = V (X/Y=[6;12]) =
1

n.3

∑3

i
ni3

(

xi −X3

)2
=

4.832

6
= 0.805 enfant2.

❖r

1

N

3
∑

j=1

n.j Xj = n.1 X1 + n.2 X2 + n.3 X3 =
18

60
× 1.722 +

36

60
× 1.888 +

6

60
× 2.166 = 1.866.

✹✵ ❉✐❜✱ ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐



✷✳✷✳ ❊①❡r❝✐❝❡ ✷

❡t

1

N

(

n.1 V1(X) + n.2 V2(X) + n.3 V3(X) + n.1

(

X1 −X
)2

+ n.2

(

X2 −X
)2

+ n.3

(

X3 −X
)2
)

=
1

60

(

18× 0.645 + 36× 0.654 + 186× 0.805

+ 18× (1.722− 1.866)2 + 36× (1.888− 1.866)2 + 6× (2.166− 1.866)2
)

= 0.6818.

P❛r s✉✐t❡✱ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳

✷✳ ❱ér✐✜❡r q✉❡ Y =
1

N

∑3
i=1 ni. Y i

❈❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❨✳ ❙♦✐t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❨ ✿

❙❛❧❛✐r❡s ❈❡♥tr❡ ❞❡ ◆♦♠❜r❡ ❞❡

❝❧❛ss❡ s❛❧❛r✐és

c′j n.j n.j . c
′

j c′j − Y
(

c′j − Y
)2

n.j .
(

c′j − Y
)2

❬✵✷ ❀ ✵✻❬ ✹ ✶✽ ✼✷ ✹ ✶✻ ✷✽✽

❬✵✻ ❀ ✶✷❬ ✾ ✸✻ ✸✷✹ ✶ ✶ ✸✻

❬✶✷ ❀ ✶✻❬ ✶✹ ✻ ✽✹ ✻ ✸✻ ✷✶✻

❚♦t❛❧ ✻✵ ✹✽✵ ✺✹✵

▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ✧◆♦♠❜r❡ ❞✬❡♥❢❛♥t✧ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Y =
1

N

∑

j=1

3
n.j c

′

j =
480

60
= 8 euros.

▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

V (Y ) =
1

N

∑3

j
n.j (c

′

j − Y )2 =
540

60
= 9 euros2.

❈❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❨ ✿

✸ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❨ s❛❝❤❛♥t X = 1 ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s
❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

❈❡♥tr❡ ❞❡ ◆♦♠❜r❡ ❞❡

Y/X=1 ❝❧❛ss❡ s❛❧❛r✐és

Y1 c′j n1j n1j . c
′

j c′j − Y 1

(

c′j − Y 1

)2
n1j .

(

c′j − Y 1

)2

❬✵✷ ❀ ✵✻❬ ✹ ✾ ✸✻ ✲✸✳✻ ✶✷✳✾✻ ✶✶✻✳✻✹

❬✵✻ ❀ ✶✷❬ ✾ ✶✹ ✶✷✻ ✶✳✹ ✶✳✾✻ ✷✼✳✹✹

❬✶✷ ❀ ✶✻❬ ✶✹ ✷✺ ✶✾✵ ✻✳✹ ✹✵✳✾✻ ✽✶✳✾✷

❚♦t❛❧ ✷✺ ✶✾✵ ✷✷✻

❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❨ s❛❝❤❛♥t X = 1 ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Y 1 =
1

n1.

∑

j=1

3
n1j c

′

j =
190

25
= 7.6 euros.

❉✐❜ ❡t ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐ ✹✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊①❡r❝✐❝❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝♦rr✐❣és s✉r ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

❡t

V1(Y ) = V (Y/X=1) =
1

n1.

∑3

j
n1j

(

c′j − Y 1

)2
=

226

25
= 9.04 euros2.

✸ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❨ s❛❝❤❛♥t X = 2 ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s
❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

❈❡♥tr❡ ❞❡ ◆♦♠❜r❡ ❞❡

Y/X=2 ❝❧❛ss❡ s❛❧❛r✐és

Y2 c′j n2j n2j . c
′

j c′j − Y 2

(

c′j − Y 2

)2
n2j .

(

c′j − Y 2

)2

❬✵✷ ❀ ✵✻❬ ✹ ✺ ✷✵ ✸✳✽✽ ✶✺✳✶✷ ✼✺✳✻✶

❬✵✻ ❀ ✶✷❬ ✾ ✶✷ ✶✵✽ ✶✳✶✶ ✶✳✸✹ ✶✹✳✽✶

❬✶✷ ❀ ✶✻❬ ✶✹ ✶ ✶✹ ✻✳✶✶ ✸✼✳✸✹ ✸✼✳✸✹

❚♦t❛❧ ✶✽ ✶✹✷ ✶✷✼✳✼✼

❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❨ s❛❝❤❛♥t X = 2 ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Y 2 =
1

n2.

∑

j=1

3
n2j c

′

j =
142

18
= 7.88 euros.

❡t

V2(Y ) = V (Y/X=2) =
1

n2.

∑3

j
n2j

(

c′j − Y 2

)2
=

127.77

18
= 7.09 euros2.

✸ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❨ s❛❝❤❛♥t X = 3 ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s
❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

❈❡♥tr❡ ❞❡ ◆♦♠❜r❡ ❞❡

Y/X=3 ❝❧❛ss❡ s❛❧❛r✐és

Y3 c′j n3j n3j . c
′

j c′j − Y 3

(

c′j − Y 3

)2
n3j .

(

c′j − Y 3

)2

❬✵✷ ❀ ✵✻❬ ✹ ✹ ✶✻ ✲✹✳✼✵ ✷✷✳✶✸ ✽✽✳✺✹

❬✵✻ ❀ ✶✷❬ ✾ ✶✵ ✾✵ ✲✵✳✷✾ ✵✳✵✽ ✵✳✽✼

❬✶✷ ❀ ✶✻❬ ✶✹ ✸ ✹✷ ✺✳✷✾ ✷✽✳✵✸ ✽✹✳✶✶

❚♦t❛❧ ✶✼ ✶✹✽ ✶✼✸✳✺✷

❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❨ s❛❝❤❛♥t X = 3 ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Y 3 =
1

n3.

∑

j=1

3
n3j c

′

j =
148

17
= 8.70 euros.

❡t

V3(Y ) = V (Y/X=3) =
1

n3.

∑3

j
n3j

(

c′j − Y 3

)2
=

173.52

17
= 10.20 euros2.

❖r

1

N

3
∑

j=1

ni. Y i = n1. Y 1 + n2. Y 2 + n3. Y 3 =
25

60
× 7.6 +

18

60
× 7.88 +

17

60
× 8.70 = 7.99 ≈ 8.

✹✷ ❉✐❜✱ ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐



✷✳✷✳ ❊①❡r❝✐❝❡ ✷

❡t

1

N

(

n1. V1(Y ) + n2. V2(Y ) + n3. V3(Y ) + n1.

(

Y 1 − Y
)2

+ n2.

(

Y 2 − Y
)2

+ n3.

(

Y 3 − Y
)2
)

=
1

60

(

25× 9.04 + 18× 7.09 + 17× 10.20

+ 25× (7.6− 8)2 + 18× (7.88− 8)2 + 17× (8.70− 8)2
)

= 9.002 ≈ 9.

P❛r s✉✐t❡✱ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳

❉✐❜ ❡t ❆♠❡✉r ❡t ❉❛❧✐ ✹✸
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