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Les fonctions réelles d'une variable réel

| Les fonctions réelles

d'une variable rée

1. Objectifs

L'objectif principal de ce chapitre est de :

- Comprendre les concepts de base des fonctions (domaine de définition, composition de fonctions, fonctions
périodiques, fonctions paires, fonctions impaires, fonctions bornées, sens de variation des fonctions).

- Maitriser la notion de limites de fonctions (définition de la limite, limite & droite, limite & gauche, limites infinies et
limites a I'infini, formes indéterminées, opérations algébriques sur les limites, limite d'une fonction composée).

- Explorer la notion de continuité et de prolongement par continuité.

2. Généralité sur les fonctions

&, Définition

On appelle une fonction réelle d'une variable réelle, toute fonction de R ou d'une partie de R vers R,
f: R—-R
x +— f(x)

& Définition : Fonction paires-impaires

- Une fonction f définie sur un intervalle I symétrique par rapport a O est dite paire si Yxel, f(-x)=f(x)
- Une fonction f définie sur un intervalle I symétrique par rapport a O est dite impaire si

Vxel, f(=x)=—f(x)

&, Définition : Fonctions périodiques

Une fonction $f$ est dite p\ériodique, s'il existe un T' > 0, tel que
fx+T)= f(x) YxeR )

Side plus T est le plus petit réel positif vérifiant la définition, alors 7" est appelé période de la fonction f.

&, Définition : Fonctions bornées

1. Une fonctionf définie sur un ensemble £ C R

sera dite majorée si et seulement si
AM eR,Vx€E f(x)<M



Opérations algébriques sur les fonctions

2. Une fonction f définie sur un ensemble £ C R sera dite minorée si et seulement si

dneR,Vxe Em < f(x)

3. Une fonction f définie sur un ensemble E C R sera dite bornée si et seulement si elle est a la fois minorée et

majorée
ou de maniére équivalente

JA>0, Vxe E [f(x)| <A

&, Définition : Fonctions monotones

1.

Une fonction f définie sur un ensemble E C R sera dite croissante si et seulement si
Yx,yeE; x<y= f(x) < f(y)

. Une fonction f définie sur un ensemble £ C R sera dite strictement croissante si et seulement si

Yx,ye E; x <y = f(x) < f(y)

Une fonction f définie sur un ensemble £ C R sera dite décroissante si et seulement si
Yx,yeE; x<y= f(x) > f(y)

. Une fonction f définie sur un ensemble £ C R sera dite strictement décroissante si et seulement si

Yx,ye E; x <y = f(x)> f(y)

5. [ est monotone si elle est croissante ou bien décroissante.

6. [ est strictement monotone si elle est strictement croissante ou bien strictement décroissante.

3. Opérations algébriques sur les fonctions

&, Définition

Soit E C Retsoient f : E — Ret.

1.

Somme :
On appelle somme de deux fonctions f et g et on note f + g, la fonction

2. Produit par un scalaire :

Soit A € R, lafonction A. f est définie par

3. Produit de deux fonctions :

On appelle produit de deux fonctions f et g et on note f.g, la fonction

4. Quotient :

SiVx e E:g(x)+0,alors J—Cest définie par :
4



Limite d'une fonction en un point

4. Limite et continuité d'une fonction
4.1. Limite d'une fonction en un point

&, Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle I C R, et soit xo € I, on dit que f(x) tend vers / quand x tend vers Xg si
Ye>0, da, >0 ¥xel,(x—x|<a. = |f(x)—1] <&)

et notera dans ce cas

lim f(x) =1
Q Fondamental
Si  la limite d'une fonction en un point existe alors elle est unique, et
(limf(x):) (llmf(x)— llmf(x)—)
X—* A \—)\0
Propriétés :

Soit f et g deux fonctions données alors,

1. S|(11mf(x) =1l et llmg(x) = lg) alors(llm (f)+gx) =10 + Zo)

X— X

2. S|( llmf(x) =1l et llmg(x) = lg) alors(llm (f(x).g(x)) =1 Zo)
3. S|(11mf(x) =1 et llmg(x) =l # 0) alors(llm (f(x)) Z_])
X—Xp g(x) 32

4. Si lim f(x) = O et g est une fonction bornée alors lim f(x)g(x) = 0
X— X X— X

4.2. Limites infinies

&, Définition

1. On dit que f(x)tend vers 400 quand X tend vers xg et
on écrit lim f(x) = 400, si

X— X
(lirnf(x) = +oo) SWA>0, da>0; (Vxel, x—x|l<a = f(x)> A)

2. Ondit que f(x)tend vers =% quand x tend vers X et
on écrit lim f(x) = —o0, si

X— X
(limf(r) = —oo)c:> (VB<0,da>0; (Vxel, x—x|<a = f(x)<B)

3. Ondit que f(x) tend vers / quand x tend vers +00 eton écrit lim f(x) = [, si

X—+00

(_lim f(x):l)@(\lg>0, JA>0; (Vxel, x>A = |[f(x)-]<¢g)

4. On dit que f(x) tend vers / quand x tend vers =X eton écrit lim f(x) = [, si
X——00

(_li[n flx)= [) ©Me>0,AB<0; Vxel, x<B = [f(x)—-1<¢g)



Limites infinies

9 Fondamental : Théoréme d'encadrement ou des gendarmes

Soita € Roua = +o0ooua = —oo.

Silimf(x) = [, limg(x) = let f < h < galors limh(x) = [

@ Fondamental : Théoréme de comparaison

- Si lim f(x) = +ooetg > falors lim g(x) = +oo.
x—+oo

X—+00

- Si lim f(x) = —ooetg < falors lim g(x) = —oco.
X—+00 X—+00



Il Continuité et propriétées

1. Continuité

&, Définition

Soit f une fonction dé finie en un point Xo.

1. On dit qu'une fonction f est continue en un point Xy si et seulement si
lim £(x) = f(x0)
il est donc nécessaire que | soit définie en xg, en d'autres
termes, avant de parler de continuité en un point il faut d'abord s'assurer que f'y est définie.
2. On dit qu'une fonction f est continue en un ensemble/ C R si et seulement si f est continue en tout point de
I

3. Ondit qu'une fonction f est continue & droite du point Xxg si et seulement si

Iim 7(x) = f(x0)

>
4. On dit qu'une fonction f est continue a gauche du point xg

si et seulement si

lim £() = f(x0)
Propriétés :
1. ( f est continue en un point xp) &< (lim f(x) = lim f(x) = f(x0)).
X—Xp X—Xp
2. Si f et g sont continues en un point xg alors(f + g) et (f.g) sont continues en xo, et si de plus g(xo) # 0

alors — est aussi continue en x.

4
3.Sif: A — Bestcontinueen xpetsig: B — C
est continue en f(xp) alors (g o f) est continue enxy.

Opérations sur les fonctions continues :

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I ; soit un réel a € R. Si les fonctions f et g sont continues en
a, alors :

1. A.f estcontinueena (4 € R).

2. f + gestcontinue en a (idem pour "-").

3. f.g estcontinue en a.

4. — est continue en a si g(a) # 0 et non définie en a si g(a) = 0.
8

5. Si une fonction g est continue au point a et une fonction | est continue au point g(a), alors f © g est continue
end.



Prolongement par continuité

2. Prolongement par continuité

&, Définition

Soit f : R — R une fonction donnée, telle

que [ n'est pas définie en xp mais admettant une limite / € R quand x tend vers xp, lim f(x) = [.
X— X

On définit alors la fonction f appelée prolongement par continuité de f au point xq par

= | J(x) st x# xg
f(x)—{ l si x = xg
S Remarque

1. Il faut observer que contrairement & f sont prolongement par continuité f est définie en x et de plus f y est

continue.

1
2. Le prolongement par continuité peut ne pas exister, par exemple f(x) = — n'admet pas de prolongement
Y2

par continuité en xy = O car lin{n]f(x) = +00,
X—

3. Fonction continue sur un intervalle fermé borné

&, Définition

Soit a, b € R alors l'intervalle fermé borné [a, b] est aussi appelé compact de R.

&, Définition

VxeE f(x) <M
Soit f une fonction majorée sur I'ensemble E.
alors
alors M est appelé majorant (clairement il n'est pas unique).

On appelle borne supérieure de | sur E le plus petit des majorants, on le note S up f(x).
xel

Soit f une fonction minorée sur I'ensemble E est appelé majorant (clairement il n'est pas unique).

On appelle borne supérieure de | sur E le plus petit des majorants, on le note S up f(x).
xeE

Soit $f$ une fonction minorée sur I'ensemble E

Yxe E,m< f(x)

alors m1 est appelé minorant (clairement il n'est pas unique).

On appelle borne inférieure de f sur E le plus grand des minorants, on le note Inf f(x).
xeFE

Proposition :



Fonction continue strictement monotone

L'image d'un compact [a, b] par une fonction continue f est aussi un compact i.e.f ([a, b]) =|a,B] avec

a=Inf f(x)et B =Sup f(x).

x€lu,b] x€la,b]

Théoréeme des valeurs intermédiaires :

Soit f une fonction continue sur un compact [a, b] ; alors f atteint toutes les valeurs comprises entre a et 3 $ ou
f ([a, b])= |a,p],en dautres termes

Yy € |a,B], Ax € [a,b]; y = f(x)

En particulier

af <0 = dxp € [a,b]; f(x0)=0

N Remarque

Pour appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires on a pris I'habitude d'observer si f(a). f(b) < 0, auquel cas
on en déduit I'existence de xqy € [a, b] ; tel que f(xp) = 0, ceci n'est pas faux, mais il faut faire attention! par
exemple[a, b] = [-2, 2]

f)=x

alors bien que

f(=2).f(Q)=4x4=16>0

on a bien

xp=0€[-2,2]; telque f(0) =0

4. Fonction continue strictement monotone

Q Fondamental

Soit I un intervalle de R, et soit f une fonction définie sur I, continue et strictement monotone alors on a les

propriétés suivantes :

1. f (1) estaussiun intervalle de R ( fermé borné si I est aussi fermé borné).

2. f estbijective de I vers f (I).

3. L'application réciproque f‘l : f(I) = I, est continue strictement monotone de méme nature que f (si f
est strictement croissante alors f ~!l'est aussi, et si [ est strictement décroissante alors f ~rest aussi).

4. Les graphes de f etde f_l sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice y = x.

© Complément : Fonctions réciproques élémentaires

1. La fonction
o
T -1,1
£ 55—
X = f(x) = sinx

est continue strictement croissante, elle est donc bijective et admet une
application réciproque que I'on notera Arcsin, ainsi



Fonction continue strictement monotone

Arcsin: [-1,1] — [—E, E]
2°2
x = f(x) = Arcsinx
avec
y = Arcsinx & x = siny

Arcsin(sinx) = x et sin(Arcsinx) = x

. La fonction
f: [0,7r] — [-1,1]

X = f(x) =cosx
La fonction
f: [0,7r] — [-1,1]

X = f(x) =cosx
avec
y = Arccosx & x = cosy

Arccos (cosx) = x et cos (Arccosx) = x

. Lafonction
T
N R
/ ] 2 2[ —
X f(x) =1gx

est continue strictement croissante, elle est donc bijective et admet une

application réciproque que I'on notera Arctg, ainsi
T
Arctg : R — ]——, —[
2 2
x = f(x) = Arctgx
avec
y = Arctgx & x = 1tgy

Arctg(tgx) = xettg(Arctgx) = x

10
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