Méthode du Gradient

Ce chapitre explore une classe importante d'algorithmes pour résoudre
des problémes d'optimisation sans contrainte. Le concept central est la

direction de descente, qui consiste a trouver un chemin vers le
minimum d'une fonction.
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Principe de la Méthode

L'objectif est de minimiser une fonction f. On commence par un point de départ arbitraire xo. Pour trouver le point suivant
X, il faut s'approcher du minimum de f, c'est-a-dire f(x) < f(xo). On recherche alors x sous la forme: x = xo + pd, ou d est un
vecteur non nul de Re et p est un réel strictement positif.

Direction de Descente Pas de Descente
On cherche p et d tels que f(xo + pd) < f(x0). Si d existe, on p représente le pas de descente, qui détermine la taille du
I'appelle direction de descente. deplacement dans la direction de descente.
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Schéma Général

Le schéma geénéral d'une méthode de descente s'écrit comme suit:

Xo € RM
Xk+1 = Xk + Pkdk: dk € R" /{@}, Pk € R

ou py et di sont choisis de maniere a ce que f(x. + prdi) < F(Xi).
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Trouver une Direction de
Descente

Une idée est d'utiliser le développement de Taylor a I'ordre 2 de la
fonction f entre deux itéres x. et X1 = X + pdi:

f(xXx + prdx) = F(xx) + pr(VF(Xxx), di) + O(prdy)

Pour que f(x + prdi) < T(xi), on peut choisir:

] 1. Algorithme du 2 R.Algorithme de
Gradient Newton
di = -V (X di = CH(x) 1T (X4)
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Méthode de Gradient

L'algorithme du gradient est un algorithme d'optimisation
différentiable itératif qui procéde par améliorations successives.

A chaque point courant, un déplacement est effectué dans la direction
opposée au gradient, ce qui fait décroitre la fonction. L'algorithme du
gradient est également connu sous le nom d'algorithme de la plus
forte pente (steepest descent) car le gradient est la pente de la
fonction linéarisée au point courant et est donc, localement, sa plus
forte pente.

Gradient Desisent
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Meéthode de Gradient a Pas Fixe

On peut utiliser un pas fixe p > o pour toutes les itérations, ce qui donne la méthode de gradient simple:

dx -VF (k)

Xk+1 = X + pdk

Pour f € C', cette méthode converge si p est choisi suffisamment petit.
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Le Choix de Pas

Le choix du pas p a un impact significatif sur la performance de la
methode de gradient.

Pas Optimal Pas Petit

Un pas bien choisi donne des Un pas plus petit attéenue les
résultats similaires a la zigzags des iterés mais
méthode de la plus profonde augmente le nombre
descente. d'itérations.

Pas Grand

Un pas trop grand peut faire diverger la méthode.
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Meéthode de Gradient a Pas
Optimal

Cette methode consiste a calculer le pas px a chaque itération de
maniére a ce que la fonction de co(it soit minimale le long de la
direction de descente choisie. On calcule ainsi:

Xp+1 = Xk - PrVT(Xk)

Pour illustrer la méthode, on considere le probléme mathématique
sans contrainte suivant: min f(x), avec f(x) = 4X:2 + 6X22 + 6Xi1X2 + 3X1 +
4X: + 6. On souhaite calculer le minimum directement (méthode
analytique: Vf(x) - 0) et développer deux itérations des algorithmes de
gradient a pas prédeterminé (p - 0.1) et a pas optimal pour Xo = (...).
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