
 أ. بلبشير وفاء السنة الثالثة ليسانس: اقتصاد وتسيير المؤسسة  الاقتصاد القياس  مقياس 
 المحور الأول: التعريف بالاقتصاد القياس  

ة    الجير والمصفوفات(1)المحاضر
ر
 : تذكير ف

 تعريف المصفوفة:  -1

 ه  أعداد حقيقية أو مركبة. ونكتب:  𝑎𝑖𝑗، حيث 𝑎𝑖𝑗عمود، تتكون من العناصر  kسطر و  nذات   Aالمصفوفة 

𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑛∗𝑘
 , 𝐴(𝑛,𝑘)               عمود: 𝑗     , :سطر 𝑖         

𝐴 = [

𝑎11 𝑎12 … . 𝑎1𝑘

𝑎21 𝑎22 … . 𝑎2𝑘

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 … . 𝑎𝑛𝑘

] 

𝐴(1,𝑘) )  
 : شعاع خط  )أفق 

𝐴(𝑛,1)   شعاع عمودي : 

 𝑛 = 𝑘مصفوفة مربعة : 

2-  : ر  تساوي مصفوفتير

ن  𝐴نقول عن مصفوفتير = [𝑎𝑖𝑗]𝑛∗𝑘
𝐵و   = [𝑏𝑖𝑗]𝑚∗𝑙

ن إذا كان:     أنهما متساويتير

-   𝑘 = 𝑙  و    𝑛 = 𝑚  
ن متساوية  -   المصفوفتير

𝑏𝑖𝑗 العناصر من نفس العمود والسطر فن = 𝑎𝑖𝑗 

3-  : ر  مجموع مصفوفتير

𝐴ليكن  = [𝑎𝑖𝑗]𝑛∗𝑘
𝐵و   = [𝑏𝑖𝑗]𝑛∗𝑘

ن  مصفوفتان من نفس   𝐶 ه  مصفوفةو   𝐴النوع، مجموع المصفوفتير = [𝑐𝑖𝑗]𝑛∗𝑘
من نفس النوع حيث      

  𝑐𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗 

 مثال: 

𝐴 (
1 2
3 4

)             ,         𝐵 (
1 0
5 4

)     𝐶 = 𝐴 + 𝐵 

 𝑐𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗 

 𝑐𝑖𝑗 = (
1 2
3 4

)    + (
1 0
5 4

) = (
1 + 1 2 + 0
3 + 5 4 + 4

) = (
2 2
8 8

) 

  مصفوفة:  -4
ر
ب سلمية ف  ضر

𝐴جداء مصفوفة  = [𝑎𝑖𝑗]𝑛∗𝑘
𝜆𝐴هو المصفوفة:  λبالسلم    = 𝜆[𝑎𝑖𝑗] 

 مثال: 

𝐴 = (
1 2
3 4

)   ,     2𝐴 = 2 (
1 2
3 4

) = (
2 ∗ 1 2 ∗ 2
2 ∗ 3 2 ∗ 4

) = (
2 4
6 8

)  

5-  : ر ب مصفوفتير  ضر

𝐴لدينا  = [𝑎𝑖𝑗]𝑛∗𝑘
𝐵و   = [𝑏𝑖𝑗]𝑘∗𝑙

ن  ب مصفوفتير ط الأساس  لضن تيب هو أن عدد أعمدة المصفوفة  Bو A، الشر يساوي عدد أسطر  Aبهذا الي 

, B          .   𝐴𝑛,𝑘المصفوفة  𝐵𝑘,𝑙   

𝐴. 𝐵 = 𝐶𝑛,𝑙                              

, 𝐴(2,3)  مثال:  𝐵(3,3)       ,   𝐴. 𝐵 = 𝐶(2,3)           

 ملاحظات: 

 𝐴𝐵 ≠ 𝐵𝐴  
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 𝐴 + 𝐵 = 𝐵 + 𝐴 
 (𝐴 + 𝐵) + 𝐶 = 𝐴 + (𝐵 + 𝐶) 
 𝐴(𝐵. 𝐶) = (𝐴. 𝐵)𝐶 
 𝐴(𝐵 + 𝐶) = 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶 
 (𝐵 + 𝐶)𝐴 ≠ 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶 
 (𝐵 + 𝐶)𝐴 = 𝐵𝐴 + 𝐶𝐴 
 𝜆(𝐴 + 𝐵) = 𝜆𝐴 + 𝜆𝐵 
 (𝜆 + 𝜇)𝐴 = 𝜆𝐴 + 𝜇𝐴 
 (Symmetric Matrix)المصفوفة المتناظرة:  -6

𝑎𝑖𝑗ه  مصفوفة مربعة عناصرها المتناظرة بالنسبة للقطر الرئيس  متساوية:  = 𝑎𝑖𝑗  , 𝑖 ≠ 𝑗 

𝐴(
3 0 2
0 5 4
2 4 1

) 

 (Diagonal Matrix)المصفوفة القطرية  -7

𝑎𝑖𝑗: 0ه  مصفوفة مربعة جميع العناصر خارج القطر الرئيس  تساوي  = 0  , 𝑖 ≠ 𝑗 

𝐷 = (
3 0 0
0 5 0
0 0 1

) 

 (Identify Matrix)المصفوفة الوحدية  -8

𝑎𝑖𝑗: 1الرئيس  تساوي  ها عناصر قطر قطرية جميع ه  مصفوفة  = 0  , 𝑖 ≠ 𝑗   ،𝑎𝑖𝑗 = 1  , 𝑖 ≠ 𝑗 

𝐼 = (
1 0… 0
0 1… 0

0… 0… 1
) 

 المصفوفة المثلثية:  -9

A  0مصفوفة مربعة، تسم مصفوفة مثلثية علوية أي عناصرها الواقعة أسفل القطر الرئيس  تساوي، 𝑎𝑖𝑗 = 0  , 𝑖 > 𝑗 

A = (
5 2… 1
0 2… 3
0 0… 1

) 

B  0القطر الرئيس  تساوي  علىأي عناصرها الواقعة أ سفليةمصفوفة مربعة، تسم مصفوفة مثلثية، 𝑎𝑖𝑗 = 0  , 𝑖 < 𝑗 

B = (
5 0… 0
9 2… 0
4 3… 1

) 

 المصفوفة المتناظرة عكسيا:  -10

𝑎𝑖𝑗ه  مصفوفة مربعة عناصر قطرها الرئيس  تساوي الصفر، وعناصرها المتناظرة بالنسبة لقطرها الرئيس  متعاكسة بالإشارة أي  = −𝑎𝑖𝑗  

𝐴مثال:  = (
0 1 −3

−1 0 2
3 −2 0

) 

 (Transpose of Matrix)منقول مصفوفة:  -11

  تقلب فيها الأسطر إلى أعمدة والأعمدة إلى′هو مصفوفة  Aمنقول مصفوفة 
𝐴  أسطر. ، الت  = [𝑎𝑖𝑗]𝑛∗𝑘

      𝐴′ = [𝑎𝑖𝑗]𝑘∗𝑛
    

 ملاحظات: 

   إذا كانت𝐴′ = 𝐴  ه  مصفوفة متناظرة.   ، فإن 
  إذا كان(𝑛,1)  هو شعاع عمودي فإن𝑋(1,𝑛)

′    
 شعاع أفق 
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𝑋(𝑛,1) =

[
 
 
 
 
𝑥1

𝑥2

𝑥3

⋮
𝑥𝑛]

 
 
 
 

        ;         𝑋(1,𝑛)
′ = [𝑥1 𝑥2 𝑥3 … 𝑥𝑛] 

    𝑋(1,𝑛)
′ . 𝑋(𝑛,1) = [𝑥1 𝑥2 𝑥3 … 𝑥𝑛] 

[
 
 
 
 
𝑥1

𝑥2

𝑥3

⋮
𝑥𝑛]

 
 
 
 

=𝑥1
2 + 𝑥2

2+…𝑥𝑛
2 = ∑𝑥𝑖

2 

 (𝐴′)′ = 𝐴 
 (𝐴 + 𝐵)′ = 𝐴′ + 𝐵′ 
 (𝐴. 𝐵)′ = 𝐵′. 𝐴′ 
 (𝐴. 𝐵. 𝐶)′ = 𝐶′. 𝐵′. 𝐴′ 
 مقلوب مصفوفة:  -12

𝐵

𝐴
= 𝐵. 𝐴−1    ,     𝐴−1 =

𝐴𝑑𝑗 𝐴

|𝐴|
 

 ملاحظات: 

 𝐴−1. 𝐴 = 𝐴. 𝐴−1 = 𝐼 
 (𝐴−1)′ = (𝐴′)−1 
 (𝐴. 𝐵)−1 = 𝐵−1. 𝐴−1 
 (𝐴. 𝐵. 𝐶)−1 = 𝐶−1. 𝐵−1 . 𝐴−1 
 قوى مصفوفة:  خصائص -13
 𝐴. 𝐴 = 𝐴2    ,   𝐴2. 𝐴 = 𝐴3     , 𝐴𝑛 ∗ 𝐴𝑚 = 𝐴𝑛+𝑚           ,   (𝐴𝑛)𝑚 = 𝐴𝑛∗𝑚 
 𝐴𝑛 =  مصفوفة عديمة القوة.  0
 𝐴𝑛 = 𝐴  .مصفوفة عقيمة أو أحادية القوة 
 (Trace of Matrix)أثر المصفوفة:  -14

ط أن تكون المصفوفة مربعة( Aأثر المصفوفة المربعة    هو مجموع عناصر القطر الرئيس  )يشي 

𝐴 = (

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21

⋮
𝑎22

⋮
…

𝑎2𝑛

⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 … 𝑎𝑛𝑛

) 

𝑇𝑟 (𝐴) = ∑ 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎11 + 𝑎22 + ⋯+𝑎𝑛𝑛  , 𝑖 = 𝑗 

 ملاحظات: 

 𝑇𝑟(𝐼𝑛) = 𝑛 
 𝑇𝑟𝜆𝐴 =  𝜆𝑇𝑟 (𝐴) 
 𝑇𝑟(𝐴 + 𝐵) =  𝑇𝑟 (𝐴) + 𝑇𝑟(𝐵) 
 𝑇𝑟(𝐴. 𝐵) =  𝑇𝑟 (𝐵. 𝐴) ,  𝐴(𝑛,𝑘)     ,    𝐵(𝑘,𝑛)   

بيعية -15  (Quadratic Form): الصيغة الير

 𝑋(𝑛,1)والشعاع العمودي  (𝑛,𝑛)إذا كانت المصفوفة المتناظرة 

 

𝐴 = (

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21

⋮
𝑎22

⋮
…

𝑎2𝑛

⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 … 𝑎𝑛𝑛

)         𝑋(𝑛,1) =

[
 
 
 
 
𝑥1

𝑥2

𝑥3

⋮
𝑥𝑛]
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         𝑋(1,𝑛)
′ 𝐴(𝑛,𝑛) = [𝑥1 𝑥2 𝑥3 … 𝑥𝑛] (

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21

⋮
𝑎22

⋮
…

𝑎2𝑛

⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 … 𝑎𝑛𝑛

) 

𝑋′𝐴 = [(𝑥1𝑎11 + 𝑥2𝑎21 + ⋯+ 𝑥𝑛𝑎𝑛1)   (𝑥2𝑎12 + 𝑥2𝑎22 + ⋯+ 𝑥𝑛𝑎𝑛2)… (𝑥1𝑎𝑛1 + 𝑥2𝑎𝑛2 + ⋯+ 𝑥𝑛𝑎𝑛𝑛)]… (𝟏) 

𝑋′𝐴 = [∑𝑎𝑖1𝑥𝑖 ∑𝑎𝑖2𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

… ∑𝑎𝑖𝑛𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

] 

𝑋′𝐴 𝑋 = [∑𝑎𝑖1𝑥𝑖 ∑𝑎𝑖2𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

… ∑ 𝑎𝑖𝑛𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

] [

𝑥1
𝑥2

⋮
𝑥𝑛

] 

𝑋′𝐴 𝑋 = [𝑥1 ∑𝑎𝑖1𝑥𝑖 + 𝑥2 ∑𝑎𝑖2𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

+ ⋯+ 𝑥𝑛  ∑𝑎𝑖𝑛𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

] 

𝑋′𝐴 𝑋 = [∑∑𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

]           (𝑠𝑐𝑎𝑙𝑎𝑟 𝑜𝑟 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥) 


