
 ( eigenvalues)الجذور المميزة  
 (:eigenvectors)والمتجهات المميزة المرافقة لها  

ت طببب ص(صCharacteristic equation)،صالو ادلبببمصالوو ببب  صصAn.nبالنسبببلمصلوفبببربعمص    بببمص
 A -  I= 0      ::                                           كالآتي

ص.الوو   صلوفربعمص   نمصقدصتأخذصقيواص  كلم(صأوصالقيم) عصالإشار صإل صأنصقيمصالجذورص
 .Aأوجدصقيمصالجذورصالوو   صوقيمصالوتجهاتصالوو   صالوباعقمصلهاصللوفربعمصص:مثال

 
 A =          

 

 :Aللمصفوفة ( eigenvalues) إيجاد قيم الجذور المميزة -1

 

A-I=                       -   = 0 
 

 

          -   = 0 
 
 

          -   = 0 
 
 

          -   = 0 
 
 (1-) (-) -  (2) (3) = 0 

 
2
 - - 6 = 0 

 (-3) (+2) = 0 

    1 = 3 

         2 = -2 

 :Aللمصفوفة ( eigenvectors)المميزة  متجهاتإيجاد قيم ال -2

 =ص1=ص3:ص نصأجلصص-أ

     c11  0 

 A - I  c21 = 0 

 

 1-3 2  c11  0 

 3 3-   c21 = 0 

 

1 2 

3 0 

1 2 

3 0 

1 0 

0 1 

1 2 

3 0 

 0 

0  

1- 2-0 

3-0 0- 

1- 2 

3 - 



 2-  2  c11  0 

 3 3-   c21 = 0 

  -2 c11 + 2 c21 = 0                 c11  = c21   

   3  c11 - 3 c21 = 0 

 مجموع لأن (1)مساحة دالة التوزيع الطبيعي تساوي  :بالتطبيع

 .، نستخدم التطبيع للحصول على نتيجة واحدة1الاحتمالات يساوي 

                   t                 

c11
2
+  c21

2
 = 1   c11

2
+  c11

2
 = 1 

                         2 c11
2
 = 1 

                          c11
2
 = 1/2 

                           c11 = c21 =  1/2            …     (نأخذ فقط القيم الموجبة) 
ص:صإذنصأولص تجهص و  صهب

 
 2 ==  -2: من أجل  -ب

     c12  0 

 A - I  c22 = 0 

 

 1+2 2  c12  0 

 3 2  c22 = 0 

 

 3 2  c12  0 

 3 2  c22 = 0 

   3 c12 + 2 c22 = 0                 c12  = (-2/3) c22   

   3 c12 + 2 c22 = 0 

 .) للحصول على حل واحد ( :بالتطبيع

c12
2
+ c22

2
 = 1   (-2/3) c22

2
+  c22

2
 = 1 

                         (13/9)  c22
2
 = 1 

                          c22
2
 = 9/13 

                           c22 =  3/13            …     (نأخذ فقط القيم الموجبة) 

                           c12 =  2- /13             
ص:صإذنصثانيص تجهص و  صهب

 
 .Aأوجد قيم الجذور المميزة وقيم المتجهات المميزة الموافقة لها للمصفوفة  :وظيفة

 
 A =          

 

 
 

1/2 

1/2 

/13 2-   

3/13 

1 1-  

0 2 



 :خصائص الجذور المميزة والمتجهات المميزة المرافقة لها
 (.eigenvalues)لهواصنرسصالجذورصالوو   صصAوصصAالوفربعتانص (1
أثص جوببببلصصنااببب صالقطببب ص(صY)يسببباوثصأثببب صالوفبببربعمص(صY)الوو ببب  صلوفبببربعمص جوببببلصالجبببذورص (2

 .ال ئيسيصلهذهصالوفربعم
ص   : 1مثال

  
...() 1– (ص) 2 - )ص   = 1= 1  1- 1 B ( الو ادلمصالوو   ص0= 

  2= 2  2 0 
Tr(B) = 1 + 2  Tr(B) = 3 
1+ 2 =(1)ص +صص ( 2)ص = 3  

ص    :2مثال
  

...(2 – 5 + 2 =0    الو ادلمصالوو) 
 1= (5-17)/ 2 

 
1 4 

B =  
   2= (5+17)/ 2 1 2 

Tr(B) = 4 + 1  Tr(B) = 5 
1+ 2 =ص(5-17)/ 2 + (5+17)/ 2 = 5  

 (Aيساوثص حددصهذهصالوفربعمص(صA)حاالصض بصالجذورصالوو   صالوفربعمص (3
A =   

   i 
 A= (1) (2) = 2صصصصصصص   

 
-1 1 

A =  
            

   i = )2 (1()  = 2 2 0 
 .رتلمص فربعمص اصيساوثصصددصالجذورصالوو   صغ  صالو دو م (4

ص   : مثال
       1= 0 

 
2 4 

A =  
       2= 5 1 2 

Rank(A) = (A) = 1 

A)الجببذورصالوو بب  صللوفببربعمص (5
الوتجهبباتص،صولكببنص(A)هببيص قلببببصالجببذورصالوو بب  صللوفببربعمص(ص1-
 .الوو   صالو اعقمصلهاصعهيصنرسها

: مثال     
 
 

 .كلصالجذورصالوو   صهيصأصدادصحقيقيم(صX = X)بالنسلمصللوفربعاتصالوتناظ  ص (6

1= 1 
 

 1/2 1 
= 

 1/2 2/2 
A

-1
 =  

-1 1 
A = 

2=1/2  1/2  0  1/2 0/2 2 0 



 perwise) سبببتقلمصإحفبببائياص ننببب ص ننببب صبالنسبببلمصللوفبببربعاتصالوتنببباظ  ،صالوتجهببباتصالوو ببب  ص (7
orthognal.) 

C1 C2 = 01.1,  C2 C1 = 01.1 
 :مثال

 
 

C1 C2 = 0  (-1/5) (2/5) + (2/5) (1/5) = (-2/5) + (2/5) =0 

C2 C1 = 0 (2/5) (-1/5) + (1/5) (2/5)  = (-2/5) + (2/5) =0 

   نظرية الأطياف(The Spectral Theorem:) 
 :تعطى كالتالي( )المصفوفة القطرية المستقلة إحصائيا للمتجهات المميزة 

 = diag (1, 2, …, n) C A C   =  :                        متناظرة حيث( A)المصفوفة 

 مثال

 

 

 

 
 

C A C = 
-3 /5 2 /5 6 1 -3 /5 2 /5 

= 
-1 0 

2 /5 3 /5 2 6 2 /5 3 /5 0 4 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

2/5 
,  C2 = 

-1/5 
,  C1 = 

1= 0 
 

2 4 
A = 

1/5 2/5 2= 5 1 2 

2 /5 
,C2


  = 

-3 /5 
,C1


 = 

1= -1 
 

6 1 
A = 

3 /5 2 /5 2= 4 2 6 

2 /5 -3 /5 
=  C1


,  C2


  C = 

3 /5 2 /5 


