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 ةينمز لا لسلل سلا ليلحتمحاضرات في 

 مذكرة في الجبر والمصفوف ات: ثانيةالمحاضرة ال
 تعريف -1

 ija[ ،i[ مفففف تا  تتمفففف ن صفففف  ال    فففف   kسففففو ا    nتحتفففف ى   فففف   Aالمصفففف     
 عبارة عن أعداد حقيقية أو مركبة. ijaمع العلم أن   م ت. jسو ، 

1k…… a 12a  11a            

2k…… a 22a  21A =    a  

                

nk…… a n2a  n1a                 

 

k  n]ijA = [a 

k)(nA  

   (1, k)خوي  ش  ع
   (n,1)  م تى ش  ع

   n = k  صص     ص ب   
 

 (A = B) تساوي مصفوفتين -2
ن حتف   طش  ،  ه  ك ijB = [b[lmو  a] = k  n]ijAن لدي   صص   ت تإذا ك ن

   صتس  يتي :ين المص   ت  تتم ن ه
 .n = m   k = lأن تم ن  ص  ن س الدرج :  -أ

 .ijb  =ijaال      ص  ن س السو   ال م ت  ي المص   تي  صتس  ي :  -ب   
 جمع مصفوفتين  -3

C = A + B  

ij+ b ij= a ijC 

ال  تجف   ن ص  ن س الدرجف   المصف    ت لجمع صص   تي  يشت ط أن تم ن المص   
 ص  ن س الدرج .



                      زغودي أحــــمـــــــــــــــــــدد.          السنة الأولى ماسلتر اقتصاد وتسيير المؤسلسة                     لزمنيةسلل ارات تحليل السل محاض

M1 EMF, M1 EGE                         2025/ 2024:  الجامعيةالسنة         اقتصاد نقدي ومالي     الأولى ماسلتر السنة 

2 
 

 ضرب سلمية في مصفوفة -4
A = [aij]    i,j. 

 ضرب مصفوفتين -5
C = A . B 

أن  ففدت اا مففد   بهفف ا الت تيففو، هفف  Bو  A الشفف ط ااس سففي لمفف ب صصفف   تي 
 .Bس  ى  دت    ف المص     ي Aل مص     

m) (kB              ,k) (nA   

B .= A  m)(nC 
 مثال:

3) (6 ]ijB = [b6)                 (4 ]ij[aA =   

B .= A  3)(4 ]ijC = [c 

 ملاحظات:
 B.A A.B  ، إذن B.Aلا يمكن الحصول على 

B+A 1 A+B  

A+(B+C) A+B)+C )1   

A.B+ A. C 1 A. (B+C)  

A. B+ A. C 1 (B+C). A  

B. A+ C. A (B+C). A () 

. B+ . C . (B+C) () 

 A + A (+). A () 
 (Matrix Symmetricالمصفوفة المتناظرة )- 6

 هي صص     ص ب        ه  المت  ظ   ب ل سب  ل قو  ال ئيسي صتس  ي .
aij = aji , i   j 

          3   0   2   5 

4   4   7   =    0 A 
          2   4   6   6 

  46    4    5            
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 (Transpose of a Matrixالمصفوفة )منقول   -7
( التووول بقلووو  )يروووا أ ووو ر A( هووول المصوووةو)ة )Aالمصوووةو)ة ) منقوووول

 ( إلى أعمدة وأعمدبرا إلى صةوف.Aالمصةو)ة )

                                       a 11  a12 …… a1k 

            k2…… a 22a  21a      A =,         k n]ijA = [a 

                                                           

nk…… a n2a  n1a                                                             
 

 

                                       a11  a21 …… a n1 

            2n…… a 22a  12a     = A,      n  k ]ji= [a A 

                                                           

nk…… a k2a  k1a                                                             
 

 ملاحظات:
      إذا ك نت المصA             :صت  ظ  ،  إنA A = 
  إذا ك ن(n1)X  ش  ع  م تى،  إن(1n)X ش  ع أ قي. 

              x1 

X(n1) =     x2                    X(1n) =   x1   x2  ...  xn 

                

              xn 

(Scalar number)   2
ix =   )1(n X .n) 1( X 

  (A) = A                                         

                    (A + B) = A + B       

                           (A . B) = B . A 

                   (A . B .C) = C . B . A 
 (of a Matrix Inverse)مصفوفة    ق لوبم -8

A-1=
Adj A

A
          

 ملاحظات:
                     = I  1-. A = A . A 1-A 

                       1-. A 1-= B 1-A . B)) 
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  1                         -. A 1-. B 1-= C 1-A . B . C)) 

                          )1-A= ( 1-)A( 

 (Diagonal Matrix) المصفوفة القطرية -9
 خ رج قو ه  ال ئيسي تس  ى الص  .      جميع الص ب    هي صص    

aij = 0 , i  j 
 

          2    0  … 0 

… 0  3-0     A =  

 

… 1 0   0                  

 (Identity Matrix) المصفوفة الوحدية -11
 .هي صص     قو ي  جميع       قو ه  ال ئيسي تس  ى ال احد

aij = 1 , i = j 

aij = 0 , i  j 
 

          1   0 …… 0 

I =     0   1 …… 0 

 

0   0 …… 1                

  

 

 

                0 …… 0 

 I =     0    …… 0    

                   

             0   0 ……  

       I A = A I = A 
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 (Triangular Matrix) المصفوفة المثلثية -11
القوف    اق ف  أسف  ه  ال    ف   ص ب ف  صصف    هفي  Aالمص     المث ثي  ص  أ  ف  

 الم ب فف  المصفف      هففي Bأصفف  المصفف     المث ثيفف  صفف  أسفف    .تسفف  ى الصفف   ال ئيسففي
 .التي      ه  ال اق   أ    القو  ال ئيسي تس  ى الص  

 

          5   8 … 9                                               6   0 … 0 

 0…  3   4  =   B                                     2…  7=    0    A 

 

  9…  2   8                                               0   0 … 1                

 (Matrix Negative Symmetric) عكسيا  المصفوفة المتناظرة -12
    ف ه  المت ف ظ   ب ل سفب           قو ه  ال ئيسفي ص د صف ، هي صص     ص ب  

  لإش ر .ب صت  كس  ل قو  ال ئيسي صتس  ي  ب لقيم  المو ق  
 

           0    0    2    5     

A =     0    0   -4   -4 

          -2    4    0   -6 

  0 6     4     5 -           

 خصائص قوى مصفوفة: :عديمة القوةالمصفوفة   -13

                                                  2A . A = A     

                            3= A 2A . A     

                            n+ m= A m. A nA     

                          
m .n = A m)nA    ) 

( nنقول أنرا عديموة القووة مون الدرجوة ) ،(m,mدرجة )المصةو)ة من  Aإذا كانت 

 ()أو حيادية  لققة   يمة قع A المصوةو)ة)ونن  A = nAن كوا. أموا إذا nA = 0  تإذا كان

(Idempotent Matrix.) 

 

  (Trace of a Matrixلقمصف ف  )أثر  -14
يشووترلإ جيووواد )هووو موموووا عناصوور الق وور الر ي وول،  Aأثوور المصووةو)ة المر عووة 

 .(لمصةو)ة مر عةا الأثر أن بكون

                                       a 11  a12 …… a1n 

            2n…… a 22a  21A =     a                              

                                                           

nn…… a n2a  n1a                                                             
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Tr (A) =  aij    , i= j 

Tr (A) = a 11 + a22+ … + ann  

 ملاحظات:

                     Tr I = n                     

                               Tr  A =  Tr A 

                                   Tr B+  Tr AB) =  A +( Tr 

   (k,n)B (n,k)A    …         (B . A) Tr(A . B) =  Tr 

 A     ،A  ankr  =Tr  Aي اوي رببة  A(، )نن أثر A = nAإذا كانت )

  (Quadratic Formالتربيعية )الصيغة   -15
 n(X.(1 الش  ع ال م تى  A)n,n(إذا ك نت المص     المت  ظ   

           a 11  a12 … a1n                                x1 

                  2x    =1) ,n(X              n2… a 22a  21a      A = 

                

nx                                          nn… a n2a  n1a                  

                                                         a11  a12 …… a1n 

  X(1,n) A(n,n) =   x1   x2  ...  xn          a21  a22 …… a2n 

                

                                                         an1  an2 …… ann 
X A =  (x1 a11+ x2 a21 + … + xn an1) (x1 a12+ x2 a22 + … + xn 

an2) … (x1 a1n+ x2 a2n + … + xn ann)         … (1) 

X A =   


n

i 1
  ai1 xi   



n

i 1
  a i2 xi …  



n

i 1
  ain xi  

X A X =     


n

i 1
 ai1 xi 



n

i 1
 a i2 xi 

… 


n

i 1
ain xi  

 x1 

 x2 

  

 xn 

          

X A X =    x1 


n

i 1
ai1 xi + x2 



n

i 1
ai2 xi +… + xn 



n

i 1
ain xi             

X A X =  


n

i 1




n

j 1
aij xi xj             (Scalar or number matrix) 
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 (Definite Matrix) المصفوفة المحددة -16
إذا ك نففت هفف    (positive definite) ص جبفف  صحففدت  X A Xمصفف     تمفف ن ال

 positiveموجبوة بوبم محوددة ) X A X. وبكون X  0 : : X A X> 0الصيغ 
semi definite: إذا كانوت )  X  0: X A X  0  وبكوون  والبة محوددة إذا  .

   ينما بكون  البة ببم محددة إذا كان: ،  X  0: X A X  0كان: 

 X  0: X A X  0      . 

  المشتق ات في الجبر الخطي -17
 : م تي ن ن ش    X ،Aلدي    

                a1                                  x1 

                  2x     =1) n,(X                2a     = 1)n,(A 

                

nx                                   na                          
 

A X = a1 a2 … an 

 x1 

x2 

 

xn 

A X =   a1 x1 + a2 x2 + … + an xn 
𝐝 𝐀 𝐗 

𝐝 𝐱𝐢
=    ?      

                       
d A X 

d x1
                    a1 

 
𝐝 𝐀 𝐗 

𝐝 𝐱𝐢
=          

d A X 

d x2
      =     a2         

𝐝 𝐀 𝐗 

𝐝 𝐱𝐢
=  𝐀 

                        

                     
d A X 

d xn
                 an 

 
 مشتقة الصيغة التربيعية -18

                                                                 a11  a12 …… a1n                   x1 

  X(1,n) A(n,n) X(n,1) =  x1   x2  ...  xn            a21  a22 …… a2n            x2 

                

                                                                 an1  an2 …… ann           xn 
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X A =   (x1 a11+ x2 a21 + … + xn an1) (x1 a12+ x2 a22 + … + xn an2) 
… (x1 a1n+ x2 a2n + … + xn ann)          …  ( 1 عد إلى المعادلة رقم(  
X A X =   (x1

2 a11+ x1 x2 a21 + … + x1 xn an1) (x1 x2 a12+ x2
2 a22 + 

… + x2 xn an2) … (xn x1 a1n+ xn x2 a2n + … + xn
2
 ann)  

X A X =    x1
2 a11+ 2 x1 x2 a12 + 2 x1 xn a1n + x2

2 a22 + 2 x2 xn a2n 
+ xn

2
 ann + …  

                     
d A X 

d x1
                   2 a11x1

 + 2 a12x2 +…+2 a1n xn  

 
𝐝 𝐗 𝐀 𝐗

𝐝 𝐱𝐢
=       

d A X 

d x2
     =     2 a21x1

 + 2 a22x2 +…+2 a2n xn       

                        

                       
d A X 

d xn
               2 an1x1

 + 2 an2x2 +…+2 ann xn 

                                     a 11  a12 …… a1n            X1 

   
d X A X 

d xi
=  2    a 21  a22 …… a2n            X2 

                                       

                                         a n1  an2 …… ann            Xn                       

   
𝐝 𝐗 𝐀 𝐗 

𝐝 𝐱𝐢
=  2 A X = 2 A X                 (   صت  ظ A  ان(  

 بعض الأمثلة عن مشتق ات المصفوف ات -19
d  X Y  

= X Y  
d Y X   

= X Y  
d X X  

= 2 X 
d  d  d x 

 

          

d X  X  
= (+) X   

d  X X   
= 2 X X   

 
  

d x d   
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 Expected) التباين المشترك  -القيمة المتوقعة، التباينمراجعة   :
Covariance -value,Variance) 

 

 

 )الوسط الحسابي(  القيمة المتوقعة -1

ن القيمووة المتو وو ة التوول بتووو ا حولرووا قوويم المتنيوور   وو ة  عووين بووي  ب وقعووةالقيمووة المت

 أو احتمال وقوعرا. الاعتبار بكرار كل مشاهدة

E (X) = x = X  

X = E (X) = 


n

i 1

xi P(xi) = 


n

i 1

xi / n 

 بعض خصائص القيمة المتوقعة  
1) E (c) = 



n

i 1

c P(xi) = c
 



n

i 1

 P(x) = c (1) = c                   ثا ت  c                

2) E (c Xi) = 


n

i 1

c xi P(xi) = c
 



n

i 1

 xi P(x) = c E (X)  
3) E (Y ± X) = E (Y) ± E (X)     

4) E (Y X) = E (Y) . E (X)      نرما شرلإ أن يكون المتنيران م تقلين )يما  ي  

 X1 =



n

i 1

xi  

n1
 الو ط الح ا ل للعينة الأولى                                                  

X2 =



n

i 1

xi  

n2
 الو ط الح ا ل للعينة الثانية                                                    

E (Xi) =                  :متو ط متو  ات جميع العينات = متو ط الموتمع اجحصا ل      

 التباين المشترك  –التباين   -2

  عبارة عن مقياس يبين بشتت القيم حول المتو ط. :(Variance) لقتباين -أ

VAR (X) = x
2 = E [X- E (X)]2= 



n

i 1

(X-x)2 P(x) 
= 



n

i 1

(xi− x)  

n−1
 

2 
 

VAR (X) = E [X2 - 2 X x + x
2] = E [X2] – 2 x E (X) + E [x

 2]  

                = E [X2] – 2 x
2 + x

2 = E [X2] – x
2 
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 تباينبعض خصائص ال
1) Var (c) = 0                                                                                           ثا ت  c 

                        = E (c- E (c))2 = E (c- c)2= 0                                

2) Var (c Xi) = E (cx- E (cx))2 = E (cx- c E (x))2 

                        = c2 E (x- E (x))2 = c2 VAR (X)  
3) Var (X+ Y) = E [(X+ Y) - E (X + Y)] 2 = E [(X+ Y) - E (X) -  

E (Y)] 2 =  E [(X- E (X)) + (Y -  E (Y))] 2 

= E [(X- E (X))2 + (Y-  E (Y))2 + 2 (X- E (X)) . (Y-  E (Y))]  

= E (X- E (X))2 + E (Y-  E (Y))2 + 2 E (X- E (X)) . (Y-  E(Y))    

Var(X+ Y) =  Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X, Y)    

 لقتباين لقمشترك -ب

Cov(X,Y) = E [(X - E(X)) . (Y-  E(Y))]  

                  = 


n

X 1

 


n

Y 1

(X- E(X)) . (Y-  E(Y)) . P(x,y) 

Var(X- Y) =  Var(X) + Var(Y) - 2 Cov(X, Y)  
( بففي  صتغيفف ي  يقصففد بففا صقيفف ا اطرتبفف ط الووففي بي همفف  أ  Covariance) التبفف ي  المشففت ك

 Pearson Coefficient of) معامل  ارربالال لرسونل   لتغي همف  ص ف . كمف  يجفدر التف كي  بف ن 
Correlation ) : بي  أى صتغي ي  ه 

rxy= =
𝐜𝐨𝐯(𝒙,𝒚)  

√(𝐯𝐚𝐫(𝐱)𝐯𝐚𝐫(𝒚))
  =

𝐜𝐨𝐯(𝒙,𝒚)    

𝐱 𝐲
  

 x ،y هما الانحراف ( المعياري للمتنيرينx( و )y) الت الي    . 
ط يفففان ان   ففف  ب مفففهم ، أى ط  x  y هففف ا ي  فففي أن  Cov(X,Y)   =0: إذا كففف ن 

     .)صستقلان( ي جد بي هم  ارتب ط
Var(X± Y) =  Var(X) + Var(Y)  

  :ي جد بي هم  ارتب ط،  إن  إذا ك ن
Var(X± Y) =  Var(X) + Var(Y) ± 2 Cov(X, Y)  
Cov(X,Y) = E [(X - E(X)) . (Y-  E(Y))] 
             = E [(X - X) . (Y-  Y)] 
             = E [X Y - X Y - X Y + X  Y ] 
                  = E  [X Y]  –  X  Y  
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 متعددنموذج الانحدار ال
(Multiple Regression) 

اطنحفففدار المت فففدت هففف   لاقففف  خويففف  بفففي  صتغيففف  تففف بع  صجم  ففف  صففف  المتغيففف ا  
 (:  1)المستق  ، كم   ي ال م ذج رقم

(1)…  i+ U iK 4+  iExp 3+  iEdu 2+  1=  iW 

 iW: ج ،اا i:Edu  ،المست ى الت  يميiExp، الوب   ال م ي : iK :.  ن ع ال ظي 

i: ن ابت(.    ال م ذجص  م( 
   بص     ص :
)2(…  i+ U ikX k … + + i3X 3+  i2X 2+  1=  iY 

iY( المتغير التابع، المتغيرات :i2X ،i3X ...،ikX.تعرف على أنها متغيرات مستقلة ) 

ijX j    :يمثل رقم المتغير :   ،i.يمثل رقم المشاهدة الخاصة  ر ا المتنير: 

  Y1 = 1 + 2 X21 + 3 X31 + … + k Xk1 + U1 

  Y2 = 1 + 2 X22 + 3 X32 + … + k Xk2 + U2 

 

  Yn = 1 + 2 X2n + 3 X3n + … + k Xkn + Un 

 

 

=          Y=                           U =     X=                           

 

 

  النموذجفرضيات   -1

 الفوضيات العش ائية -أ

Y n1 =  X nk  k1 + Un1 

Y1 

Y2 

 

Yn 

U1 

U2 

 

Un 

1 

2 

 

k 

Xk1 … X31 X21 1 

Xk2 … X32 X22 1 

     

     

Xkn … X3n X2n 1 
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،  قبفف  تقففدي  هفف  الحصفف ا   فف  تقفدي  ل مصفف     المجه لفف   س سففيشفل ا ااالإ
 الصغ ى  ي شل ه  المص   ي:الم  م   يجو   ض   ضي   نم ذج الم ب    

(0n1 ، Un1 :1 ( و)ق الشكل المصةو)ل\ E(U) = 0 

 

2\ E(U U) = E                                  U     U1 U2 … Un 

                               Un 

                   

               = E 

                                    

 

                =  

                  

                    

                =2 

                                  

 

 والتباين المشترك(-)مصةو)ة التباين

 بباين الخ أ العشوا ل ثا ت.  -أ

 الأ  اء العشوا ية غير مربب ة   يا ولا مق عيا. -ب

 )U= 0)X; ( ) = 0U, XCov حد الخ أ م تقل   يا عن المتنيرات الم تقلة. \ 3 

U1 

U2 

 

U1 Un   … U1 U2 U1
2 

U2 Un … U2
2 U2 U1 

    

Un
2 … Un U2 Un U1 

0   … 0 2 

0 … 2 0 

    

2 … 0 0 

0   … 0 1 

0 … 1 0 

    

1 … 0 0 

E(U U) = 2 Inn 
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غيف   شف ائي ،  ب لتف لي  فإن  Xصش هد  بد ن خوف ، بم  ف  أن المصف      Xقيم  \ 4 
صصفففف     المتغيفففف ا  المسففففتق   ذا  أرقفففف   ن بتفففف   يففففتم حيفففف  اطنحففففدار غيفففف   شفففف ائي. 

 صلاحظ  أن ه      المتغي  الت بع.  ذلك أس س  لغ ض تسهي  اطشتق ق   ال ي ضي . 

(  ن ففس 1iXالت كيففم صفف  السففم ت ) ففي تج بفف  يراييفف  يلاو ففو صلاحظفف  أنفف  ن ففس  مثللا  
 (.iY(     كمي   المحص ا  ي أن اع صوت    ص  الت ب  )i2Xالم ء ) ي كم

iY 1iX i2X iY 
 000 00 00 -أ-كمية المحص   في ن ع التوبة 
 020 00 00 -ب-كمية المحص   في ن ع التوبة 
 030 00 00 -ج-كمية المحص   في ن ع التوبة 

  I 2 N(0, U(حد الحو  يتبع ت يي   طبيعي                                   / 5

 الهيكليةالفوضيات  -ب
6 / 
k :مص      دت أ مد  الX ،     رتب  المص :X. 

(،  ب لت لي  ه   ال  ضفي  تف ع   ف  أنفا full rankله  رتب  ك ص   ) Xإذن المص     
(. صمف  ي  ففي no Multicollinearityالمتغيفف ا  المسفتق   ) ط ي جفد ارتبف ط خوفي بفي 

 هي صص     غي    تي   ب لت لي تقب  صق  ب )أ  ص ل ا(. Xأن المص     
 دت المش هدا  أكب  ص   دت ص  م   ال م ذج ) ب لت لي أكب  ص   دت المتغي ا  / 7

 n  kالمستق  (.                                        
  تا ا نح  صص     صحدت   ص تظم . )n / )XX  المص     /8

  مربعات الصغرى الاعتياديةتقدير معلمات ال -2
1n+ U1 k  kn X =  1n Y 

Y = X   U = Y – Y = Y - X     

U U
 

= 2
iu



n

i 1
 SSE = 

 (X) = k 



                      زغودي أحــــمـــــــــــــــــــدد.          السنة الأولى ماسلتر اقتصاد وتسيير المؤسلسة                     لزمنيةسلل ارات تحليل السل محاض

M1 EMF, M1 EGE                         2025/ 2024:  الجامعيةالسنة         اقتصاد نقدي ومالي     الأولى ماسلتر السنة 

14 
 

)X  -Y ( )X  -Y ( Min
 

= U U Min
 

= 2
iu



n

i 1 
Min  

 

)X  -Y ( )X  - Y(
 

= 2
iu



n

i 1
 
 

X  X  + X  Y -Y  X  -Y  Y
 

= 2
iu



n

i 1
 
 

 1n Yn kX k1=  1 kk nX n1Y) scaller( = )scaller(
 

X  X  +Y  X  2 -Y  Y
 

= 2
iu



n

i 1
 
 

=0 X  X + 2Y  X2  - 0
 

= 2
iu d

                        d  
 ( 0.0ن ق  الحد اا ا إل  الو ف الث ني نم نم ب الو  ي   ي )

      Y X = X  X  Y X2  (0.5) = X  X 2(0.5) 
 

Y X 1-)X X( = X  X 1-)X X(
 

Y X 1-)X X( = I  

Y X 1-X) (X = 
 

 (     المصX Xتسم  ب )صص     ال  تج المتق طع"  ص  الممم ن  جف ت صق ف ب )أ  ف"
لهف  رتبف  ك ص ف   Xت ع     أن المص     التي  الس تس  ص ل ا( له  بسبو ال  ضي 

(k.) 
 مربعات الصغرى الاعتياديةت القدرامحيز  ت -3

 
 = (X X)-1 X Y   but Y = X  + U 

 = (X X)-1 X (X  + U) 

 = (X X)-1 (X X)  +(X X)-1 X U 

 = I  +(X X)-1 X U 

 =  +(X X)-1 X U                         … )1( 

E () = E ( +(X X)-1 X U)     … )4 مصةو)ة ثا تة من الةرضية X(  

E () = E ()+(X X)-1 X E (U)  .... (E (U) = 0) 
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E () = E () 
E () =  

هفي صقفدرا  خويف    فإن صقفدارا  ط يقف  الم ب ف   الصفغ ى اط تي تيف    ب لت لي
 . فغي  صتحيم  ل

 
 

 مربعات الصغرى الاعتياديةال  بواقي )أخطاء( -
  U = Y –  Y = Y – X   

Y X 1-X) X (X –U = Y  

] YX 1-X) X (X –U = [I   

) *…( Y MU =   X 1-X) X (X –= I  M 

 حياديوووة( القوووووةعقيمووووة )أو  M حيوووم يمكووون البرهووووان علوووى أن المصوووةو)ة 

(Idempotent Matrix.) 

] YX 1-X) X (X –[I  U = X X                      

] YX 1-X) X (X X – U = [X X   

   X U = [X –  I X] Y  

                                 X U = [X –  X] Y   

=0)X–X(…   U = 0 X                         

أن ااخوف ء  ه  ص  ي  ي صستق   إحص ئي ،  X   Uب لت لي    مد  المص   تي  
 .Xليس لديه  ارتب ط خوي صع المتغي  

 ملاحظة: 
 Simultaneity( تسفم  المشفل   المتماص ف  )X   Uهف   المشفل   )أى اطرتبف ط بفي  

Problem( إن  جففد  ط يملفف  اسففتودا  ط يقفف  الم ب فف   الصففغ ى  )OLS  حي هفف  .)
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 Instrumentalيتم ال ج ء إل  نم ذج أخ ى ص  أشفه ه  نمف ذج المتغيف ا  المسف  د  )

Variable :IV method  .) 
 المربعات الصغرىلمقدرات  التباين المشترك  -التباينمصفوفة   -4

 =  +(X X)-1 X U       … ()1( عد إلى المعادلة) 

 -  = (X X)-1 X U       … (2) 

 ( من الورة اليمنى: - )( )ل 2نضرب لإر)ل المعادلة )

( - )) - ( = (X X)-1 X U ) - ( 

( - )) - ( = (X X)-1 X U (X X)-1 X U 

( - )) - ( = (X X)-1 X U U (X) (X X)-1 

( - )) - ( = (X X)-1 X U U X (X X)-1 

( - )) - ( = (X X)-1 X U U X (X X)-1…(A-1 =A-1) 

( - )) - ( = (X X)-1 X U U X (X)(X)-1(A B= B A) 

( - )) - ( = (X X)-1 X U U X (X X)-1 …(3) 

E( - )) - ( = E(X X)-1 X U U X (X X)-1 

E( - )) - ( = (X X)-1 X EU U X (X X)-1 

E( - )) - ( = (X X)-1 X 2 In X (X X)-1 

E( - )) - ( = 2 (X X)-1 (X X) (X X)-1 

E( - )) - ( = 2 In (X X)-1 

E( - )) - ( = 2 (X X)-1  
 للمعلمات المقدرة. وهل مصةو)ة التباين والتباين المشترك

  Var- Cov )( = 2 (X X)-1 

 ملاحظة:
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E( - )) - ( = E 

 

 (1 - 1)
2 (1 - 1))2 - 2( … (1 - 1) (k - k) 

E( - )) - ( = E  )2 - 2((1 - 1) )2 - 2(
2  )2 - 2((k - k) 

     

 (k - k) (1 - 1) (k - k))2 - 2(  (k - k)
 2 

قففيم التبفف ي  ل م  مفف   المقففدر  تتمثفف   ففي     فف  القوفف  ال ئيسففي ل مصفف    ، أصفف  القففيم 
 الب قي   تمث  قيم التب ي  المشت ك بي  الم  م   المقدر .  

 :2تقدير   -5
:  الفف ى يمثفف  تبفف ي  حففد الووفف .  بمفف  أن قففيم حففد الووفف  ط (2ن يففد أن نجففد صقففدر  ا )

  فففف  صجمفففف ع  2تقففففدي   الم وقففففييملفففف  صلاحظتهفففف  بو يقفففف  صب شفففف  ،  إنففففا يبففففد  صفففف  
 (.U  Uص ب    ااخو ء المقدر  )

U = Y – Y = Y - X   

 X 1-X) X (X –M = I     ,U = M Y 

U = M (X   + U)   

                               U = M X   + M U 

        U =  M U … (M X=0)    

     U U = (M U) (M U)   

  U U = U M M U …(4)  

  X 1-X) X (X –I  X 1-X) X (X –I   =M M 

  X 1-X) X (X –I  )X( 1-X) (X )X( –I   =M M 

 (5) (1-X) (X= 1-X) (X...) X 1-X) X (X –I  X 1-X) X (X –I   =M M 

(1 - 1)   

)2 - 2) (1 - 1) )2 - 2(… (k - k) 

  

(k - k)  
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   X 1-X) X (X+X 1-X) X (X – X 1-X) X (X–I   =M M 

 X 1-X) X (X–I  =M M  

  M2(M... M  =M M =: ومتناظرة  M،لأن  2M =M  Mأو (

 … U U = U M M U ((4)من المعادلة )  

    U U = U M U    

 )n,nU n,nM n1,U(E=  )U U (E    

 ))A=tr(A…()1,nU n,nM n1,U(trE=  )U U (E    

E( U U) = Etr(Un,1 U1,n Mn,n)…(tr(AB)=tr(BA)) 
E( U U) = Etr(Mn,n Un,1 U1,n)…(tr(AB)=tr(BA))  
E( U U) = trE (M U U)…(E(tr(A))=tr(E(A))  

E( U U) = tr M E(U U) 
E( U U) = tr M 2 In  
E( U U) =2

 tr(M) …(6) 
tr (M) = tr (I –Xn.k (X X)-1 Xk.n)  
tr (M) = tr (I) – tr (X (X X)-1 X)  

tr (M) = n – tr (XX (X X)-1)  
tr (M) = n – tr (Ik.k)  

tr (M) = n – k 

E( U U) =2
 (n – k) …(6 ( التعويض )ل 

2  = E( U U)  

          (n – k) 

2  = ( U U)  

          (n – k) 

 بقريبيا  الصينة التالية: 2و التالل يمكن بقدير 

2  = ( U U)  

          (n – k) 
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 (:Gauss- Markov) نظرية جوس ماركوف -
 BLUE: Best Linearأ مففف  صقفففدر خوفففي غيففف  صتحيفففم ) الم  مففف  

Unbiased Estimator  صف  بفي  كف  المقفدرا  غيف  ( إذا كف ن تب ي هف  أتنف  صف  يملف
. ((efficient estimatorsتحتففف ى صقفففدرا     لففف  ) المتحيفففم  )أ  يملففف  القففف ا أن 

صقففففدرا   يبففففي  أن   ضففففي   نمفففف ذج الم ب فففف   الصففففغ ى  انولاقفففف  صفففف جفففف ا صفففف رك ف 
صجم  فف  المقففدرا  الوويفف  غيفف  المتحيففم  الم ب فف   الصففغ ى تمت ففك أتنفف  تبفف ي  ضففم  

 ااخ ى. 
ضفففم  صجم  ففف  المقفففدرا  الوويففف  غيففف  المتحيفففم  ااخففف ى  أن ن يفففد أن نبففف ه  

   : ك أتن  تب ي تمت
I = (X X)-1 X Y,  var )( = 2 (X X)-1 

 :تب ي ه  أكب  ص  تب ي   س  خ  أى صقدر  خوي  غي  صتحيم  أخ ى  نب ه      أن
I = (X X)-1 X+ C Y…(Ckn(+,-)) show that: var )( > var )( 

I  = (X X)-1 X+ C (X + U) 
I  = (X X)-1 X X + C X + (X X)-1 X U + C U  
 E() = Ikk + C X  + (X X)-1 X E(U) + C E(U) 

 E() = + C X + (X X)-1 X E(U) + C E(U)  
kn nkX kn+ C kn  kk) = IE(  

 )…(must equal to  kn=  kn )nkX kn+ C kkI() = E(      
… (1)0 = nkX knC  

 (C X) =( X C) = 0 

 (نحت ج لإيج ت تب ي  ) 
var () = E( - ) ( - )]     … (2)  

 -  = (X X)-1 X + C] (X  + U) -   

 -  = (X X)-1 X X  + C X  + (X X)-1 X U + C U -  … (C X=0) 

 -U + C U  X 1-X) (X+    kkI=   -  
(3)U + C U …  X 1-X) (X =   -  

 ( - ) = (X X)-1 X U + C U]… (  3) 
( - ) = U X (X X)-1 + UC … (4)   

 (2 ي الم  تل  ) (4(   )3ن  ض الم  تلتي  )
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var () = E ((X X)-1 X U + C U) (U X (X X)-1 + UC)] 

var () = E (X X)-1 X U U X (X X)-1 + C U U X (X X)-1 +(X X)-1 X U 

UC+ C U UC] 

var () = (X X)-1 X EU U] X (X X)-1 + C EU U] X (X X)-1 +(X X)-1 

X EU U] C+ C EU U] C 

var () = 2 (X X)-1 X X (X X)-1 + C X (X X)-1 +(X X)-1 X C+ C C] 

…( EU U]=2 I), (CX=0(CX)  =0) 

var () = 2  (X X)-1 + C C]  

             = 2 (X X)-1 + 2 C C 
 var () = var () + 2 C C 

  2 C C  0  var ()  var ()     )عناصر الق ر الر ي ل(

                                                   is BLUE 

 .أ م  صقدر خوي غي  صتحيم إذن المعلمة 

 (:ANOVA: Analysis of Variance) جدول تحليل التباين -7
                                U = Y – Y = Y - X    

                                U U = )Y - X ) )Y - X  ) 

                                U U = )Y -  X) )Y - X  ) 

                               U  U = Y Y - Y1n Xnk k1 - 1k Xkn Yn1 +  X X    

         U U = Y Y - (1k Xkn Yn1) - (1k Xkn Yn1) +  X X   …(scl)= (scl) 

         U U = Y Y – 2 1k Xkn Yn1 +  X X   

X X   = X X  (X X)-1 X Y = X Y … (5) 

 U U = Y Y – 2 1k Xkn Yn1 +  X Y 

U U = Y Y –  X Y 

Y Y =  X Y + U U …( الق مة عليراكلرا مصةو)ات رقمية ل ا يمكن  ) 

1 =  X Y +  U U 

        Y Y       Y Y 

1 = SSR + SSE 

       SST     SST 

R2 =  SSR = 1-  SSE = SST – SSE =  X Y  

                                  SST           SST         SST             Y Y 

 (5)   R2 =   X Y =  X X   = 1 - U U =     y= 0  إذا كان 

                                    Y Y           Y Y            Y Y                  

y  0:   R2 =  X Y - n y2 =  X X   - n y 2 

                      Y Y- n y 2           Y Y- n y 2       
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      R2 = 1 – n-1  (1- R2) 

                     n-k          

      R2 = 1-k + n-1    R2  

              n-k     n-k   

 (: ANOVAجدول تحليل التباين )
 Fمؤبر  التباين درجة الحرية موموا المر عات مصدر التباين

 طرف لقمفسر من

 للانحدلر

SSR= XY-ny2 k-1 SSR /( k-1) SSR /( k-1) 

SSE /(n - k) 
  SSE= YY-XY n-k SSE /(n - k) غير لقمفسر
   2yn-YY= TSS n-1 لقمجم ع

 (:Hypothesis Testing) اختبار الفرضيات -7
 (t  لمعلمات الانحدار فرديا )اختبارفرضيات  الاختبار    -أ

ال مف ذج  ( طختب ر الم   ي  الإحص ئي  لم  ص  مف  صف  ص  مف  tستود  اختب ر )ي
،  ذلففك بغفف ض ص   فف  صفف  إذا كفف ن المتغيفف  المسففتق  ص سفف ا إحصفف ئي  ل متغيفف     فف  حففد

 كم  ي ي:( 1H) ال  ضي  البدي    (0H) تص غ ال  ضي  ال دصي  الت بع.
H0: i = 0 

H1: i  0 

  N ,2(XX)-1  
  الصينة التالية:كما وضحنا  ا قا بقريبيا  2ويمكن بقدير 

2= S2  = ( U U)  

               (n – k) 

t cal = i - i f = i - i f  =  i - i f  …                     ( لققيم  لقمحس ب) 

           βi            Sβi            S xii      

iix   هفففف( ال  صفففف  رقففففمi     صفففف      فففف  قوفففف  المصفففف )1-X)(X ففففي  سففففتود التففففي ت 
  يغ  التب ي : حس ب 

var ()= 2(XX)-1= S2(XX)-1 
t cri  =  t tab = t(n-k,/2)    …                       (  القيملة الحوةلة أ
 (الجد لية

 ( ي و  ك لت لي:-1) ثقةصست ى   د  صج ا الثق  ل م  م   
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i  t(n-k,/2) Si  = i  t(n-k,/2) S xii …( Si = var(i)) 
 :ي اطنحدار البسيط iS /2),2-(nt  i( ان ،k=2) 

tcal  ttab    د ترج  ص   ي   H0  ر ض ال  ضي 
tcal  ttab    د ترج  ص   ي   H0  د  ر ض ال  ضي  

 (F)اختبار    للنموذج التفسير الإحصائي العاماختبار    -ب
بصفف    لانحففدار )أ  ل  مفف ذج(( طختبفف ر الم   يفف  الإحصفف ئي  لFسففتود  اختبفف ر )ي

. تصف غ  مف ذج ق بف  ل ت بفا بقفيم المتغيف  التف بع  ص ،  ذلك بغ ض ص     صف  إذا كف ن ال
 ( كم  ي ي:1H(  ال  ضي  البدي   )0Hال  ضي  ال دصي  )

H0:  j, j = 0, j=1, ..., k. 

H1:   E j, j  0, j=1, ..., k. 

 ت و  ك لآتي: (F) لإحص ء القيم  المحس ب  ( ANOVA) انولاق  ص  جد ا

        F =   SSR /( k-1)  =       R2 /( k-1)    

            SSE /(n - k)      (1- R2) /(n - k) 

 k)-1,n-(k= F  tabF أص  القيم  الح ج   هي: 
 :1)-2( ي اطنحدار البسيط,nF ( 2، ان=k) 

Fcal  Ftab    د ترج  ص   ي   H0  ر ض ال  ضي 
Fcal  Ftab    د ترج  ص   ي   H0  د  ر ض ال  ضي  

 
 
 


