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 تمهيد:
هناك ف .تناول عدة متغيراتتطرقنا في الدرس السابق الى الأمثلية غير الخطية لدتغير واحد، نوسع التحليل ون

دالة الطلب، حيث أنو مستقل تسمى بدوال ذات متغيرات متعددة كما في ال اقتصادية تحتوي أكثر من متغير دو 
يتأثر بمجموعة من الدتغيرات كما يلي:

 
,...),,,,,( NGRpzpypxfQd  أو أن عملية انتاج منتوج يتطلب العديد من

 الى: متعددة الدتغيرات الأمثلية غير الخطية كنن تقسي  مااكليم عناصر الانتاج مثل العمل، رأس الدال..الخ. 
  مااكل غير مقيدةProblems .Unconstrained 
 مقيدة مااكل Constrained Problems   . 


 

ذا المحور الدااكل غير الدقيدة متعددة الدتغيرات، نورد منها الطريقة التقليدية وبعض الطرق سنتناول من خلال ى
 رافسون وطريقة اقصى ميل صعود/ نزول. -التكنرارية مثل طريقة نيوتن

 
 
 
 
 
 

 وىنا تكنون الداكنلة على النحو التالي: :الدشاكل غير الدقيدة : أولا
nj، بحيث jXأوجد  ,...3,2,1:التي تجعل 

)x…,x,f(x=z  Min)(or Max n21 
وفيها يتعين علينا ايجاد قي  مناسبة لدتغيرات القرار:  ولا توجد أي قيود على الدالة. nxxxxx ...,, 321 

 

 حالة متغيرين غير الخطية بدون قيود الأمثلية -10
وفي الجزء اللاحق سنعالج البرامج غير الخطية  على متغيرينسنعالج في ىذا الجزء البرامج غير الخطية التي تحتوي 

 وىذا بالطرق التقليدية. .على اكثر من متغيرينالتي تحتوي 
),(   لنفرض الدالة التالية:  21 xxfY  

 ينبغي توفر شرطين:تكنون الدالة في نهايتها العظمى)الدنيا(  حتى
 لإيجاد النقاط الحرجة : Necessary conditionالشرط الضروري •

0,0
21


dx

dY

dx

dY 
  لتوضيح اذا كانت الدالة في نهايتها العظمى او الدنيا.:Sufficient condition الشرط الكافي •

0,0 اذا كان: •
2
2

2

2
1

2


x

Y

x

Y







←  العظمى. نهايتهاالدالة عند 

0,0 اذا كان: •
2
2

2

2
1

2


x

Y

x

Y







←  دنيا نهايتهاالدالة عند. 
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ىناك شرط ثالث في حالة معرفة كون الدالة في حالتها الدثلى عند النظر اليها من جميع الاتجاىات فينبغي ان 
 يتحقق الارط التالي:

2

21

2

2
2

2

2
1

2

.






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




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
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
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Y

x

Y

x

Y
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 توفر هذا الشرط يضعنا أمام الحالتين التاليتين: لان عدم

 :اذا كان 
2

21

2

2
2

2

2
1

2

.




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






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


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


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







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
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
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Y

x

Y

x

Y
وكانت

2
2

2

2
1

2

x

Y
و

x

Y







 نفس الاشارةلذما:  

 Inflection point.نقطة انعطاف  ←

 :اذا كان 
2
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2

2
2

2
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1

2

.
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













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Y
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Y
وكانت

2
2

2

2
1

2

x

Y
و

x

Y







:لذما اشارتين لستلفتين  

 saddle point.نقطة سرج  ←

 

 :اذا كان 
2
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2

2
2

2

2
1

2

.








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Y.فان الفحص غير قطعي  
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 نلخص ما سبق في الجدول التالي:

 نقطة انعطاف نقطة سرج Min Max الشرط
0,0 الضروري

21


dx

dY

dx

dY 0,0
21


dx

dY

dx

dY 0,0
21


dx

dY

dx

dY 0,0
21


dx

dY

dx

dY 
  الكافي

0,0
2
2

2

2
1

2
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x

Y

x

Y
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
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0,0
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 أو
0,0
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2
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
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0,0
2
2

2
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 او
0,0

2
2

2
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






 

2 الثالث
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
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
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
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
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
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 : 10مثال

 ( )     
           

             

 الحل:

 الشرط الضروري: -
  ( )

   
               ( ) 

  ( )

   
                ( ) 

                         :بحل جملة معادلة نتحصل على 

 الشرط الكافي:
   ( )

   
      

   ( )

   
      

 

       وىذا يعني وجود نقطة صغرى للدالة عند 
                   

       
 

 
𝜕2𝑓(𝑥)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
 
 

 ( ) =16 
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 الأمثلية غير الخطية بدون قيود متعددة الدتغيرات. -10
 الدفاىي  العامة ذات صلة:سنتطرق الى بعض ، أمثلية الدالة متعددة الدتغيراتقبل البدء في البحث عن 

 يم عامة:ـــــــــــمفاه -0-0
 : Gradient Vector أو الدتجه الدتدرج أ( التدرج

nfلتكنن الدالة  ونضع . nلذا ماتقات جزئية ثانية موجودة ومستمرة على  : nxxxxx ...,, 321 
وىي عبارة عن شعاع يتكنون من أجزاء ىذه الأجزاء xفي النقطة fللدالةالدتدرج ونسميو متجو  xf)(نضع

nxxxxعبارة عن اشتقاقات جزئية بداية من  ...,,  كما يلي:321

T

n

n

x

f

x

f

x

f

x

f

x

f

x

f

xf 





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
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
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


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











 

 21
2

1

)( 

 أعطي التدرج للدوال التالية: :10مثال
 2

2
2

1  x2 -  x- = f(x) (1 















































2

1

2

1

4

2
)(

x

x

x

f

x

f

xf 

2
3

2
2

2
1 xx   x= f(x)  (2 

























































3

2

1

3

2

1

2

2

2

)(

x

x

x

x

f

x

f

x

f

xf 

والعكنس  Jacobianمعناه لدينا   Gradientاذا كان لدينا  Jacobian Matrix : ب( مصفوفة جاكوبي
 .لان مصفوفة جاكوبي ىي عبارة عن منقول متجة الدتدرج




























n

T

x

f

x

f

x

f
xfJf 

21

)( 

 :أحسب مصفوفة جاكوبي لنفس الدثال السابق :10مثال
 2

2
2

1  x2 -  x- = f(x) (1 

 21 42)( xxxfJf T  
2
3

2
2

2
1 xx   x= f(x)  (2 
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 321 222)( xxxxfJf T  

تكنون من الداتقات الجزئية الثانية لكنل متغير بالنسبة لنفس ت :Hessian matrix  ةالذيسي الدصفوفة ج(
 الرئيسي والداتقات الجزئية الثانية الدتقاطعة تقع خارج القطر الرئيسي:الدتغير وتقع على القطر 




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
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


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
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









2

2

2
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2

2

2

2
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2
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2

1

2
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2

2
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2 )()(
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n
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x

f
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f
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f
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f

x

f
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f

xx

f

xx

f
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xfH









X 

 للدوال التالية: XH)( أحسب الدصفوفة الذيسية :10مثال
 2

2
2

1  x2 -  x- = f(x) (1 















40

02
)(xH 

2
3

2
2

2
1 xx   x= f(x)  (2 



















200

020

002

)(xH 

 نقطة استقرارية بالطرق التقليدية:القيم إيجاد 
 

ن الحد الأقصى أو الحد الأدنى نستخدم أسلوبًا ماابهاً للبحث علإيجاد القي  الحرجة أو نقطة استقرارية الدالة 
 متعددة الدتغيرات. الدوالالداتقات الجزئية من  في دوال ذات متغير واحد لكنن ىذا الدرة سنستخدم

 :تكنون الدالة عند نهايتها العظمى أو الدنيا ينبغي توفر الارطين التاليين حتى
 لداتقات الجزئية الأولى تساوي الصفر، أي:: اشرط ضروري 

0
21
















nx

f

x

f

x

f
 

)(0أو   xf 
 ان تطبيق ىذا الارط في حالة الدوال متعددة الدتغيرات)بما فيها الدوال التي تتكنون من  :الشرط الكافي

 لدعرفة ما اذا كانت القي  الحرجة عند نهايتها العظمى أو الدنيا. يسالذ استخدام المحدد، يتطلب متغيرين(
 وبحساب المحدد الذيسي نكنون أمام حالتين:

ويكنون المحدد الذيسي  نهاية دنيا للدالة.لحرجة عبارة عن نقاط تحقق تكنون النقطة ا أو أكيد الايجابيةموجب  -
 أكيد الايجابية عندما تكنون جميع لزيدداتو الرئيسية القطرية موجبة.
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 . ويكنون المحدد الذيسينهاية عظمى للدالةتكنون النقاط الحرجة عبارة عن نقاط تحقق  سالب أو أكيد السلبية -
 أكيد السلبية عندما تتبادل جميع لزيدداتو الرئيسية القطرية الاشارة فيما بينها بين السلبية والايجابية

 يمكنن تلخيص كل ما سبق في الجدول التالي:
 

Max 
 

Min 
 نهاية الدالة

 الشرط

0)(  xf  0)(  xf  الضروري 
;.....0;0;0 321  HHH  0....;; 321 nHHHH  الكافي 

 

 :أوجد نقطة استقرارية مع تحديد طبيعتها: 10مثال

 ( )     
           

             
 الحل:

 الشرط الضروري: -

  ( )  
  ( )

  
 

[
 
 
 
 
  ( )

   
  ( )

   ]
 
 
 
 

 [
         
         

]  [
 
 
] 

Solving above equations      
                   

       

 الشرط الكافي: -

     ( )  

[
 
 
 
 
   ( )

   
 

   ( )

      
   ( )

      

   ( )

   
 ]

 
 
 
 

|
|

 1  1
     

 2  2
      

 [
  
  

] 

 لأن:  (H>0)أكيد الايجابيةالمحدد الذيسي نلاحظ أن 

0161632
84

44

04

2

1









H

H

 

  :لديها قيمة دنيا عند  f(x)وبالتالي فإن الدالة 

     
                   

       

 
 



 غير الخطية متعددة الدتغيرات بدون قيود الأمثليةالمحور الثالث: 
 

16 

 

 العلاقة بين شروط الدرجة الثانية والدوال المحدبة والدقعرة:

 

 
وعليو نسمي ىذه الطريقة بطريقة  mineurs principaux.  بـ الرئيسية وتسمى ىذه المحددات الجزئية

 التصغير الأساسية.

 
 

 اذا كان الايراد الكنلي والتكنلفة الكنلية معطاة بالعلاقة التالية: :10مثال
RT = 12q1 + 18q2  

CT = 2q1
2
 + q1q2 +2q2

2
   

 التي تعظ  الربح؟  q2 و  q1أوجد
 

Profit =  revenue – cost 
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 2
221

2
121 228112q= qqqqq  

 الشرط الضروري: -



















































0

0

418

412
)(

21

21

2

1

qq

qq

q

q
xf





 

 q1 = 2 and q2 =4بحل جملة معادلة نجد : 
 قيمة للربح؟ maximumىل تعطي ىذا الكنميات أقصى 

 الشرط الكافي: -
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 والمحددات الجزئية أو الفرعية لذذه المحددة ىي:
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 .الربحتعظ  q2 =4 و  q1 = 2القي  أي أن ىو أكيد السلبية وىذا يعني أن الدالة مقعرة  Hوبالتالي فإن 
So H is negative definite, then f is (strictly) concave and the values for q1 and q2 maximise profits  

 

 لزدبة أم مقعرة؟ fىل الدالة  :10مثال
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f est convexe sur R لزدبة وىذا يعني أن الدالة  يجابيةىو أكيد الا Hوبالتالي فإن 
3 
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 لزدبة أم مقعرة؟ fىل الدالة  :18مثال
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**0يجابية ولا أكيد السلبية وبالتالي فإن النقطة أكيد الا ىو ليس Hوبالتالي فإن   yx  سرجية.ىي نقطة 

Since H is neither positive definite nor negative definite, the point ( x*=0, y*=0) is a saddle point. 
 

 :كراريةإيجاد نقطة استقرارية بالطرق الت
)((0 في بعض الحالات عندما تكنون لرموعة الدعادلات:  xf 

 لذلك نلجأ في ىذه الحالات الى الطرق التقريبية العددية–يكنون من الصعب حلها جبريا  معادلات غير خطية قد
ريقة أقصى ميل صعود/ نزول أحد وأى  ىذه الطرق وطرافسون -لتحديد نقاط الاستقرار وتعتبر طريقة نيوتن

 سوف نقدمها فيما يلي:
 

 رافسون. –الأمثلية غير الخطية بدون قيود: طريقة نيوتن  -0
)عملية  عبر خطوات( صغرى موضعيةالاستقرار للدالة )نقطة ون على مبدأ حساب طريقة نيوتن رافس تبحث
nxxxxنقاط وتحديد  (Itérationتكنرارية  ...,, في كل خطوة  ،0xانطلاقا من نقطة بداية مفتًضة 321
)()(نحسب  xHوxf  0ونتحقق من انعدام شعاع الدتدرج)(  xf . 0وفي حالة)(  xf نبحث عن
 التالية: التكنرارية لعلاقةباوىي معرف  1kxنفطة 

)()(1
1 kkkk xfxHxx  
 

 :خوارزمية نيوتن رافسون 
 
 
 
 
 

 



 غير الخطية متعددة الدتغيرات بدون قيود الأمثليةالمحور الثالث: 
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 دالة التالية:استقرار ال نقطة أوجد، باستخدام طريقة نيوتن رافسون :19مثال

 
 الحل:

 
 "1" ةالخطو 

 

 
 "0" ةالخطو 

 "1" ةالخطو 
 

 "2" ةالخطو 
 



 غير الخطية متعددة الدتغيرات بدون قيود الأمثليةالمحور الثالث: 
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وبالتالي فإن  










1

1
3

* xx  .ىي نقطة الاستقرارية 

 الأمثلية غير الخطية بدون قيود: طريقة أقصى ميل صعود)نزول(. -0
)(xf  داري أو انحدار الدالة، اذا كان:نحكما أشرنا سابقا ىو الدتجو الدتدرج أو ما يسمى الاتجاه الا 
 يمثل اتجاه النزول الأقصى سالب  (𝑺𝒕𝒆𝒆𝒑𝒆𝒔 𝑫𝒆𝒄𝒆𝒏𝒕)  Min ← 

      ( ( )) 
 يمثل اتجاه الصعود الأقصى موجب  (𝑺𝒕𝒆𝒆𝒑𝒆𝒔 as𝒄𝒆𝒏𝒕)  Max ← 

     ( ( )) 
 

 (𝑺𝒕𝒆𝒆𝒑𝒆𝒔𝒕 𝑫𝒆𝒄𝒆𝒏𝒕 𝑴𝒆𝒕𝒉𝒐𝒅)طريقة أقصى ميل نزول  -0-0

 يمكنن تلخيص الخطوات التكنرارية لخوارزمية أقصى ميل نزول كما في الخطوات التالية:
 

 "1" ةالخطو 
 0xنختار متجها أوليا  

)(0، اذا كان (  )      نحسب -  xf 0فإن النقطةx  نقطة استقرارية، انظر الى طبيعة ىذه النقطة
 حسب مصفوفة ىس، قف
 1غير ذلك ننتقل الى الخطوة 

                 نحسب: "0" ةالخطو 
 وذلك بحل مسألة التصغير ذات متغير واحد   نجد طول الخطوة الأمثل

 )(. kk SxfMin  
  شرط 
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df 
 أو يمكنن حسابو مباشرة كما يلي:

     
  

 [  ( ( ))]
 
  

 (  )    ( ( ))   
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 (𝑺𝒕𝒆𝒆𝒑𝒆𝒔𝒕 As𝒄𝒆𝒏𝒕 𝑴𝒆𝒕𝒉𝒐𝒅)ميل صعود  طريقة أقصى -0-0
في كونها تستخدم الاتجاه موجب في ايجاد تختلف خوارزمية أقصى ميل صعود عن خوارزمية أقصى ميل نزول 

 اتجاه البحث وتتلخص خطواتها التكنرارية كما يلي:
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 "0" ةالخطو 
 نختار متجها أوليا  

𝑆𝑘نحسب -  𝛻𝑓(𝑥𝑘) طبيعة ىذه النقطة نقطة استقرارية، انظر الى  فإن النقطة ، اذا كان
 حسب مصفوفة ىس، قف
 1غير ذلك ننتقل الى الخطوة 

𝑥𝑘   𝑥𝑘    نحسب": 1" ةالخطو   𝜆𝑘𝑆𝑘 
 ذات متغير واحدعظي  وذلك بحل مسألة الت 𝜆𝑘نجد طول الخطوة الأمثل
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