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) من الشكلدرسنا دوالا ،في الفصول السابقة )f x y= ذات متغير مستقل وحيدx،  العديد من لكن

فمثلا الطلب على سلعة معينة لا يعتمد فقط على سعرها  ،الأنشطة الاقتصادية تتطلب أكثر من متغير مستقل
لذلك سندرس الدوال ذات متغيرين ونركز على . سعر السلع البديلة ومتغيرات أخرى ،وإنما على دخل المستهلك

    . المشتقات الجزئية وتطبيقاتها الاقتصادية

  الدوال ذات متغيرين -1

)نسمي. 1- 7تعريف  )1 2, ,..., nz f x x x= دالة ذاتn 1مستقل  متغير 2, ,..., nx x x، إذا وجدت قيمة واحدة فقط 
1جل الأعداد الحقيقية أمن  fرصو  في مجال zل 2, ,..., nx x x في مجال تعريفf.)1(  

2n جلأمن  )نسمي ،= ),z f x y= مستقلين دالة ذات متغيرينx وy مجال تعريف منf، وجدت قيمة  إن
   )f.)2في مجال صور zواحدة فقط ل

)لتكن .2-7تعريف  , )f x y مجال تعريفنسمي . دالة ذات متغيرين مستقلينf مجموعة الثنائيات( ),x y التي
2بحيث ،fDمعرفة ونرمز لها بالرمز fجلها تكونأمن 

fD R⊂ .)3(  

  نهاية دالة ذات متغيرين  -2

  دالة ذات متغيرين عند نقطة معينة نهاية-

)لتكن ) 2
1 2,a a a R= )و ∋ , )f x y دالة ذات متغيرين معرفة على جوارI  لa باستثناء محتمل لa.  

)عندما ينتهي lإلى عدد حقيقي  تنتهي fنقول أن .3- 7تعريف  ),X x y= إلى( )1 2,a a a=، إذا كان  

{ }0, 0 : , ( )X I a X a f X lε εε η η ε∀ > ∃ > ∀ ∈ − < ⇒ − < (*)  

  ونكتب
lim ( )
X a
X a

f X l
→
≠

lim  أو    = ( )
X a

f X l
→

=   )4(  

  1- 7ملاحظة 

  .خواص النهايات لدالة ذات متغير واحد تبقى صالحة لدالة ذات متغيرين )1
limن فإ ،aدالة معرفة عند نقطة  fإذا كانت )2 ( ) ( )

X a
f X f a

→
=.  

عن fمعناه وجود نهاية مشتركة ل ،aوجود نهاية لهذه الدالة عند نقطة  ،ذات متغير واحد fبالنسبة لدالة) 3
  فيمكن الاقتراب من نقطة من المستوي على طول عدد لا ،أما بالنسبة لدالة ذات متغيرين ،aيمين وعن يسار

       )5( .نهائي من المسارات

                                                      
(1)  Yadolah Dodge. Op. Cit. Définition 7.1, p. 186. 
(2)  Knut  Sydsæter, Peter  Hammond, Arne StrØm. Idem, p. 377.  
(3)  Yadolah Dodge. Op. Cit. Définition 7.3, p. 186. 

  . nRللمسافة بين نقطتين في  ""يشير الرمز  (*) 
(4)  Naïla Hayek, Jean-Pierre Leca . Op. Cit. Définition 19, p. 298. 
(5)  Ibid, p. 298. 
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  استمرارية دالة ذات متغيرين -3

  استمرارية دالة ذات متغيرين عند نقطة معينة-

)لتكن .4-7تعريف  ) 2
1 2,a a a R= عند  مستمرة fنقول أن. aل Iمتغيرين معرفة على جوار دالة ذات fو ∋

a، إذا كان  
lim ( ) ( )
X a

f X f a
→

=  )1(  

  )J. )2إذا كانت مستمرة عند كل نقطة من ،2Rمن Jأنها مستمرة على مجال fنقول عن دالة .5- 7تعريف 

     )3( .خواص الاستمرارية لدالة ذات متغير واحد تبقى صحيحة في حالة دالة ذات متغيرين .2- 7ملاحظة 

  المشتقات الجزئية لدالة ذات متغيرين -4

)دالة ذات متغيرين  إذا أعطيت ),z f x y=،  حد المتغيرين المستقلينأثر التغير في أجل قياس أمن x

نهتم في هذا الفصل بالمشتقات الجزئية من . المشتقة الجزئية فإننا بحاجة إلى ،zعلى المتغير التابعy أو
  .الدرجة الأولى والثانية

  لدالة ذات متغيرين الأولى المشتقات الجزئية - 1- 4

)إذا كانت .6- 7تعريف  ),z f x y= فإن ،دالة ذات متغيرين  
ثابتا ويرمز لها y باعتبارx بالنسبة لf هي المشتقة الأولى لx بالنسبة لf المشتقة الجزئية الأولى ل - 

 الرموز بأحد
( ) ( ),     ,     , ,      ,x

z f
f x y f x y

x x x

∂ ∂ ∂ ′
∂ ∂ ∂

 

  وتعرف كما يلي

( ) ( ) ( )
0

, ,
, limx

h

f x h y f x y
f x y

h→

+ −
′ =  

  )4( .إن كانت النهاية موجودة ومنتهية
ثابتا x باعتبارy بالنسبة لf هي المشتقة الأولى لy بالنسبة لf المشتقة الجزئية الأولى لف ،وبالمثل - 

 ويرمز لها بأحد الرموز
( ) ( ),     ,     , ,      ,y

z f
f x y f x y

y y y

∂ ∂ ∂ ′
∂ ∂ ∂

 

  وتعرف كما يلي

( ) ( ) ( )
0

, ,
, limy

h

f x y h f x y
f x y

h→

+ −
′ =  

      )5(.إن كانت النهاية موجودة ومنتهية
  

  

                                                      
(1)  Naïla Hayek, Jean-Pierre Leca . Op. Cit. Définition 20, p. 298. 
(2)  Ibid. Définition 21, p. 298. 
(3)  Knut  Sydsæter, Peter  Hammond, Arne StrØm. Idem, p. 398.  
(4)  Yadolah Dodge. Op. Cit, p. 189. 
(5) Edward T Dowling. Idem, p. 82.  
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   3- 7ملاحظة 

ودا حد لمتبقيةا ةالمستقل اتالمتغير  تبرالمتغيرات المستقلة فإننا نع لإيجاد المشتقة الجزئية لدالة بالنسبة لأحد) 1
       )1( .ونطبق قواعد التفاضل المتعارف عليها ثابتة

   )2( .عدد المشتقات الجزئية الأولى لدالة ذات عدة متغيرات مستقلة يساوي عدد هذه المتغيرات ،بشكل عام )2
  قواعد التفاضل الجزئي - 

قواعد التفاضل بالنسبة لدالة ذات متغير مستقل واحد التي عرضناها في الفصل الرابع تبقى صالحة    
  . للدوال ذات متغيرين مستقلين

  فان  ،y وx دالتين قابلتين للاشتقاق ذات متغيرين مستقلينg وf إذا كانت. 1- 7نظرية 
1 (( ) f g

f g
x x x

∂ ∂ ∂+ = +
∂ ∂ ∂

)و (   ) f g
f g

y y y

∂ ∂ ∂+ = +
∂ ∂ ∂

(  

2 (( ). . .
f g

f g g f
x x x

∂ ∂ ∂= +
∂ ∂ ∂

)و (   ). . .
f g

f g g f
y y y

∂ ∂ ∂= +
∂ ∂ ∂

(  

3 (
2

. .
f g

g ff x x
x g g

∂ ∂− ∂ ∂ ∂= ∂  
)بحيث    ), 0g x y و ( ≠

2

. .
f g

g f
f y y

y g g

∂ ∂−
 ∂ ∂ ∂= ∂  

( )3(  

4 (( ) 1n n f
f nf

x x
−∂ ∂=

∂ ∂
)و (   ) 1n n f

f nf
y y

−∂ ∂=
∂ ∂

(  

5 (( )f f f
e e

x x

∂ ∂=
∂ ∂

)و (   )f f f
e e

y y

∂ ∂=
∂ ∂

(  

6( ( ) 1
ln( ) .

f
f

x f x

∂ ∂=
∂ ∂

)و (   ) 1
ln( ) .

f
f

y f y

∂ ∂=
∂ ∂

   )4( )بتصرف( )

  لدالة ذات متغيرين الثانية المشتقات الجزئية - 2- 4

نه يمكن اشتقاقها فإ ،الأولى لدالة ذات متغيرين هي أيضا دوال ذات متغيرينبما أن المشتقات الجزئية 
    . جزئيا مرة أخرى لتنتج ما يسمى بالمشتقات الجزئية الثانية

)لتكن .7- 7تعريف  ),z f x y= دالة ذات متغيرين.  
 الجزئية ل  هي المشتقةjxو ixبالنسبة ل fل الثانيةالمشتقة الجزئية  - 

j

f

x

∂
∂

لها بأحد  ويرمز ixبالنسبة ل

 الرموز  
2 2

,      ,        
j ix x

i j i j

f z
f

x x x x

∂ ∂ ′′
∂ ∂ ∂ ∂

  

  ونكتب 
2

i j i j

f f

x x x x

 ∂ ∂ ∂=   ∂ ∂ ∂ ∂ 
  

   )ix.)5وللمرة الثانية بالنسبة ل jxللمرة الأولى بالنسبة لf نشتق أي

                                                      
(1)  Edward T Dowling. Idem, p. 82.  
(2)  Yadolah Dodge. Op. Cit, p. 190. 
(3) Edward T Dowling. Idem, p. 84.  
(4) Ibid, p. 84.  
(5)  Stéphane Rossignol.  Op. Cit. Définition  11.22, p. 311.  
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iإذا كان  -  j≠، فان 
2

i j

f

x x

∂
∂ ∂

 .fل المختلطةتسمى المشتقات الجزئية الثانية  

iإذا كان  -  j=، فان 
2 2

2
i j i i i

f f f

x x x x x

 ∂ ∂ ∂ ∂= =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 

 .fل الأساسيةتسمى المشتقات الجزئية الثانية     
فيمكن تعريف المشتقات الجزئية من الرتبة  ،كانت المشتقات الجزئية الثانية قابلة للاشتقاق إن ،بالمثل - 

 .الثالثة وهكذا
   كما يليf ل k نعرف المشتقات الجزئية من الرتبة ،بشكل عام

1 1

2 :   ...
...

k k

k

i i i i

f f
k

x x x x

 ∂ ∂ ∂∀ ≥ =  
 ∂ ∂ ∂ ∂    

)1(  

  4- 7ملاحظة 

  .ذات عدة متغيرات مستقلة يساوي مربع عدد هذه المتغيرات عدد المشتقات الجزئية الثانية لدالة )1
 هيس (*)مصفوفةفي  ،aفي نقطة عادة ما تجمع المشتقات الجزئية الثانية لدالة ذات عدة متغيرات مستقلة )2
)Hesse’s Matrix (التالية  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2
1 12

2 2,

2
1

n

f
i j i j

n n n n

f f
a a

x x x
f

H a a
x x

f f
a a

x x x
×

 ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂  ∂  = =  ∂ ∂    ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ 

…

⋮ ⋱ ⋮

…

  

) متغيرين دالة ذات وفي حالة ),f x y تصبح مصفوفة هيس كالتالي  

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2

2 2

2

f

f f
a a

x y x
H a

f f
a a

x y y

 ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ =
 ∂ ∂
 

∂ ∂ ∂ 

  )2( )بتصرف(  

  أي  ،إذا كانت المشتقات الجزئية الثانية المختلطة مستمرة فهي متساوية )3

( ) ( )
2 2

, ,
i j j i

f f
x y x y

x x x x

∂ ∂=
∂ ∂ ∂ ∂

  
)3(  

  متغيرينالقيم الحدية لدالة ذات  -5

القيم الحدية لدالة بدون قيود وأخرى  ،نميز حالتين ،البحث عن القيم الحدية لدالة ذات متغيرين عند
  .  بقيود

  القيم الحدية لدالة ذات متغيرين بدون قيود - 1- 5

)لإيجاد القيم الحدية لدالة ذات متغيرين  ),f x y نتبع الخطوات التالية ،بدون قيود  
                                                      

(1)  Stéphane Rossignol.  Op. Cit. Définition 11.22, p. 312.  
 .   ثامنسندرس المصفوفات في الفصل ال سطر وأعمدة،أ المصفوفة عبارة عن جدول به(*)  

(2)  Stéphane Rossignol. Op. Cit. Définition  11.27, p. 322.  
(3)  Yadolah Dodge. Op. Cit, p. 192. 



 

 

f∂
∂

  

  أي 
∂
∂

   

fH a b  
)2(  

( )( )
2 2 2 2

2 2
det , , , , ,f

f f f f
H a b a b a b a b a b

x y x y y x

     ∂ ∂ ∂ ∂= −     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
  

( )( )det , , , ,fH a b a b a b a b 
)3(  

(det , 0fH a b( وكان  

) تقبل قيمة حدية صغرى ),f a bعند النقطة الحرجة 

  
 منحنى بياني لدالة ذات متغيرين تقبل قيمة حدية صغرى

(1)  Yadolah Dodge. Op. Cit, pp. 195-196. 
(2)  Stéphane Rossignol. Op. Cit, p. 334.  

(3) Edward T Dowling. Idem, p. 86.  
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  أي ،ومساواتها بالصفرf ل الأولى إيجاد المشتقات الجزئية
( ), 0

f
x y

x

∂ =
∂

) و    ), 0
f

x y
y

∂ =
∂

)النقط الحرجة نحصل على  ،بحل المعادلتين الأخيرتين ),a b لf،  أي
( ), 0

f
a b

x

∂ =
∂

)  و   ), 0
f

a b
y

∂ =
∂

    )1( .شرط الدرجة الأولىأو الشرط الضروري 
  . وتشكيل مصفوفة هيسf ل إيجاد المشتقات الجزئية الثانية

)تعويض قيم النقط الحرجة ),a b أي  ،في مصفوفة هيس  

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2

2 2

2

, ,

,

, ,
f

f f
a b a b

x y x
H a b

f f
a b a b

x y y

 ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ =
 ∂ ∂
 

∂ ∂ ∂ 

  أي ،مصفوفة هيس

( ) ( ) ( ) (
2 2 2 2

2 2
det , , , , ,

f f f f
H a b a b a b a b a b

x y x y y x

     ∂ ∂ ∂ ∂= −     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

( )
2 2

, ,
f f

x y x y
x y y x

∂ ∂=
∂ ∂ ∂ ∂

  نفإ ،

) ( ) ( ) ( )
22 2 2

2 2
det , , , ,

f f f
H a b a b a b a b

x y x y

    ∂ ∂ ∂= −    ∂ ∂ ∂ ∂    

( )( )det ,fH a b .  
)أي ( امحقق الدرجة الثانية شرطأو  الشرط الكافي ))det , 0fH a b >

)و ∂ )
2

2
, 0

f
a b

y

∂ >
∂

تقبل قيمة حدية صغرىf الدالة نفإ ،

  وهذا ما يوضحه الشكل التالي

منحنى بياني لدالة ذات متغيرين تقبل قيمة حدية صغرى -1-7شكل 

                                        

 .التاسع سندرس محدد مصفوفة في الفصل

  

 

إيجاد المشتقات الجزئية )1

بحل المعادلتين الأخيرتين

الشرط الضروري وهذا ما يسمى ب
إيجاد المشتقات الجزئية الثانية )2
تعويض قيم النقط الحرجة )3

مصفوفة هيس (*)نحسب محدد )4

)det , , , , ,H a b a b a b a b a b
     
     
     

)بما أن  )
2 2

, ,
f f

x y x y
x y y x

∂ ∂=
∂ ∂ ∂ ∂

2
    
    
    

(نميز ثلاث حالات ل
الشرط الكافيإذا كان  )أ

)) 1-أ )
2

2
, 0

f
a b

x

∂ >
∂

( ),a b وهذا ما يوضحه الشكل التالي

شكل 

                                                      

سندرس محدد مصفوفة في الفصل (*)



 

 

) ىعظمتقبل قيمة حدية  ),f a bعند النقطة الحرجة 

  
  )1(ىعظممنحنى بياني لدالة ذات متغيرين تقبل قيمة حدية 

  .  لهما نفس الإشارة

 ،)yوقيمة عظمى إذا نظرنا من المحور 

  مختلفتين في الإشارة والشكل التالي يوضح ذلك

  
  )2( منحنى بياني لدالة ذات متغيرين تقبل نقطة سرج

    )3( .يمكن أن يكون أو لا يكون لها قيم حدية

أو  عادة ما تسعى المؤسسات إلى تعظيم أو تقليص الدوال تحت قيود يفرضها السوق أو عوامل الإنتاج

( ,g x y k) kالتاليةنتبع الخطوات  ،)ثابت  

( , , , ,L x y f x y k g x y  

(1)  Knut  Sydsæter, Peter  Hammond, Arne StrØm.
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)و ∂ )
2

2
, 0

f
a b

y

∂ <
∂

تقبل قيمة حدية f الدالة نفإ ،

  وهذا ما يوضحه الشكل التالي

منحنى بياني لدالة ذات متغيرين تقبل قيمة حدية  -2-7شكل 

((det , 0fH a b، الدالة نفإfلا تقبل قيم حدية وإنما  

)إذا كان  ، )
2

2
,

f
a b

x

∂
∂

)و  )
2

2
,

f
a b

y

∂
∂

لهما نفس الإشارة 

وقيمة عظمى إذا نظرنا من المحور xتكون للدالة قيمة صغرى إذا نظرنا من المحور(

( )
2

2
,

f
a b

y

∂
∂

مختلفتين في الإشارة والشكل التالي يوضح ذلك 

منحنى بياني لدالة ذات متغيرين تقبل نقطة سرج -3-7شكل 

((det , 0fH a b، الدالة نفإf يمكن أن يكون أو لا يكون لها قيم حدية
  القيم الحدية لدالة ذات متغيرين بقيد

عادة ما تسعى المؤسسات إلى تعظيم أو تقليص الدوال تحت قيود يفرضها السوق أو عوامل الإنتاج

) يجاد القيم الحدية لدالة ),f x y) ُ(تحت القيد ،)دالة الهدفسمى ت,g x y k=

)فرية كما يلي   تحويل دالة القيد إلى دالة صِ  ), 0k g x y− =   
  لاجرانج 

) ( ) ( ), , , ,L x y f x y k g x yλ λ= + −  

                                        
Hammond, Arne StrØm. Idem, p. 466.  

 . ن شكلها يشبه السرج الذي يوضع على الحصان

   .387-386 .ص ص ،مرجع السابقال .سامر محمد عكور

  

 

) )2-أ )
2

2
, 0

f
a b

x

∂ <
∂

( ),a b وهذا ما يوضحه الشكل التالي

شكل 

det((إذا كان  )ب , 0H a b <

،نقطة انعطاف) 1-ب

( (*)سرجنقطة ) 2-ب

)إذا كان )
2

2
,

f
a b

x

∂
∂

aو  b

شكل 

det((إذا كان ) ج , 0H a b =

القيم الحدية لدالة ذات متغيرين بقيد - 2- 5

عادة ما تسعى المؤسسات إلى تعظيم أو تقليص الدوال تحت قيود يفرضها السوق أو عوامل الإنتاج
  .غيرها

يجاد القيم الحدية لدالةلإ
تحويل دالة القيد إلى دالة صِ  )1
لاجرانج دالة  تشكيل )2

                                                      

ن شكلها يشبه السرج الذي يوضع على الحصانلأميت نقطة سرج سُ  (*)
سامر محمد عكور ،ثائر فيصل شاهر )2(
 . 388. ص ،نفسه )3(
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)و  (*)لاجرانج) مضاعف(معامل يسمى  λحيث ), ,L x y λ دالة لاجرانج.  
  أي ،إيجاد المشتقات الجزئية الأولى لدالة لاجرانج ومساواتها بالصفر )3

( ) ( ) ( ), , 0        , , 0        , , 0
L L L

x y x y x y
x y

λ λ λ
λ

∂ ∂ ∂= = =
∂ ∂ ∂

)1(  

)لإيجاد قيم المتغيرات التي تشكل النقط الحرجة) شرط الدرجة الأولى أو الشرط الضروريوهذا ما يسمى ب( ),a b      
  أي ،Lللدالة 

( ) ( ) ( ), 0        , 0        , 0
L L L

a b a b a b
x y λ

∂ ∂ ∂= = =
∂ ∂ ∂

    

شرط  أو الشرط الكافيهذا ما يسمى بو (المشتقات الجزئية الثانية لدالة لاجرانج وتشكيل مصفوفة هيس  إيجاد )4
  أي  ،ثم تعويض قيم النقط الحرجة في هذه الأخيرة ،)الدرجة الثانية

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2

2

2 2 2

2

2 2 2

2

, , ,

, , , ,

, , ,

L

L L L
a b a b a b

x y x x

L L L
H a b a b a b a b

x y y y

L L L
a b a b a b

x y

λ

λ

λ λ λ

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂=  

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂
  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

  

  أي ،مصفوفة هيس محدد حساب )5
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

2

2 2 2

det , , , , , ,

, , , , ,

, ,

L

L L L L L
H a b a b a b a b a b a b

x y y y

L L L L L
a b a b a b a b a b

y x x y y x

L L L
a b a b

x x y y

λ λ λ

λ λ λ

λ

      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= −      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      

      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂− −      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      

 ∂ ∂ ∂+  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
( ) ( ) ( )

2 2

2
, , ,

L L
a b a b a b

y xλ λ
     ∂ ∂−     ∂ ∂ ∂ ∂     

   )2(  

   .نميز ثلاث حالات

)إذا كان  )أ )( )det , 0LH a b )تقبل قيمة حدية عظمى fةالدال نفإ ،< ),f a b عند النقطة الحرجة( ),a b.    

)إذا كان  )ب )( )det , 0LH a b )تقبل قيمة حدية صغرى fالدالة نفإ ،> ),f a b عند النقطة الحرجة( ),a b.  
)إذا كان  )ج )( )det , 0LH a b          )3( .يمكن أن يكون أو لا يكون لها قيم حدية fالدالة نفإ ،=

  تمارين  -6

  .ريف الدوال التاليةوجد مجالات تعأ .1- 7تمرين 

( ) 2 2 2

4 6 2 2

( , ) 2 ln 3                                  ( , )

( , )              ( , )               ( , )

f x y x y xy x g x y x y

x
h x y x y i x y x y j x y

y

= − + + = −

= + = + =
  

                                                      
  .kمضاعف لاجرانج يقيس الأثر على دالة الهدف لتغير بسيط في ثابت القيد (*)

(1) Knut  Sydsæter, Peter  Hammond, Arne StrØm. Idem, p. 499.   
(2)  Ibid, pp. 515-516.  
(3)  Ibid, pp. 515-516.  
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  إيجاد مجموعات تعريف الدوال التالية وتمثيلها بيانيا  .الحل

1 (( ) 2( , ) 2ln 3f x y x y xy x= − + +  
( ){ }
( ){ }

2

2 1
3

, / 3 0

, /

fD x y R x y

x y R x y

= ∈ − >

= ∈ >
  

2 (2 2( , )g x y x y= −  
( ){ }
( ){ }
( ){ }

2 2 2

2 2 2

2

, / 0

, /

, /

gD x y R x y

x y R x y

x y R x y

= ∈ − ≥

= ∈ ≥

= ∈ ≥

  

3 (4 6( , )h x y x y= 2أي ،2Rمعرفة على h ،وعليه +
hD R=.  

4 (2 2( , )i x y x y= 2أي ،2Rمعرفة على i ،وعليه +
iD R=.  

5 (( , )
x

j x y
y

=  

( ){ }2

*

, / 0jD x y R y

R R

= ∈ ≠

= ×
  

   وجد المشتقات الجزئية الأولى والثانية للدوال التالية أ .2- 7تمرين 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2
3

2

, 3 5                        , 4 8

4
,                                     , 5

,                                          , ln 3x y

f x y x y xy g x y x y x y

x y
h x y i x y x y

x

j x y e k x y x y−

= + − + = − +

+= = +

= = −

  

  الثانية للدوال التاليةولى و لأالمشتقات الجزئية ا داجإي. الحل

1  (( ) 2, 3 5f x y x y xy= + − +
  

2 2 2 2

2 2

( , ) 2 3                                   ( , ) 1 3

( , ) 2        ( , ) 0         ( , ) ( , ) 3

f f
x y x y x y x

x y

f f f f
x y x y x y x y

x y x y y x

∂ ∂= − = −
∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂= = = = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

  

2  (( ) ( ) ( ), 4 8g x y x y x y= − +  

( ) ( )

( ) ( )
2 2 2 2

2 2

( , ) 4 8 4 8 31  

( , ) 8 8 4 31 16

( , ) 8          ( , ) 16         ( , ) ( , ) 31

g
x y x y x y x y

x
g

x y x y x y x y
y

g g g g
x y x y x y x y

x y x y y x

∂ = + + − = +
∂
∂ = − + + − = −
∂
∂ ∂ ∂ ∂= = − = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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3  (( )
2 4

,
x y

h x y
x

+=   

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

2

2 22

2 4 4 3

2 2 2

2

2 4 4
( , )                                               

4 4
( , )

2 2 4 8 8
( , )         

4
( , ) 0                     ( , ) ( , )

x x x yh x y
x y

x x x
h x

x y
y x x

x x x x yh xy y
x y

x x x x

h h h
x y x y x y

y x y y x x

− +∂ −= =
∂
∂ = =
∂

− −∂ = = =
∂
∂ ∂ ∂= = = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 2

  

4  (( ) ( )3
, 5i x y x y= +  

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2 2 2 2

2 2

( , ) 3 5                                            ( , )15 5

( , ) 6 5         ( , ) 150 5          ( , ) ( , ) 30 5

i i
x y x y x y x y

x y

i i i i
x y x y x y x y x y x y x y

x y x y y x

∂ ∂= + = +
∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂= + = + = = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

  

5  (( ) 2, x yj x y e −=  
2 2

2 2 2 2
2 2 2

2 2

( , ) 2                                  ( , )

( , ) 4         ( , )          ( , ) ( , ) 2

x y x y

x y x y x y

j j
x y e x y e

x y

j j j j
x y e x y e x y x y e

x y x y y x

− −

− − −

∂ ∂= = −
∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂= = = = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

  

6  (( ) ( ), ln 3k x y x y= −  

( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2 2 22 2

3 1
( , )                            ( , )

3 3

9 1 3
( , )              ( , )             ( , ) ( , )

3 3 3

k k
x y x y

x x y y x y

k k k k
x y x y x y x y

x y x y y xx y x y x y

∂ ∂ −= =
∂ − ∂ −
∂ − ∂ − ∂ ∂= = = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂− − −

  

  دالة الربح التالية ،yو xتنتج سلعتين  لمنشأة .3- 7تمرين 

)وحدة نقدية     ) 2 21
, 40 30 100

2
TP x y x y x y= − − + + −  

  . التي تعظم الأرباح yو xمستويات الإنتاج من السلعتين  وجدأ - 

 التي تعظم الأرباح  yو xإيجاد مستويات الإنتاج من السلعتين  .الحل - 

  لدينا .مساواتها بالصفرو TP إيجاد المشتقات الجزئية الأولى ل - 

( )

( )

, 0
2 40 0

30 0, 0

20

30

TP
x y

xx
TP yx y
y

x

y

∂ = − + =∂ ⇔ ∂ − + = =
∂

=
⇔  =

  

  .TPنقطة حرجة للدالة (30;20) ومنه
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 وتشكيل مصفوفة هيس TP ل إيجاد المشتقات الجزئية الثانية - 

  لدينا
2 2 2 2

2 2
( , ) 2        ( , ) 1        ( , ) ( , ) 0

TP TP TP TP
x y x y x y x y

x y x y y x

∂ ∂ ∂ ∂= − = − = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

  

  ومنه

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2

2 2

2

, ,

,

, ,

2 0

0 1

TP

TP TP
x y x y

x y x
H x y

TP TP
x y x y

x y y

 ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ =
 ∂ ∂
 

∂ ∂ ∂ 

− 
=  − 

  

  وعليه

( ) 2 0
20;30

0 1TPH
− 

=  − 
  

  ومنه      

( )( ) ( ) ( )2
det 20;30 2 1 0 2 0TPH = − − − = >  

)وبما أن )
2

2
20;30 2 0

TP

x

∂ = − <
∂

)و  )
2

2
20;30 1 0

TP

y

∂ = − <
∂

نفإ ،
 

( )20;30 750TP قيمة حدية  =

)عند النقطة الحرجةTPعظمى ل وحدة  30و x وحدة من السلعة 20إنتاج  لمنشأةأي على ا ،30;20(

  .وحدة نقدية 750كبر ربح وهو أللحصول على  y من السلعة

  وكانت دالة التكلفة الكلية كما يلي yو xمصنع ينتج نوعين من السلع  .4- 7تمرين 

)وحدة نقدية       ) 2 2, 2TC x y x x y= + +  
نه يمكن إنتاج خمس أعلما  ،حجم الإنتاج من السلعتين لتخفيض التكاليف إلى أدنى حد ممكن وجدأ -

  .   وحدات من كلا النوعين

 لدينا. حجم الإنتاج من السلعتين لتخفيض التكاليف إلى أدنى حد ممكن داجإي .الحل - 
 دالة الهدف - 

( ) 2 2, 2TC x y x x y= + + 
 دالة القيد - 

( ), 5g x y x y= + = 
 تحويل دالة القيد إلى دالة صفرية  - 

5 0x y− − = 
 دالة لاجرانج - 

( ) ( )2 2, , 2 5L x y x x y x yλ λ= + + + − −
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 إيجاد المشتقات الجزئية الأولى لدالة لاجرانج ومساواتها بالصفر - 

( )

( )

( )

, , 0
2 2 0..............(1)

, , 0 2 0...................(2)

5 0.................(3)

, , 0

L
x y

x x
L

x y y
y

x y
L

x y

λ
λ

λ λ

λ
λ

∂ =∂ + − = 
∂ = ⇔ − = ∂  − − =∂ =∂

  

  أي ،λنستخرج علاقة تعبر عن  ،(2) و (1)من المعادلتين
(1) 2 2..........(1 )

(2) 2 ..............(2 )

x

y

λ
λ

′⇔ = +
 ′⇔ =

  

1) بالمساواة بين المعادلتين 2)و′(   نجد ،′(
(1 ) (2 ) 2 2 2

               1

x y

y x

′ ′= ⇔ + =
⇔ = +

  

  نجد ،(3) في المعادلةy بالتعويض عن عبارة
( )(3) 5 1 0

4 2 0

2

x x

x

x

⇔ − − + =
⇔ − =
⇔ =

  

  نجد ،y  في عبارةx ةبالتعويض عن قيم

1 2 1 3y x y= + ⇔ = + =  
2)في المعادلةy  بالتعويض عن قيمة   نجد ،′(

(2 ) 2

2(3) 6

yλ
λ

′ ⇔ =
⇔ = =

  

) ومنه 6λجل أمن L نقطة حرجة للدالة3;2( = . 

 وتشكيل مصفوفة هيس لدالة لاجرانج إيجاد المشتقات الجزئية الثانية - 

  لدينا

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2

2

2 2 2

2

2 2 2

, , 2                , , 0             , , 1

, , 0               , , 2              , , 1

, , 1            , , 1           

L L L
x y x y x y

x y x x

L L L
x y x y x y

x y y y

L L L
x y x y

x y

λ λ λ
λ

λ λ λ
λ

λ λ
λ λ λ

∂ ∂ ∂= = = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂= = = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂= − = −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
( )2

, , 0x y λ =

 

  ولدينا

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2

2

2 2 2

2

2 2 2

2

, , ,

, , , ,

, , ,

L

L L L
x y x y x y

x y x x

L L L
H x y x y x y x y

x y y y

L L L
x y x y x y

x y

λ

λ

λ λ λ

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂=  

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂
  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
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  أي 

( ) ( )
2 0 1

, 0 2 1 2;3

1 1 0
L LH x y H

− 
 = − = 
 − − 

  

)باستعمال السطر الأول للمصفوفة  ،وعليه )2;3LH،  نجد  

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 1 0 1 0 2
det 2;3 2 0 1

1 0 1 0 1 1

2 2.0 1. 1 0 1 0. 1 2. 1

2 0 1 1 0 2

4 0

LH
− −

= − −
− − − −

= − − − − − − − −      

= − − +
= − <

  

) ومنه )2;3 17     
���������������
TC و���������������
ة �� ) عند النقطة الحرجةTC قيمة حدية صغرى للدالة = جل أمن 3;2(
6λ للحصول على أدنى y وثلاث وحدات من النوعx أي على المصنع إنتاج وحدتين من النوع ،=

6λنلاحظ أن . وحدة نقدية 17تكلفة وهي   4إلى  5هذا يعني أن النقصان في ثابت القيد من  ،=
   .            وحدات نقدية تقريبا 6بمقدار TC ة التكاليفيؤدي إلى النقصان في دال

  كانت دالة المنفعة الكلية لمستهلك تأخذ الصورة التاليةإذا  .5- 7تمرين 
( ) 31

4 4
1 2 1 2,U Q Q Q Q=  

 3سعر السلعتين هو  إذا علمت أن. على الترتيب السلعتين الأولى والثانيةالكمية المشتراة من  2Qو 1Q حيث
نقدية للإنفاق  وحدة 80ن المستهلك خصص أالأولى ووحدتان نقديتان للسلعة الثانية ووحدات نقدية للسلعة 

       ؟السلعتين لتعظيم منفعته الكلية إلى أقصى حد ممكن فكم على المستهلك أن يشتري من كلا  ،عليهما
 لدينا .الحل

 دالة الهدف - 
( ) 31

4 4
1 2 1 2,U Q Q Q Q= 

 دالة القيد - 
( )1 2 1 2, 3 2 80g Q Q Q Q= + = 

 تحويل دالة القيد إلى دالة صفرية  - 

1 280 3 2 0Q Q− − = 
 دالة لاجرانج - 

( ) ( )31
4 4

1 2 1 2 1 2, , 80 3 2L Q Q Q Q Q Qλ λ= + − −
  

 إيجاد المشتقات الجزئية الأولى لدالة لاجرانج ومساواتها بالصفر - 

( )

( )

( )

3 3
4 4

1 1
4 4

1 2
11

1 24

3
1 2 1 24

2
1 2

1 2

, , 0
3 0..............(1)

, , 0 2 0..............(2)

80 3 2 0............(3)
, , 0

L
Q Q

Q Q Q
L

Q Q Q Q
Q

Q Q
L

Q Q

λ
λ

λ λ

λ
λ

−

−

∂ =∂  − =
∂ = ⇔ − = ∂  − − =

 ∂ =
∂
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  أي ،λنستخرج علاقة تعبر عن  ،(2) و (1)من المعادلتين
3 3
4 4

1 1
4 4

1
1 212

3
1 28

(1) ...............(1 )

(2) ...............(2 )

Q Q

Q Q

λ

λ

−

−

 ′⇔ =


′⇔ =

  

1) بالمساواة بين المعادلتين 2)و′(   نجد ،′(
3 3 1 1
4 4 4 4

3 1
4 4

3 1
44

3 1
4 4

31
1 2 1 212 8

2 1

21

2 1

1 2

2 1

2 1

(1 ) (2 )

1 3
               0

12 8

2 9
               0

24

               2 9 0

9
               ..................(3 )

2

Q Q Q Q

Q Q

QQ

Q Q

Q Q

Q Q

Q Q

− −′ ′= ⇔ =

⇔ − =

−⇔ =

⇔ − =

′⇔ =

  

  نجد ،(3) في المعادلة2Q بالتعويض عن عبارة
1 1

1

1

(3) 80 3 9 0

80 12 0

20

3

Q Q

Q

Q

⇔ − − =
⇔ − =

⇔ =

  

3) في المعادلة1Q بالتعويض عن قيمة   نجد ،′(

2

9 20
(3 ) 30

2 3
Q  ′ ⇔ = = 

 
  

1)في المعادلة2Q  و 1Qبالتعويض عن قيمتي   نجد ،′(

( )
3
4 3

4

3
4

1 20
(1 ) 30

12 3

1 9
0.25

12 2

λ

λ

−
 ′ ⇔ =  
 

 ⇔ =  
 

≃

  

 ومنه
20

;30
3

 
 
 

0.25λجل أمن L نقطة حرجة للدالة = . 

 وتشكيل مصفوفة هيس لدالة لاجرانج إيجاد المشتقات الجزئية الثانية - 

  لدينا

( ) ( ) ( )

( ) ( )

7 3 3 1
4 4 4 4

3 51 1
4 4 4 4

2 2 2
3 3

1 2 1 2 1 2 1 2 1 216 162
1 2 1 1

2 2 2
3 3

1 2 1 2 1 2 1 216 162
1 2 2

, ,                   , ,               , , 3

, ,               , ,                  

L L L
Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

Q Q Q Q

L L L
Q Q Q Q Q Q Q Q

Q Q Q

λ λ λ
λ

λ λ

− − −

− − −

∂ ∂ ∂= − = = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂= = −
∂ ∂ ∂

( )

( ) ( ) ( )

1 2
2

2 2 2

1 2 1 2 1 22
1 2

, , 2

, , 3                          , , 2                           , , 0

Q Q
Q

L L L
Q Q Q Q Q Q

Q Q

λ
λ

λ λ λ
λ λ λ

= −
∂ ∂

∂ ∂ ∂= − = − =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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  ولدينا

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2

1 2 1 2 1 22
1 2 1 1

2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 22
1 2 2 2

2 2 2

1 2 1 2 1 22
1 2

, , ,

, , , ,

, , ,

L

L L L
Q Q Q Q Q Q

Q Q Q Q

L L L
H Q Q Q Q Q Q Q Q

Q Q Q Q

L L L
Q Q Q Q Q Q

Q Q

λ

λ

λ λ λ

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂=  

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

  

  أي 

( )

7 3 3 1
4 4 4 4

3 51 1
4 4 4 4

3 3
1 2 1 216 16

3 3
1 2 1 2 1 216 16

3

, 2

3 2 0
L

Q Q Q Q

H Q Q Q Q Q Q

− − −

− − −

 − −
 
 = − −
 − − 
 

  

  ومنه 
4.88 0.03 3

20
;30 0.03 0.004 2

3
3 2 0

LH

− − 
   − −      − − 

≃  

20باستعمال السطر الثالث للمصفوفة  ،وعليه
;30

3LH
 
 
 

  نجد  ،

( ) ( ) ( ) ( )

0.03 3 4.88 320
det ;30 3 2

0.004 2 0.03 23

3 0.03. 2 0.004. 3 2 4.88. 2 0.03. 3

19.916 0

LH
− − −   = − +   − − −  

= − − − − − + − − − −      

= >

  

 ومنه
20

;30 20.59
3

U
  = 
 

 عند النقطة الحرجةU ى للدالةقيمة حدية عظم 
20

;30
3

 
 
 

0.25λجل أمن  أي  ،=

 قصى منفعةأ وحدة من السلعة الثانية لتحقيق 30و من السلعة الأولىوحدات  7 شراء ما يقارب ستهلكلمعلى ا
0.25λنلاحظ أن . 20.59وهي  في  لزيادةيؤدي إلى ا 81إلى  80في ثابت القيد من  لزيادةهذا يعني أن ا ،=
  .      تقريبا 0.25بمقدار U منفعةدالة ال

حد المنتجات ترتبط لأتبين أن التكاليف الكلية  ،ت التجاريةلمنشآالخبرة السابقة لإحدى امن  .6-7تمرين 
  بالدعاية حسب العلاقة التالية

2      وحدة نقدية 29
2 6 10 10 100

2
TC T TI T I I= − + + + +  

إذا كانت التكاليف المخصصة . الدعاية عبر الانترنتتكاليف  Iتكاليف الدعاية عن طريق التلفاز و T ،حيث
ة على الدعاية عن طريق التلفاز �لمنشفكم يجب أن تنفق ا ،وحدة نقدية 100هي  ة�لمنشدعاية في هذه الل

     ؟والانترنت لتحقيق اقل تكلفة ممكنة 
 لدينا. لتخفيض التكاليف إلى أدنى حد ممكن على الدعاية عن طريق التلفاز والانترنت حجم الإنفاق إيجاد .الحل

 دالة الهدف - 

( ) 2 29
, 2 6 10 10 100

2
TC T I T TI T I I= − + + + + 
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 دالة القيد - 

( ), 100g T I T I= + = 

 تحويل دالة القيد إلى دالة صفرية  - 

100 0T I− − = 
 دالة لاجرانج - 

( ) ( )2 29
, , 2 6 10 10 100 100

2
L T I T TI T I I T Iλ λ= − + + + + + − −

  

 لاجرانج ومساواتها بالصفرإيجاد المشتقات الجزئية الأولى لدالة  - 

( )

( )

( )

, , 0
4 6 10 0..............(1)

, , 0 9 6 10 0..............(2)

100 0......................(3)
, , 0

L
T I

T T I
L

T I I T
I

T I
L

T I

λ
λ

λ λ

λ
λ

∂ =∂ − + − =
∂ = ⇔ − + − = ∂  − − =∂ =∂

  

  أي ،λنستخرج علاقة تعبر عن  ،(2) و (1)من المعادلتين
(1) 4 6 10...............(1 )

(2) 9 6 10..............(2 )

T I

I T

λ
λ

′⇔ = − +
 ′⇔ = − +

  

1) بالمساواة بين المعادلتين 2)و′(   نجد ،′(
(1 ) (2 ) 4 6 10 9 6 10

               10 15

3
               ............(3 )

2

T I I T

T I

T I

′ ′= ⇔ − + = − +
⇔ =

′⇔ =

  

  نجد ،(3) في المعادلةT بالتعويض عن عبارة
3

(3) 100 0
2
5

100 0
2

40

I I

I

I

⇔ − − =

⇔ − =

⇔ =

  

3) في المعادلةI ةبالتعويض عن قيم   نجد ،′(

( )3
(3 ) 40 60

2
T′ ⇔ = =  

1)في المعادلةI  و Tتيبالتعويض عن قيم   نجد ،′(
( ) ( )(1 ) 4 60 6 40 10

10

λ
λ

′ ⇔ = − +
⇔ =

  

) ومنه 10λجل أمن L نقطة حرجة للدالة40;60( = .  
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 وتشكيل مصفوفة هيس لدالة لاجرانج إيجاد المشتقات الجزئية الثانية - 

  لدينا

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2

2

2 2 2

2

2 2

, , 4                   , , 6              ,, 1

, , 6               , , 9                  ,, 1

, , 1              , , 1    

L L L
T I T I T I

T I T T

L L L
T I T I T I

T I I I

L L
T I T I

T I

λ λ λ
λ

λ λ λ
λ

λ λ
λ λ

∂ ∂ ∂= = − = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂= − = = −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂= − = −

∂ ∂ ∂ ∂
( )

2

2
           , , 0

L
T I λ

λ
∂ =
∂

 

  ولدينا

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2

2

2 2 2

2

2 2 2

2

, , ,

, , , ,

, , ,

L

L L L
T I T I T I

T I T T

L L L
H T I T I T I T I

T I I I

L L L
T I T I T I

T I

λ

λ

λ λ λ

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂=  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

  

  أي 

( ) ( )
4 6 1

, 6 9 1 60;40

1 1 0
L LH T I H

− − 
 = − − = 
 − − 

  

)للمصفوفة  باستعمال السطر الثالث ،وعليه )60;40LH،  نجد  

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

6 1 4 1
det 60;40

9 1 6 1

6. 1 9. 1 4. 1 6. 1

6 9 4 6

25 0

LH
− − −

= − +
− − −

= − − − − − + − − − −      

= − + + − −
= − <

  

) ومنه )60;40 1100     
���������������
TC و���������������
ة �� ) عند النقطة الحرجةTC قيمة حدية صغرى للدالة = جل أمن 40;60(
10λ وحدة نقدية  40وحدة نقدية و 60ة الإنفاق على الدعاية عن طريق التلفاز والانترنت �لمنشاأي على  ،=

10λنلاحظ أن . وحدة نقدية 1100للحصول على أدنى تكلفة وهي على الترتيب  هذا يعني أن النقصان  ،=
   .             وحدات نقدية تقريبا 10بمقدار TC يؤدي إلى النقصان في دالة التكاليف 99إلى  100في ثابت القيد من 

  1دوجلاس-كوبحدد القيمة القصوى لدالة الإنتاج التالية والتي تسمى دالة  .7- 7تمرين 
( ) 0.2 0.8, 50Q K L K L=  

10KPسعر رأس المال  علما أن 20LPسعر العمل  ،=     . وحدة نقدية 300نية هو وقيد الميزا =

                                                      

 و���� ����  الإنتاج المعروفةهي من دوال ) Cobb-Douglas( دوجلاس-دالة كوب  1 ��������ج وا"�)ا'& ا"
ا% 
 $# ا"�! �
 ا��
د ا"�-,
 +�* ا/0 #�ا"


�"��1�2
 ا""�+  

( ),Q K L AK Lα β=  

3��Qج����
A،ا��(' 
�+�4 
�!5،K �2�� 
5!�
 ���2 ا"�!&L،رأس ا"!�ل5!�،α 
��ج ��
'� �:داد ���2 رأس ا"!�ل +��9���9
 ا":��دة $# ا�

1%،β 
��ج ��
'� �:داد ���2 ا"�!& +��9��دار . 2ط . مقدمة في الاقتصاد الرياضي .إبراهيم غب ،عقيل جاسم عبد االله :��;� ،�9�1%
 ا":��دة $# ا
      .292. ص ،1999 ،ردنلأا -عمان ،مجدلاوي للنشر
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 لدينا .الحل
 دالة الهدف - 

( ) 0.2 0.8, 50Q K L K L= 
 دالة القيد - 

( ), 10 20 300g K L K L= + = 
 تحويل دالة القيد إلى دالة صفرية  - 

300 10 20 0K L− − = 
 دالة لاجرانج - 

( ) ( )0.2 0.8, , 50 300 10 20L K L K L K Lλ λ= + − −
  

 الأولى لدالة لاجرانج ومساواتها بالصفرإيجاد المشتقات الجزئية  - 

( )

( )

( )

0.8 0.8

0.2 0.2

, , 0
10 10 0...............(1)

, , 0 40 20 0..............(2)

300 10 20 0...............(3)
, , 0

L
K L

K K L
L

K L K L
L

K L
L

K L

λ
λ

λ λ

λ
λ

−

−

∂ =∂  − =
∂ = ⇔ − = ∂  − − =
∂ =∂

  

  أي ،λنستخرج علاقة تعبر عن  ،(2) و (1)من المعادلتين
0.8 0.8

0.2 0.2

(1) ..................(1 )

(2) 2 ...............(2 )

K L

K L

λ
λ

−

−

′ ⇔ =


′⇔ =
  

1) بالمساواة بين المعادلتين 2)و′(   نجد ،′(
0.8 0.8 0.2 0.2

0.8 0.2

0.8 0.2

0.8 0.2

(1 ) (2 ) 2

               2 0

2
               0

               2 0

               2 ..................(3 )

K L K L

L K

K L
L K

K L
L K

L K

− −′ ′= ⇔ =

⇔ − =

−⇔ =

⇔ − =
′⇔ =

  

  نجد ،(3) في المعادلةL بالتعويض عن عبارة
( )(3) 300 10 20 2 0

300 50 0

6

K K

K

K

⇔ − − =
⇔ − =
⇔ =

  

3) في المعادلةK بالتعويض عن قيمة   نجد ،′(

( )(3 ) 2 6 12L′ ⇔ = =  

1)في المعادلةL  و Kبالتعويض عن قيمتي   نجد ،′(

( ) ( )0.8 0.8
(1 ) 6 12 1.74λ −′ ⇔ = ≃  

) ومنه 1.74λجل أمن L نقطة حرجة للدالة12;6( ≃ . 
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 وتشكيل مصفوفة هيس لدالة لاجرانج إيجاد المشتقات الجزئية الثانية - 

  لدينا

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2 2 2
1.8 0.8 0.8 0.2

2

2 2 2
0.8 0.2 0.2 1.2

2

2

, , 8                , , 8               , , 10

, , 8               , , 8                 , , 20

, , 1

L L L
K L K L K L K L K L

K L K K

L L L
K L K L K L K L K L

K L L L

L
K L

K

λ λ λ
λ

λ λ λ
λ

λ
λ

− − −

− − −

∂ ∂ ∂= − = = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂= = − = −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ = −

∂ ∂
( ) ( )

2 2

2
0                        , , 20                          , , 0

L L
K L K L

L
λ λ

λ λ
∂ ∂= − =

∂ ∂ ∂

  

  ولدينا

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2

2

2 2 2

2

2 2 2

2

, , ,

, , , ,

, , ,

L

L L L
K L K L K L

K L K K

L L L
H K L K L K L K L

K L L L

L L L
K L K L K L

K L

λ

λ

λ λ λ

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂=  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

  

  أي 

( )
1.8 0.8 0.8 0.2

0.8 0.2 0.2 1.2

8 8 10

, 8 8 20

10 20 0
L

K L K L

H K L K L K L

− − −

− − −

 − −
 = − − 
 − − 

  

  ومنه 

( )
2.32 1.16 10

6;12 1.16 0.58 20

10 20 0
LH

− − 
 − − 
 − − 

≃  

)باستعمال السطر الثالث للمصفوفة  ،وعليه )6;12LH،  نجد  

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

1.16 10 2.32 10
det 6;12 10 20

0.58 20 1.16 20

10 1.16. 20 0.58. 10 20 2.32. 20 1.16. 10

1450 0

LH
− − −

= − +
− − −

= − − − − − + − − − −      

= >

  

) ومنه )6;12 522.33Q ) عند النقطة الحرجةQ ى للدالةقيمة حدية عظم = 1.74λجل أمن 12;6( كمية أي  ،⋍
قيمة لدالة الإنتاج وهي قصى أ وحدة لتحقيق 12وكمية عنصر العمل هي وحدات  6 عنصر رأس المال هي

1.74λنلاحظ أن . 522.33 في  لزيادةيؤدي إلى ا 301إلى  300في ثابت القيد من  لزيادةهذا يعني أن ا ،⋍
  .      تقريبا 1.74بمقدار Q الإنتاجدالة 

 

  


