
 ا������ت

 

31 

 

  

و الاشتقاق من المفاهيم الرياضية الهامة التي تستخدم بشكل واسع في كثير من أالحساب التفاضلي 

ن أ ،يعرف تطبيق الاشتقاق في الاقتصاد بالحساب الحدي ومثال ذلك. المجالات منها الإدارية والاقتصادية

  . مشتق التكلفة الكلية يسمى التكلفة الحدية

  قابلية اشتقاق دالة -1

  قابلية اشتقاق دالة عند نقطة - 1- 1

aدالة معرفة على جوار نقطة  fلتكن .1- 4تعريف  R∈. نقول عنf  عند قابلة للاشتقاقأنهاa، ذا كانتإ  

( ) ( )
lim
x a

f x f a

x a→

−
−

  

  ويرمز له بأحد الرموز )a)1عند fل العدد المشتقموجودة ومنتهية وتسمى 

[ ]( )       ( )     ( )
df d

f a a f a
dx dx

′  

  ونكتب
( ) ( )

( ) lim
x a

f x f a
f a

x a→

−′ =
−

  

  أو بعبارة أخرى

0

( ) ( )
( ) lim

h

f a h f a
f a

h→

+ −′ = )2(  

  2- 4تعريف 

[دالة معرفة على مجال fلتكن -  ],a aα− 0بحيثα  إذا كان  aقابلة للاشتقاق عن يسارنقول أن . <
( ) ( )

lim
x a

f x f a

x a
β

<

− =
−� 

)ونرمز له ب aيسارعن fبالعدد المشتق ل βالحقيقيويسمى العدد  )gf a′ أو( )f a−′.  

]معرفة على مجال fجلأومن  -  [,a a α+ 0بحيثα  إذا كان  aقابلة للاشتقاق عن يميننقول أن . <

( ) ( )
lim
x a

f x f a

x a
γ

>

− =
−�

 

)ونرمز له ب aيمينعن fالعدد المشتق لب γويسمى العدد الحقيقي )df a′ أو( )f a+′.)3(    

ت قابلة للاشتقاق عن يمين وعن يسارذا كانإذا وفقط إ ،aقابلة للاشتقاق عند النقطة  fنأنقول . 1- 4نظرية 

a وكان  

( ) ( )d gf a f a′ ′=)4(  

                                                           
(1)  Naïla Hayek, Jean-Pierre Leca . Op. Cit. Définition 1, pp. 111-112. 
(2)  Edward T Dowling. Idem, p. 36. 
(3)  Naïla Hayek, Jean-Pierre Leca . Op. Cit. Définition 3, pp. 113-114. 
(4)  Ibid. Proposition 2, p. 114. 
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  اشتقاق دالة على مجال قابلية - 2- 1

  قابلية اشتقاق دالة على مجال مفتوح - 1- 2- 1

قابلة للاشتقاق f نقول أن. RمنI مفتوح) أو اتحاد مجالات(دالة معرفة على مجال f لتكن .3- 4تعريف 

   )I.)1إذا كانت قابلة للاشتقاق عند كل نقطة من  ،Iعلى

   قابلية اشتقاق دالة على مجال مغلق - 2- 2- 1

  4- 4تعريف 

]أنها قابلة للاشتقاق على f نقول عن دالة -  ],a b، إذا كانت قابلة للاشتقاق على ] [,a b وقابلة للاشتقاق

 .  bوعن يسارa عن يمين

]أنها قابلة للاشتقاق على f نقول عن دالة -  [,a [ إذا كانت قابلة للاشتقاق على ،∞+ [,a وقابلة ∞+

 .aللاشتقاق عن يمين 

[أنها قابلة للاشتقاق على f نقول عن دالة -  ],b−∞، إذا كانت قابلة للاشتقاق على ] [,b−∞ وقابلة

  )b.)2للاشتقاق عن يسار

  الدالة المشتقة -2

fدالتها المشتقةنعرف  ،Iدالة قابلة للاشتقاق على مجال fإذا كانت. 5- 4تعريف    ب ′
:

      ( )

f I R

x f x

′ →
′֏

  

   ويرمز لها بأحد الرموز fل الدالة المشتقةعوضا عن fمشتقةونسميها اختصارا 

[ ] [ ]           ( )      ( )x

df d
f f x D f x

dx dx
′ 

)3(  

  6- 4تعريف 

f وكانت دالتها المشتقةR منI دالة قابلة للاشتقاق على مجال fإذا كانت - قابلة للاشتقاق هي الأخرى ′

f  ونرمز بI على مرتينقابلة للاشتقاق  fفإننا نقول أن ،Iعلى  من  fللمشتقة الثانية أو مشتقة′′

     )4( .2الرتبة 

) ذا كانت موجودة ونرمز لها بإn الرتبةمن  fمشتقةوتعرف بصفة عامة  - )nf أو
n

n

d f

dx
بعلاقة  ، 

 تراجعية
(1) (2) (3) ( ) ( 1) *,   ,   ,..., ,    n nf f f f f f f f n N− ′′ ′′ ′′′  = = = = ∈  

f(0)مع  f=.)5(   

  

                                                           
 . 231. ص ،1تعريف . المرجع السابق. غوثي بوكلي حسن)1(

(2)  Naïla Hayek, Jean-Pierre Leca . Op. Cit. Définition 5, p. 115. 
(3)  Ibid. Définition 6, p. 115. 

 . 235-234. ص ص ،2تعريف . المرجع السابق. غوثي بوكلي حسن )4(
(5)  Naïla Hayek, Jean-Pierre Leca . Op. Cit. Définition 8, p. 116. 
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  عمليات على الدوال القابلة للاشتقاق  - 1- 2

ومشتقاتها  aللاشتقاق عند الدوال التالية قابلة. aدالتين قابلتين للاشتقاق عند نقطة  gو fلتكن. 2-4نظرية 

  .كالآتي

1  (( ), : ( ) ( ) ( )R f g a f a g aα β α β α β′ ′ ′∀ ∈ + = +  

2  (( ). ( ) ( ). ( ) ( ). ( )f g a f a g a f a g a′ ′ ′= +  

3  (
[ ]

( )2

1 ( )
( )       ( ) 0

( )

f a
a f a

f f a

′ ′ 
= − ≠ 

 
  

4(  
[ ]

( )2

( ). ( ) ( ). ( )
( )       ( ) 0

( )

f f a g a f a g a
a g a

g g a

′ ′ ′  −= ≠ 
 

  

5(  1( ) ( ). ( )n nf a nf a f a−′ ′  =   

6(  ( )1
1

1 ( )
( )        ( ) 0,   ( ) 0

( )
n n

n n

nf a
a f a f a

f f a
+

+

′ ′ 
= − ≠ ≠ 

 
  )1( ).بتصرف( 

7(  ( ) ( )( ) ( ) . ( )g f a g f a f a′ ′ ′=�  

8(  ( ) ( )1
1

1
( )        ( )

( )
f a b f a

f f b
−

−
′ = =

′�
 
)2(  

  مشتقات الدوال المألوفة  - 2- 2

  . الجدول التالي يمثل مشتقات بعض الدوال المألوفة

  

( )f x′  ( )f x  

0  /k k R∈  
1  x  

k  kx  
1nnx −  nx  

2

1

x
−  1

x
  

1

2 x
  x  

1

x
  ln x  

xe  xe  

                                                           
(1)  Edward T Dowling. Idem, pp. 38-39. 
(2)  Naïla Hayek, Jean-Pierre Leca. Op. Cit. Propositions 5 et 6, pp. 117-118. 
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( )f x′  ( )f x  

cosx  sinx  

sinx−  cosx  
2

2

1
1 tan

cos
x

x
= + 

  
tanx 

  )1( مشتقات الدوال المألوفة - 1- 4جدول 

   تطبيقات الاشتقاق -3

L’Hôpital’s Rule)  قاعدة لوبيتال - 1- 3 )  

Iمستمرتين وقابلتين للاشتقاق على مجال مفتوح  دالتين gو fلتكن .3-4نظرية  R⊂، a I∈ و( ) 0g x ≠     

xجل أمن  a≠.  

)إذا كان   ) 0
lim

( ) 0x a

f x

g x→
)  أو   = )

lim
( )x a

f x

g x→

∞=
∞

)كان  و    )
lim

( )x a

f x

g x
λ

→

′
=

′
  فان   

( ) ( )
lim lim

( ) ( )x a x a

f x f x

g x g x
λ

→ →

′
= =

′
 
)2(  

a :في الحالات التالية يمكن تطبيق قاعدة لوبيتال .1- 4ملاحظة  = λو  ∞± =   كثرأكما يمكن تطبيقها  ،∞±

   )3( .من مرة لإزالة حالة عدم التعيين

  )Extreme values of function(  لدالةالقيم الحدية  - 2- 3

aوR منI دالة قابلة للاشتقاق مرتين على مجالf لتكن .4-4نظرية  I∈.  

)  إذا كان -  ) 0f a′ )و = ) 0f a′′ )تقبل قيمة حدية محلية صغرىf فان < )f aعندa . 

) إذا كان -  ) 0f a′ )و = ) 0f a′′ )تقبل قيمة حدية محلية عظمىf فان > )f aعندa. 

) إذا كان -  ) 0f a′ ) و = ) 0f a′′   )f.)4فلا يمكن استنتاج قيم حدية ل=

  الحساب الحدي في الاقتصاد - 3- 3

 ،فمثلا ،متغير بالنسبة لتغير طفيف في متغير آخرهو نسبة التغير في الحساب الحدي في الاقتصاد      

 للتعرف أكثر علىجم عن إنتاج وحدة واحدة إضافية و تعرف التكلفة الحدية على أنها التغير في التكلفة الكلية النا

  . نلخص بعض المصطلحات والقوانين الاقتصادية في الجدول التالي ،تطبيقات الاشتقاق في الاقتصاد

  

     

                                                           
(1)  Naïla Hayek, Jean-Pierre Leca. Op. Cit, p. 119. 
(2) Ibid. Proposition 9, p. 125. 
(3)  Ibid, pp. 125-126. 
(4)  Edward T Dowling. Idem, p. 60. 



 ا������ت

 

35 

 

  القانون  الرمز  المصطلح

  -   Total Cost(  TC( التكلفة الكلية

Total Revenue(  TR  TR( الإيراد الكلي PQ=   حيثP السعر وQ الكمية  

Total Profit(  TP  TP( الربح الكلي TR TC= −  
  MC  (Marginal Cost) التكلفة الحدية

dTC
MC

dQ
=  

  MR  (Marginal Revenue) الإيراد الحدي
dTR

MR
dQ

=  

MP  MP  (Marginal Profit) الربح الحدي MR MC= dTPأو   −
MP

dQ
=  

  )1( )بتصرف(رموز وقوانين الحساب الحدي في الاقتصاد  - 2- 4جدول 

  تمارين -4

  وجد مشتقات الدوال التاليةأ .1- 4تمرين 

( ) ( )

( )
( )

( )

3 4 2

2
4

53 2

3 2 3 4

3 1
2 5             6               4 1 7

5 1

1
                         5 2                             

7 3

5                      ln 6                               x

x x x x x
x x

x
x

x x

x x x e −

+ − + − − +
+

+
− +

− −

  

  التاليةإيجاد مشتقات الدوال . الحل

( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )

3 4 2 3

2 2

2 2

2 2 2

3 2 22 4

2 23 3 3

4 3

2 5 6 4

3 1 5 1 1
6 3 6

5 1 25 1

15 1 3
                               

5 1

4 1 7 4 7 2 4 1 12 2 28

2 7 3 14

7 7 7

5 2 4 5 5 2 20 5

x x x x

x
x x x xx

x xx

x x x x x x x

x x x xx x x

x x x

x x x

′+ − = +

′ − + − = − − +  +
−= − −

+

′ − + = + + − = − + 

′ − −  − −= = −  − −

′+ = + = ( )3
2+

  

( )
( )

( ) ( )

( )

5 6 62 2 2

2
3

3

5 21 10

3 3 3

15
5

2 5

x x

x x x

x
x x

x x

′  −  = − =
 + + + 

′
− =

−

  

                                                           
 .195.المرجع السابق، ص. فتحي خليل حمدان) 1(
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( )( )
( )

2
2

3 4 3 4

2
ln 6

6

3x x

x
x

x

e e− −

′− =
−

′ =
  

  للدوال التالية nوجد المشتقات المتتابعة من الرتبة أ. 2- 4تمرين 

( )

5

4

1
( ) 3 2 7                     ( ) ;    0

( ) 2 1                            ( ) x

f x x x g x x
x

h x x j x e

= − + = ≠

= − =
  

  للدوال التالية nإيجاد المشتقات المتتابعة من الرتبة . الحل

1 (5( ) 3 2 7f x x x= − +  
(0) (1) 4

(2) 3 (3) 2

(4) (5)

(6) ( )

( ) ( )              ( ) 15 2

( ) 60                ( ) 180

( ) 360                ( ) 360

( ) 0                    6 : ( ) 0n

f x f x f x x

f x x f x x

f x x f x

f x n f x

= = −
= =
= =
= ∀ ≥ =

  

2 (11
( ) ;    0g x x x

x
−= = ≠  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

(0)

1 1 1(1) 2

2 2 1(2) 3

3 3 1(3) 4

4 4 1(4) 5

1( )

( ) ( )              

( ) 1 .1!

( ) 2 1 .2!                

( ) 6 1 .3!

( ) 24 1 .4!

( ) 1 . !
n nn

g x g x

g x x x

g x x x

g x x x

g x x x

g x n x

− +−

− +−

− +−

− +−

− +

=

= − = −

= = −

= − = −

= = −

= −

⋮

  

)إذا  )( )
1

! 1
1: ( )

n

n
n

n
n g x

x +

−
∀ ≥ =  

3 (( )4
( ) 2 1h x x= −  

( )
( ) ( )

3(0) (1)

2(2) (3)

(4) (5)

( )

( ) ( )                             ( ) 8 2 1

( ) 24 2 1                   ( ) 48 2 1

( ) 96                                 ( ) 0

5 : ( ) 0n

h x h x h x x

h x x h x x

h x h x

n h x

= = −

= − = −

= =
∀ ≥ =

  

4 (( ) xj x e=  
(0)

(1) (2) ( )

( ) ( )              

( ) ( ) ... ( )x n

j x j x

j x e j x j x

=
= = = =

  

)إذا  )0 : ( )n xn j x e∀ ≥ =  

  حسب النهايات التاليةأ ،باستعمال قاعدة لوبيتال. 3- 4تمرين 
2

2 51 0

1
lim          lim           lim ln            lim

1

x
x

x x x x

e x x
x x xe

x x→+∞ → ≥ →−∞

+ −
− �
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  حساب النهايات التالية باستعمال قاعدة لوبيتال .الحل

حالة عدم التعيين     ) 1
2

2
lim

x

x

e x

x→+∞

+ +∞=
+∞

  نجد ،بتطبيق قاعدة لوبيتال مرتين. 
2 2

2

2

2

2 1
lim lim

2

4
lim

2
lim 2

x x

x x

x

x

x

x

e x e

x x

e

e

→+∞ →+∞

→+∞

→+∞

+ +=

=

= = +∞

  

حالة عدم التعيين     ) 2
51

1 0
lim

1 0x

x

x→

− =
−

  نجد ،بتطبيق قاعدة لوبيتال. 

5 41 1

1 1 1
lim lim

1 5 5x x

x

x x→ →

− = =
−

  

حالة عدم التعيين     ) 3
0

lim ln 0.
x

x x
≥

= − ∞
�

  نجد ،لوبيتالبتطبيق قاعدة . 

2

10 0

1

10

0

ln
lim ln lim

lim

lim 0

x x
x

x

x
x

x

x
x x

x

≥ ≥

≥

≥

=

=
−

= − =

� �

�

�

  

limحالة عدم التعيين     ) 4 .0x

x
xe

→−∞
=   نجد ،بتطبيق قاعدة لوبيتال. ∞−

lim lim

1
lim

lim 0

x
xx x

xx

x

x

x
xe

e

e

e

−→−∞ →−∞

−→−∞

→−∞

=

=
−

= − =

  

  تعطى دالة الإيراد الكلي لشركة ما بالعلاقة التالية .4- 4تمرين 

)وحدة نقدية    ) 3 230 7200 400TR Q Q Q Q= − − + −  

  .كبر ما يمكنأوجد عدد الوحدات الواجب بيعها حتى يكون الإيراد الكلي أ - 

  . TRعلينا إيجاد القيم الحدية للدالة  ،كبر ما يمكنأ الإيراد الكليجلها يكون أالتي من  Qلإيجاد الكمية .الحل

  لدينا. MRلنجد دالة الإيراد الحدي 

2( )
( ) 3 60 7200

dTR Q
MR Q Q Q

dQ
= = − − +  

  نحل المعادلة

( )
( )( )

20 3 60 7200 0

                  3 40 60 0

40 0
                  

60 0

40
                  

60

MR Q Q Q

Q Q

Q

Q

Q

Q

= ⇔ − − + =

⇔ − − + =

− =
⇔  + =

=
⇔  = −

  



 ا������ت

 

38 

 

40Qهي TRالقيم الحرجة  لومنه  60Qو  = = 0Qنلأ ،مرفوضة(−   ولدينا) ≤

( ) 6 60
dMR

Q Q
dQ

= − −  

  وعليه 

( )40 300 0
dMR

dQ
= − <  

)تقبل قيمة حدية عظمىTR ومنه دالة الإيراد الكلي )40 175600TR 40Qجل أمن  = على الشركة بيع  ،يأ ،=

        .  وحدة نقدية 175600 وحدة للحصول على أعلى إيراد كلي وهو 40

  تعطى دالة التكاليف الكلية بالعلاقة التالية ،في مصنع ما .5- 4تمرين 

)وحدة نقدية    ) 3 2105 2400 800TC Q Q Q Q= + − +  

20Qوجد التكلفة الحدية عند إنتاج أ -   .وحدة =

  الحل

   MCة الحدي التكلفةدالة إيجاد  -

( ) ( ) 23 210 2400
dTC

MC Q Q Q Q
dQ

= = + −  

20Qومنه التكلفة الحدية عند  =   

(20)2وحدة نقدية     3(20) 210(20) 2400 3000MC = + − =  

  تكلف) 21الوحدة رقم (أي الوحدة الإضافية  ،وحدة نقدية 3000وحدة هي  20التكلفة الحدية عند إنتاج  ومنه

  .وحدة نقدية 3000المصنع 

  تعطى دالة التكاليف الكلية لشركة ما بالعلاقة التالية. 6- 4تمرين 

( ) 2 40 TC و
���������������ة �������������������    400 Q Q Q= − +  

  ؟قل تكلفة كلية أما هو عدد الوحدات الواجب إنتاجها للحصول على  - 

  . TCعلينا إيجاد القيم الحدية للدالة  ،ما يمكن قلأ ةالكلي التكلفةكون جلها تأالتي من  Qلإيجاد الكمية .الحل

  لدينا. MC ةالحدي التكلفةلنجد دالة 
( )

( ) 2 40
dTC Q

MC Q Q
dQ

= = −  

  نحل المعادلة
( ) 0 2 40 0

                  20

MC Q Q

Q

= ⇔ − =
⇔ =

  

20Qومنه    ولدينا  TCل حرجةة قيم =

( ) 2 0
dMC

Q
dQ

= >  

)ىصغر تقبل قيمة حدية  TC التكلفة الكليةدالة  ،ومنه )20 0TC 20Qجل أمن  =  إنتاجعلى الشركة  ،يأ ،=

        .  وحدة نقدية 0 يوه قل تكلفة كليةأعلى وحدة للحصول  20

  


