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Cours Il: Modélisation des systémes continus LTI

Caractéristique d’un systeme

1. Qu'est-ce qu'un systeme?

Systeme : ensemble d'objets interagissant entre eux pour réaliser

une fonction. 1l est connecté au monde extérieur a travers :
> Ses entrées

- Signaux d'excitation (consigne) : actions envoyées au systeme
- Perturbations qui sont en genéral impreévisibles

» Ses sorties : reponses du systeme aux signaux d‘entree

Perturbations

Signaux d’'entrée ‘
ou excitations y ——®  Systeme

Signaux de sortie
oU reponses y
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Caractéristique d’un systeme

2. Modélisation d’un systeme

» L’étude ou la_modélisation d’un systeme nécessite la
connaissance .

- de la nature des signaux d’entrée et de sortie (déterministes,
aléatoires, a temps continu, a temps discret...

-des caracteristiques du systeme: la nature, I’invariance, la
linéarité... pour concevoir un modele « utile »

> Un modele « utile » obtenu = au moins 75% du travail!

» La construction d’un modele se fait par deux moyens:

- A partir de la connaissance a priori du systeme ( Lois de la
Physique) -> Modele de connaissance

- A partir d’expériences realisées sur le systeme (ldentification)
-> Modele de représentation
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Caractéristique d’un systeme

3. Que fait-on avec un modele?

»Analyse
- Etude du systeme en BO (boucle ouverte )ou en BF(boucle
fermee)
-Elaboration des propriétés du systeme (stabilité, précision,...)

»Synthese
- Creéer des lois de commande suivant un cahier des charges (CC)
en termes de stabilité, de précision, de régulation, de poursuite, ....
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Caractéristique d’un systeme

4, Classification des systemes

» Systéeme statique

La réponse du systeme a une excitation est instantanée

i(f) R

H(I)T |

Equation

» Systeme dynamigue

1

(1) =i(r) ZEHU)

La réponse est en fonction de l'excitation et des réponses

passees

(1) R
u(r}T C==

Equation
RCy(t)+ v(t) =u(t)
avec  y()=Ve(1)
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Caractéristique d’un systeme

4, Classification des systemes

» Systemes continu et discret

- Continu : Il'information circule a tout instant de facgon
continue

RCy(t)+ y(r) =u(r)

- Discret ou numérique : l'information circule a des instants
discrets

RCyv(k+1)+(1—RC)v(k) =u(k)
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Caractéristique d’un systeme
4, Classification des systemes

» Systemes linéaires et non linéaires

- Le systeme est linéaire s'il satisfait le principe de superposition

Si y(7) est la réponse du systeme a |'entree u(7) alors la
réponse du systéme a u(t) = aju;(¢) est y(1) =X & yi(1)

I I

- Le systeme est non-linéaire dans le cas contraire

» Systeme causal

La reponse temporelle du systeme ne peut préceder son entrée
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Caractéristique d’un systeme
4, Classification des systemes

» Systéeme invariant

-Un systeme est dit invariant ssi ses caractéristigues ne se
modifient pas dans le temps.

. 4 CLiTée
enfree
xdi) RTESS
g /\ )

isorte 4 SOrtie
13 '(!r 1 .
' T
£

| Ll

F Y

Dans la suite, on étudiera les systemes continus LTI
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Les signaux d’entrée particuliers

1. Impulsion de Dirac signaux dentrée

1
T

A Rectr(t)

b A

ou excitations u

Perturbations

Systéme

Signaux de sortie
Ou réponses v

T—10

|‘ et donc

Ta(t)dt =1

lim __}—Rect.r(t) = 8(t)

\

$ad(t -t)

Paul Dirac (1902 -
1984, Nobel de
Physique, 1933)

Mme BENMANSOUR.S 2024/2025 13
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- Les signaux d’entrée particuliers

2. Echelon unité (ou de Heaviside)

I'(t)
Y
1
1 ¥ t20
— (1) =
0 % t<0
0
Oliver Heaviside
(1850 -1925)
Remarque

La valeur a I'origine (t = 0) peut étre choisie égale a 1 mais ce
choix est arbitraire.

Mme BENMANSOUR.S 2024/2025 |4
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Les signaux d’entrée particuliers

3. Echelon de vitesse (Rampe)

yd

g

yd
yd

0 0,25 05 0,75 1 125 145
temps (s)

Remarque
La derivée du signal Echelon de vitesse (ou rampe)
correspond a I’Echelon.
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Cours |1

Modélisation des systémes continus LTI

Schémas fonctionnels
1. Constitution du schéma fonctionnel (schéma bloc)

Le schéma fonctionnel permet de représenter un systeme en
tenant compte des differentes variables et élements qui le
caracterise :
=|es variables sont représentées par des fleches
=les eléments sont représentés par des rectangles (bloc
fonctionnel) ; chaque bloc fonctionnel est une fonction de
transfert (FT) entre une variable d’entrée et une variable
de sortie.

couple resistant

| LR A ARG AR AR A AL Jly
e RN AR _‘—'_—,.'.I_A#..‘_—.‘—'I
I | tension . | ¥ileSSas e o m= 0 = - -

..... I L - 2 larbre | PE | il
COTande Ii _11'1‘311-11': knoteur+ | TAM0TE T eénératrice w . Mmesure
e hacheur 1. _;_ L charge |__|_ — . Y tachymetrique| 7. de la vitesse!

actionneur procéde capteur

Exemple : variation de vitesse d’un moteur
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Schémas fonctionnels

2. Intérét du schéma fonctionnel

» Schéma fonctionnel consiste a une représentation graphique
des relations entréees sorties;

> Mieux comprendre le fonctionnement d ’un systeme,
| *interaction entre les différents élements qui le composent

»Repreésentation graphique préalable a la détermination
des différentes equations decrivant le fonctionnement du
systeme



Cours |1

Modélisation des systémes continus LTI

Schémas fonctionnels

3. Schema bloc en boucle ouverte (BO)

ut) — S

—@ — y(t)

€
— k

u(t)

S est le systeme a commander
p(t) est une perturbation inconnue
u(t) est la commande

e(t)est la consigne

lP(T)

Remarque

B
.

Il n’y a pas de moyen exact pour que la sortie y(t) reflete I’image

de ’entrée
Exemple

Lancement d’une balle en mouvement parabolique (apres, le
lancement, pas de moyen de corriger la trajectoire de la balle)
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Schémas fonctionnels

4. Schema bloc en boucle fermée (BF)

l p(t)

c -@?—- P LA ey v SV

Remarque:
Il existe une boucle de retour pour asservir le systeme a la
juste valeur de la consigne e(t).

Exemple:
Controle de vitesse
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Cours Il: Modélisation des systémes continus LTI

Fonction de transfert

—

1. Présentationde la FT

% 7 | 2 types de variables (fleches) externes :
issse « Signal d’entrée
« Signal de sortie dont I’évelution dépend de I’entrée

Signal d’'entrée Signal de sortie
—_— (T
Ve Vs

I )=l cp)]

I(p)=[H(p)|T.(p)

I'.(p)

- La fonction de transfert H(p) caractérise le systeme.

Mme BENMANSOUR.S 2024/2025
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Fonction de transfert
2. Association des fonctions de transfert

> Série

e(t) =% Hy(p) M= Hy(p) ™ yd e(t) = H(p) Hyfp) (= (0
I f

»>Parallele

=) ) b )+ ) [ 0

» Factorisation ) +| ? ' t I
&y — Hl"l} s(t) I{t} Hip s(t)
H(p)
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Fonction de transfert

2. Association des fonctions de transfert

> Principe de superposition

Quand un systeme a plusieurs entrées (commande et
perturbations) pour calculer la FT entre une entrée
particuliere et la sortie, on suppose gque les autres entrées
sont nulles

e)(t)
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Fonction de transfert

3. Boucle de contre réaction

Consigne e(t) y(t)  Mesure
il KG(p)
_T_

F(p)

La fonction de transfert s’écrit:

Y(p) K G(p)
Ep) 12KG(p)Fp)
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Fonction de transfert
4, Représentation des systemes dynamique

U(t) ———t Systeme — (1)

Le comportement dynamique du systeme est régi par une
equation différentielle:
d"u du d"y

b, +...+b—+bu(ty=a,—+...+a 2ot
di" Pas dr’ AR

Dans les cas réels, m < n : systeme causal: la cause u(t)
précede I'effet y(t).

L’objectif est de déterminer y(t) connaissant u(t) a partir

de I’équation géneralisee: n

m
2 aj-ym (1) =" bu'" (1)
J= 1=
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Fonction de transfert
4, Représentation des systemes dynamique

Etude temporelle des systeme dynamique : résolution
d’équations différentielles = complexe.

Solution

Remplacer les équations différentielles par des équations
polynomiales dans un domaine symbolique a P’aide de la
transformée de Laplace : = plus simple.

= Cela revient a déterminer des racines du polyndmes dans
une table de transformation donnee
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Fonction de transfert
5. Transforme de Laplace TL

> Deéfinition de la Transformée de Laplace directe (TL)
¢ x(¢) : signal réel tel que x(f)=0 Vi<0

¢ Transformée de Laplace de x(7) : X(s) = £(x(7))= j;m.r(r)e—-ﬁdr

¢ X(s) : fonction de la variable complexe s=0+ jw. 0 =0

Exemple Soit |e Signal x(t)y=e @ pour r=0eta>0

X(s) = H“ e—ato—st Jt — E“ e—(a+s)t Jt
1
S+d
> Définition de la Transformée de Laplace inverse

X(s)=

O+ joo

x(r)=£1(X(5))=ﬁ [ X(s)eds

x J_jm
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Fonction de transfert
5. Transformé de Laplace TL

» Propriétés de la Transformée de Laplace

x(7) et ¥(?) : signaux reels tels que x(r)=0, y(r)=0 V<0

- Linéarité

Lax(t)y+Py0)=0X(s)+pY(s) Va.peR
- _Dérivation
2x(1))=sX(s)=x(0%*)  x(0*): condition initiale
d (k) (;)) = sk X (s5)— 55 1x(0+) — sF=2xD (0+) — - - — x(k=D (0+)

x(0+), 0 (0+ ). x(kD(0+) : conditions initiales

Cas particulier : conditions initiales nulles A x()(¢)) = sk X (s)
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Modélisation des systémes continus LTI

Fonction de transfert
5. Transformé de Laplace TL

» Propriétés de la Transformée de Laplace

- Intégration

y(t) = [ x(r)dt = A ¥(1))=

Conditions initiales nulles:

- Retard temporel

Ax(t=T))=esTX(s)

X(s) , 5(0%)

A) A)
X(s)
Ay(0)=—
. 7 \ 7™ .
(t) / s Xt
X y \ /o XET)
/ -"; \Hx !

Mme BENMANSOUR.S 2024/2025
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Fonction de transfert

5. Transforme de Laplace TL
> Propriétés de la Transformée de Laplace

- Théoreme de la valeurs initiale

X(0) = limx(t) = lim sX (s)

S—>+00

- Théoreme de la valeurs finale

X(00) = tILTo X(t) = Islirg sX(S)
- Produit de convolution
2(t) = x(®) * y(t) = [ X(2) y(t—7)dz
= Z(s) = X(s) Y(s)
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Fonction de transfert
6. Transformé de Laplace TL des fonctions usuels

> Impulsion de Dirac é(t) »Rampe ou échelon de vitesse
o(t) v(1)
1 f v(f) = (1)
" Av(t))= %
s
£(6())=1
> Echelon unité I'(t) »Signal sinusoidal
ﬁ(r} 4

| AWAWAWE
VARV,

@ :{? :;{? x(r)=sin(ar +¢@) 120
l @ +@c

AT®)= Ax(n) =Y
o s2 +@

Mme BENMANSOUR.S 2024/2025
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Fonction de transfert
/. Fonction de transfert d’un systeme continu LTI
» Définition:

La fonction de transfert H(s) d’un systeme continu LTI exprime
le rapport existant entre sa sortie Y(s) et son entrée U(s)

» Systeme continu régi par une equation différentielle

a, v () +---+ayO (@) +agy(t) = bu ™ () +-- -+ bV (1) + bou(t)

avecm<n

On suppose les conditions initiales nulles c'est-a-dire:
J;{”_U (0) — .. — .}?(1) (0) — J?(G) =

um=D0)=---=u(0)=u(0)=0
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Fonction de transfert

/. Fonction de transfert d’un systeme continu LTI

En utilisant la TL de I’équation différentielle, on obtient :
aps"Y (s)+---+asY(s)+agY (s) =bys"U(s) +---+bisU(s) +bU ()

(a”S” +---+ais+ag )Y(S) = (bm.sf” +---+bys + by )U(S)

}*(5) o b”l;l-g”'? + et hls + b{]
U(s) aps"+---+ais+ag

H(s)=

La fonction de transfert a la forme d'une fraction rationnelle :

_ N(s) N(s) et D(s) : polynémes en s de degres

H(s)= D(s) respectifs n et m

Le systeme est dit d'ordre n
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Modélisation des systémes continus LTI

Fonction de transfert
8. Elements caractéristiques de la FT

N(s) b,,s" +---+bs+h
D(s)  as"+---+as+ag

»>P0les (modes) et zéros du systeme

H(s) =

=|_es poles sont les racines A e C du polyndme D(s). Les poles
sont soit reels, soit des paires de p6les complexes conjugueés

=Un systeme d'ordre n admet n péles distincts ou non
=|_es zéros sont les racines z;e € du polynome N(s)

» Gain du systeme

Kb_/b,s"+..+b /b, s+1 _
” ; K=Ilims“H(s)
s“a /a,s"+..+a/a, s+1 550

H(s)=

H(s):sﬁaH'(s) 20



Cours Il: Modélisation des systémes continus LTI

Fonction de transfert
9. Exemple de FT d’un systéme continu LTI

Exemple : circuit RLC

i) R

—>—f
Sortie du systeme : v(r) =7,
y (o) ) H(f)T (= TI*’}(I)

=|_ois de I'électricité
di(t)

Ri(H)+ L

+ V(1) =u(t)

Ve(ty=—[i(x)dr = i(t)y=CV.(t)

1
c
Onendéduit: ~ LCT () +RCV (N+V (D =u()
=Fonction de transfert (724 pes +1)V,.(s) = U(s)
Ve(s) _ I

U(s) LCs2+RCs+1

H(s)=
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Modélisation des systémes continus LTI

Fonction de transfert
10. Réponse d'un systeme continu LTI par la TL

- R
Exemple: circuit RC ﬁ:——

H(I)T C== WVC(I)

=Equation differentielle RCy(t)+ y(t) =u(r)

Sortie du systeme : y(2) =V,(?)

Donner I'expression de la réponse du systeme pour une
entree échelon d'amplitude u,=2V. La tension initiale aux
bords de la capacité est V, (0)=0.5V

= Application dela TL

] Ul(s) RC
RC(sY(5)=Ve(0)+Y(5)=U(s) = Y()=pm "7 ress1 <@

1 U, RC IFE(O)

U(r) =1 FT {}T. = — (s) =
uty=ul () = Uls) 3 = Y(s) 5(_RC.9+'1)+RCS+1
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Fonction de transfert
10. Réponse d'un systeme continu LTI par la TL
Exemple : circuit RC

v u, RC v (o
&) ={®es+) TRCs+1 <)

En utilisant les tables de transformee de Laplace, on obtient :

I I

y(1) = uy(1-¢ RC) +7,(0)e RC

Ve (1) v, (1)

1.9

0.5r/ .
M. yr(1)
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Fonction de transfert
11. Regimes transitoire et permanent

Réponse du circuit RC

Tr Régime : Reéegime
transitoire ! permanent

0 2 4 G 8 10

»Régime permanent

Soumis a un entrée échelon, rampe, ... un systeme linéeaire
stable aura un comportement asymptotique similaire a
I'entrée : on dit qu'il a atteint le régime permanent.

> Reégiment transitoire

C'est la partie de la réponse qui précede le regime permanent.
Le réegime transitoire est lié a la dynamique du systeme
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Contenu du cours |11

5. Analyse d’un systéme asservis

40



Cours Il: Modélisation des systémes continus LTI

Analyse d’un systéme asservis

1. Schéma de principe d'un asservissement
' ' d

!

Ve—p —» Correcteur—®actionneur—»| Systeme —» V

Capteur

J y_:consigne
d e=y_ -y :signal d'erreur (ecart entre consigne et sortie du systeme)

4 Correcteur : élabore la lol de commande

J Actionneur : appligue la commande au systeme. Joue en geneéral le
réle d'amplificateur de puissance

- y :sortie du systeme ou grandeur a asservir
Capteur : mesure et transforme la sortie

Mme BENMANSOUR.S 2024/2025 41
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Analyse du systéme asservis
2. Propriétés d'un systeme asservi

= Stabilité

Le systéme asservi doit fonctionner automatiquement. Il est
indispensable qu'il soit stable. Autrement, le systéme évolue en
s'éloignant de son point (ou trajectoire) d'équilibre, ce qui peut
engendrer des saturations voire une dégradation du systéme.

» Précision

En régime permanent, la sortie du systéme asservi doit suivre la
référence sans erreur et rejeter rapidement les perturbations

" Performances dvnamiques (rapiditeé)

Elles caractérisent le temps de réaction du systéme lorsque la
consigne varie ainsi que la rapidité avec laquelle le systéme asservi
"efface" les perturbations
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Analyse d’un systéme asservis

3. Structure fonctionnelle d'un asservissement
b, d
l |
_F] {45\,' FZ{:'E)

re—EL S| Cls) L@—» H(s) Av@—w
T IEIJ.Ii‘.'!
r S [0 e

J ((s) : fonction de transfert du correcteur

J H(s) : fonction de transfert du systeme

- G(s) : fonction de transfert de la boucle de retour (capteur en général)
- r:signal de retour

- d: perturbation externe (mesurable ou non), 4, : bruit de mesure

- b, : bruit d'entree (bruit de transmission de » aux actionneurs)
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Modélisation des systémes continus LTI

Analyse d’un systéme asservis

3. Fonction de ftransfert (perturbations nulles)

.1}—-%% C(s) [ o ) F—7 >

- G(s) j@a—F

Chaine directe

o e-

Ve () [ >|H(:-) - >y

Chaine de retour

Mme BENMANSOUR.S 2024/2025
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Analyse d’un systéme asservis

3. Fonction de transfert (perturbations nulles)

Ve £ ol C(s5)

[

H(s)

Gi(s)

* Fonction de transfert en boucle ouverte {7;,(5)

H,,(s) = (chaine directe * chaine de retour)

Hpn(s)=C(s)H(s)G(s)

Mme BENMANSOUR.S 2024/2025
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Analyse d’un systéeme asservis

3. Fonction de transfert (perturbations nulles)

Chaine directe

=
VoGO C () 1 -—| H(s) |- B

T — G(s) ja——

——

Chaine de retour

* Fonction de transfert en boucle Fermée H BF(S)

Chaine directe

Hpp® =
1+ (chaine directe * chaine de retour)

C(s) H(s)
1+ C(s) H(s) G(s)

H B'F(S)=



Cours II: Modélisation des systémes continus LTI

Analyse d’un systéme asservis

4. Fonction de transfert totale

b, d
l |
Fy(s) FL_’(S)
Ye £ plC(s) LD@—» H(s) —»@*—"T
b
I f.é}di G(s) ja— —
_Y(s) Y (s) Y (s) Y (s)
H (9=YO | |
1 Yc(s) B, (s) + B, (s) | D(s)

Mme BENMANSOUR.S 2024/2025
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Analyse d’un systéme asservis
4. Fonction de transfert totale

b, d
| )
F(s) F(s)
Ve —£ »lC(s) A»é” —»| H(s) -@ >

;P vy

Pour déterminer la FI entre la sortie et une entrée ou une
perturbation on applique le théoréme de superposition (on considére
une enfrée ou perturbation et on annule les autres entrées et
perturbations.

- Y(s)  F(s)H(s)
B{-,u l: A ] 1+ HBI::' ( .Y '

P.(s) (ye(H)=0, bm(t)=0, d(t)=0)

E

avec Hpn(s)=C(s)H(s)G(s)



Cours |l:} Modélisation des systémes continus LTI

Analyse d’un systéme asservis
4. Fonction de transfert totale

b, d
| }
F () F(s)
Ve £ »lC(s) L»@—» Hi(s) 4@—”'

r f.é}di G(s) je —

2 I g }T{'\) 3{"‘) = = =
Pi(s)= D(s) 1+ 0 (5) (ve(t)=0, bm(t)=0, be(t)=0)
oL Y(s)  C(s)H(s) | _ _ _
P, (s)= B (5) 1+ Hao(s) Hpr(s) (ve(t)=0, d(t)=0, be(t)=0)

avec Hpo(s)=C(s)H(s)G(s)
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Cours |l:} Modélisation des systémes continus LTI

Analyse d’un systéme asservis

5. Expression de la Fonction de transfert totale

b, q
| v
Fi(s) F(s)
y L= C(s)ﬂ-(%” —> H(s) 4’@—".1'

r @.7 G(s) fe——~~
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Cours |l:} Modélisation des systémes continus LTI

Analyse d’un systéme asservis

5. Expression de la sortie d’un systeme bouclé

b, q
| v
Fq(s) F>(s)
v L5 C(s) AH%” —> H(s) —*@*J'

r @-— G(s) je—-

Y(8)=Hpp ()Y .(s)+ F,(s)B,(s)+ F;(s)D(s)+ Hgp (5)B,,(s)
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