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Introduction

Ultérieurement, pour calculer les contraintes et les
déformations des solides étudiés, nous aurons besoin de
savoir déterminer un certain nombre de caractéristiques

géométriques des sections planes :
» Centre de gravité,
> Moment statique,

> Moments quadratiques




1. Centre de gravite

Soit une section plane d’aire S définie dans un repére

orthonormé Oxy.
y 4 Les coordonnées du centre de

gravité G sont définies par :

_ jLX.dS v _ ILy.dS
¢ S ¢ S

X

0) X "X

Si la section S peut étre décomposée en sous-sections
simples, d’aires connues S; et de centres de gravités
connus (xg; et yg;) alors :

n n

Z(Si 'xGi) (Si'yGi)

XG=i=1 S YG=1‘=1 S 3

II. Moment statique

Pour un élément dS, de coordonnées X et Y, le moment
statique élémentaire par rapport a I'axe Ox est, par
y dﬂéfinition, la quantité : du =Y.dS

Ce qui donne pour I’ensemble de la section :

M, = ”Sy.dS soit u =S.Yq

De méme :

H, = .[_Lx.dS soit 4, =S.X




II. Moment statique

Remarques :

» pour tout axe passant par le centre de gravité, le moment
statique par rapport a cet axe est nul.

> si la section S peut étre décomposée en sous-sections
simples, d’aires connues S, et de c.d.g connus (xg; et yg;)
alors :

n

H = Z(Si'YGi)

i=l

n

M, = Z(Si'XGi)

i=1

|-—— > 1l est toujours positif

II1. Moments quadratiques
1.1 Moment quadratigue par rapport a un axe

Pour un élément dS, de coordonnées X et Y, le moment
quadratique élémentaire par rapport a I'axe Ox est, par
définition, la quantité :

dl,, =Y=dS
y A
Ce qui donne pour I’ensemble de la section :
Y
Loe = ”.Syz.ds et: Iy = ”sz.ds
o) - "V

»Le moment quadratique est aussi appelé moment d’inertie
de la section.

K




I11. Moments quadratiques

IIl.2 Translation d’axes : Théoréme de Huygens

Soit un élément dS de S dans le repére Oxy, et soit le
repére Gxy qui passe par le centre de gravité G de S et
dont les axes sont paralléles 2 Ox et Ov.

I, = J;yz.dS avecy=Y, +y'

y Ox
Soit: lox = ”S(YG2 +2.Y,.y+y").dS

Ce qu1 donne :

N s

X = moment
statique/Gx
Finalement, on obtient : I, =1, +S.Y,? =0

Ly, =1, +5.X42

I11. Moments quadratiques

Théoreme :

Le moment quadratique par rapport a un axe est égal au
moment quadratique par rapport a un axe paralléle
passant par le centre de gravité, augmenté du produit de

la surface par le carré de la distance entre les deux axes.
Calcul pratique :

Si la surface peut étre décomposée en n sous-sections de

moments quadratiques connus I, . et I, alors:

- ZIOXi IOy - ZIOYi
i=1 '




I11. Moments quadratiques

Remarque :

Généralement, pour le calcul des contraintes et des
déformations, nous avons besoin de connaitre le moment
quadratique de la section par rapport a son centre de
gravité.

Donc si la section peut étre décomposée en n sous-
sections S; de centre de gravité G, et de moment
quadratique IGix ou IGiy connus:

n n

IGX = Z(IGix + Si '(YGi _YG)Z) IGy = (IGiy + Si '(XGi _XG)Z)

i=1 =l

I

II1. Moments quadratiques

l11.3 Moment quadratique par rapport a un couple d’axe

Ce moment quadratique est aussi appelé moment produit.

Pour un élément dS, le moment produit élémentaire par
rapport aux axes Ox et Oy est par définition la quantité:

dl,,, = X.Y.dS

Ce qui donne pour I’ensemble de la section:  Io,, = _[LX-Y-dS

Théoréme de Huygens: 1o, =15, +5.X;.Yg

Remarques:
» Le moment produit est une grandeur algébrique

> Si un des deux axes est un axe de symétrie pour la section

alors I,,,=0
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I11. Moments quadratiques

Calculs pratiques :

» Si la surface peut étre décomposée en n sous-sections
de moments produits connus l,,;, alors:

n

IOXY = ZIOXYi

i=1

» Si on cherche le moment produit d’'une section par
rapport a son centre de gravité et que celle-ci peut étre
décomposée en n sous-sections de c.d.g. G; connus et
de moments produits par rapport a leur c.d.g. connus
lg;xy» @lors:

n

Iny = Z (IGixy + Si ‘(XGi - XG )‘(YGi - YG ))

i=1 11

ITI. Moments auadratiaues
I11.3 Moment quadratigue par rapport a un point

Ce moment quadratique est aussi appelé moment
quadratique (ou d’inertie) polaire.

Pour un élément dS, a une distance r de O, le moment
quadratique polaire élémentaire par rapport a ce point est

par définition la quantité: dl, =r2.dS
y A
Ce qui donne pour I’ensemble de la section:
Y |-
— 2
; ‘ I = ILI’ dS
0] X "x

Remarque: on peut écrire 7 =X+ gt 1, = Isz.dS + ILyz.dS_

Finalement, on obtient: I, =1, +1 b




II1. Moments quadratiques
1.3 Moment quadratique par rapport a un point

Changement d’origine (Théoréme de Huygens)

vt Xg y IO :IOx +on

Soit:

X I, = (I +S.Y2)+ (I, +5.X2)

I, =1, +1g, +S(X42+Yg2)

Finalement, on obtient:

Io=I6+S(0G)?

13

II1. Moments quadratiques
Remarques pratiques concernant le calcul des moments

quadratiques

Les moments quadratiques s’ajoutent et se retranchent. Cette
propriété permet une détermination aisée dans le cas de
ples.

surfa omposées d’élément

[11+[2] [11+(2] [1-2] s




I11. Moments quadratiques

1.4 Moments quadratiques d’axes concourants

lll.4.1 Rotations d’axes
Soit la section plane S, et deux systéemes d’axes Oxy et OXY

obtenu par une rotation d’angle 6.
Les relations liant les coordonnées dans

() les deux repéres sont:

X =x.cos0 + y.sinf
% Y =—x.sinf + y.cosO

Calculons le moment quadratique / OX

> X

O X
[ox = J'LYz.dS = ”S(- X.sin@ + y.cosf)2.dS

Iox = I L(Xz.sinze —2.Xy.sinf.cos0 + y2.cos?9).dS

15

I11. Moments quadratiques

[11.4.1 Rotations d’axes

[x =sin*0 _[ L x2.dS+ cos2OILy2.dS— 2sinBcos0 _[ L Xy.dS

Ce qui nous donne :

[ox=sin’0.1,, +cos’0.1, -2.sinb.cos0.1,

En passant a I’angle double :

00529=—1+C(2)820 ; sinzé?:—l_coszg ; sinf.cosf = sin 26

On obtient :

I, +I

I, -1
[ = OX2 > 4+ OX2 2 c0$20-1,,,.5in26

16




II1. Moments quadratiques

111.4.1 Rotations d’axes

De méme, pour le moment quadratique / OY, on obtient :

| P | I, -I
Iy, = Ox2 o OX2 Oy 0820+,

.s1in20

Calcul du moment produit :

Loxy =HS XY.dS= ”S (x.cos@+y.sinf).(-x.sinf+y.cosd).dS

I xy=sinf.coso. (”S yz.dS—J'_[S Xz.dS) + (cos?6 —sin 2‘9)”5 X.y.dS

Soit :

.c0s20

I, -1
Loy = OXZ i Sin20-+1,

17

I11. Moments quadratiques

111.4.3 Expression des moments quadratiques principaux

Pour connaitre les expressions des moments
quadratiques principaux (l,.q et l,.), il suffit de
remplacer, dans les formules donnant l,y, lgy et loxy, la
valeur de q par les solutions de I’équation:

21
tan(20)=——
On obtient ainsi: ox 1oy

2
I = —IOX +on + ( IOX _on j +Izoxy

maxi 2




III. Moments quadratiques

I11.4.4 Représentation graphique — Cercle de Mohr

Reprenons les expressions donnant Iy et Iy

IOX+IO _10x'Io
ox 5 Y= 5 y.c0s2€)-IOxy

.sin20

I, -1
Loxy = OXZ 2 $in26+1,,,.c0s20

Effectuons la somme des carrés, on obtient:

2 2
I+ I, -I
(IOX_ OX2 Oy) +IOXY2:( O—Xz Oy) "‘IoXyz

Ce qui correspond a I’équation d’un cercle de centre C et de
rayon R

2
X = IOx +on et R: (IOX _IOy j +IO 2
2 Y

¢ 2

I11. Moments quadratiques ‘

[11.4.4 Représentation graphique — Cercle de Mohr
.

couples d’axes

Le cercle de Mohr permet la détermination graphique des axes
—| principaux et des moments correspondants, on connait, Ix, ly et Ixy
pour un systéme d’axes.
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Module d’Inertie |

Définition

Le module d’inertie est un élément indispensable pour le calcul

de la résistance a la rupture de différents matériaux

la forme, de la section de ces matériaux et est complémentaire au

moment d’inertie .

Le moment d’inertie est le quotient du moment d’inertie par la
distance de celui-ci au centre de gravité du matériau ou a un axe.

Cylindre plein , mw-D*
Moment d’inertie sur axe xx‘:‘rII ~ 64
et le Module d’inertie : fxx'  w-D?
£} 32
. Cylindre creux . r-(Df—dY
A ; * D Moment d’inertie sur axe xx*: [z = 64

"n.:_.__ '-.___|-___.-" '-r-'-l .h__ . R
~— et le Module d’inertie :  j.o7 T -

. Il dépend de

I[D"i _ d‘i:Ii

i

2.0 T

22
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Matériaux parallélépipédiques
Parallélépipéde (fig.1) par rapport sa base _b_.

Moment d’inertie : et module d’inertie
bR a2 n (1)
few =3 PR R B

Parallélépipéde (fig. 2) par rapport a

Moment d’inertie (torsion) :

I’axe passant par son centre : .
Moment d’inertie : et module d’inertie :  *-{==+%*- @
g _ DB Iz bR '
12 v 6 -
Parallélépipéde (fig. 3) en son centre : -8 {Q‘ e @
Ll
*l

'::f“'
E:f“

Ig = - (b* + R°)

12

23

Rayon de Giration

Le rayon de giration « r » est une caractéristique géométrique
d’une section qui est utilisé dans la détermination de
I’élancement d’un élément de structure soumls a un effort de

compression « poteau ». 7
r2=1/S, Ou F= J?‘

Si I’on considére les axes xx et yy, on aura:

;_j a"il_xd'i ‘]Teu‘f

24
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TD EXERCICES

I. Centre de gravité

Exercice 1.

| Xg
Xg=S81. x1+S2. x2 / (S1+S2) Xg Y s
Yg=S81.y1+S2.y2 | (S1+S2) 1 25 5 500
2 25 35 500
Xg =25 mm
Ye=20 mm
26
Exercice 2.

Soit le triangle rectangle de hauteur h et longueur a,

Déterminer la position du centre de gravité « G » (Z;,
Y-\

A

fdy

27
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_1f=—&z+h z:~ﬁy+a ds = zdy
a h
o J. vds
M(S)/ z %
YG= =
S S
M(S“)fz—ﬂvdsFi1»‘(—£v+a)dy-—|:—£+q}’z}h a_hz
s ok 3h 2|, 6
Surface, ;, =S = %h
d
M(SY)/ z Lj‘ i
YGZ —
S S
e YG:M(S)!'z:ah‘xi:E
S 6 ah 3 2
— vds
M(S")/ z '[5'[
YG:— —
S S
£/ - 2
N YG:iW(S)/;:ah xizﬁ
A) 6 ah 3
ds = ydz
M(S)/ y= ﬁza’z
s
M(S)y = Iz{;hz+h)dz _ha
el
ZG:M(S};‘y:a‘h % 2 _a
S 6 ah 3

29
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= Exercice 3.

Soit la section ci-dessous, les cotes sont en cm.

Déterminer le produit d’inertie par rapport au systeme yGz
Déterminer les moments quadratiques par rapport aux axes Gy et

GZ.
¥ T AY

41

J

el z' Lk

140

(7]
(=]

Préalablement il faut définir la position de G :

(140x8x4) +(112x10x64)
= = 34ecm
(140x8) +(112x10)
_ (112x10x5) + (140x8x70) _ 37 50em

g (130x8) + (120x10)

Puis calculer :
I1(S)/Gyz=1I(S,) | Gyz+1(S,)/ Gyz

I(S)/ Gyz=1(S,)/ a'z‘_,1f'+SlzG] Ye,
I(S,)/ Gzy=1(S,)/ o'z '.?F'*hgzﬁf;1 Ve,

1(S,)/0'2'y'=0....car..y's =0

I(S,)/0'2'y'=0....car..Z’; =0
31

15



Y

| A

29— §
1 . :
6.5 JAN CJ 1
1 > 7
3350
37.50 cm

: —~to—] z

— o ;
10

—— 34 cm ’[;i,
k 0 + |
|

1

I 140

I(5,)/0z y =140x8x4x70 = 313600 cm*

1(S2)/0zy =112x10x5x64 = 358400 cm*

1(S)/GYZ =I(S,)/0zy + I(S,)/ 0z — 2240x34x37.5 == —2184000cm*

32

‘ Moments quadratiques par rapport aux axes GZ et GY : ‘

3 3
I(8)/GZ = % -140x8x(33.5)° + : 121;10 ~112x10x26.5" = 866693cm’
140°x8 , 10°x112

I(S)/GY = ~140x8x(36.)" + ~112x10x29° =554773¢cm’

=

an 2 2(-2184000)

= =0.307
-866693 - 554773

20=Arctang...0.307

| ]

33
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Exercice 4.

Rechercher le centre de masse du profil type 414A ci-contre,
utilisé en carrosserie.

Déterminer les moments d’inertie par rapport aux axes (Ox,0y)
(horizontal et vertical) passant par ce centre de gravité.

Réponses : — 25
Les coordonnées sont données par :' s ‘"”f’*’*’ff; _[
rapport au coin inférieur gauche. E /
X¢=22,03 mm. : ’
ye=19,01lmm. 2 —-:-— [ 35
Ixc= 31595 mm4 E 5
Iyc-= 27256 mm4 i /
e 36,6 —

34

[

EXERCICE 5.

= L'aire de la surface ci-contre vaut 129 cm?. Ses moments d'inertie
par rapport aux axes a et a‘valent respectivement 37 460 cm4
et 74 920 cm4. La distance d2 vaut 7.6 cm. Calculez la distance
d1, le moment d'inertie de la surface par rapport a I'axe central vy,
et le moment statique de la surface parrapport a I'axe a'.

m L'aire de la surface ombrée

Vaut maintenant 96.78 cm?. z, BB
Son moment d'inertie par ]
rapport a I'axe a' vaut 16 650 cm4.
Les distances d1 et d2 valent G
respectivement 7.6 cm et 5.1 cm T Y
Calculez le moment d'inertie de d; \_J
la surface par rapport a I'axe a . "
d;
v -U-'J.

17



1)  Théoréme d'Huyghens :

I, =1 +d'4 (1) 3460=1 +d'129 (1)
L=l +@+d4 () 490=1_+(d+7609 (2
(2)-(1) = 371460=dx76+76)19 ;15,3 em
En reportant la valeur de d; dans |'équation (1) : L= 72466 cm'
0, =x, A =(153+7,6)29 Q,=2954,1 e’
2) 1 =l -l +di )t T,716650-127%9678  I,7104035 en'
l,=1 +d'A 1,:1040,35+7696,78  L,=6630,37 em'
36
I |
Exercice 6. ‘
Calculez pour la surface ci-contre: fﬁoﬁm 2
1°) Les moments et le produit ‘
d'inertie par rapport aux axes
centraux y et z.
2°) La position des axes centraux pom
principaux et les moments d'inertie $ ¢ > T
principaux. T 10mm !
3°) Les moments et le produit 50
mm
d'inertie par rapport a deux
nouveaux axes centraux obtenus par |

une rotation positive de 30° des

axes y et z.

|

37
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L]

(o]
— |;" "!T 3

Y

90mm F%

Décomposons la surface initiale S en trois surfaces S1, S2 et S3:

& rE 5. 5 5 ps
"'Lp """,1_1 + fu- +I|-|l: avec .Et”! _"r.l.l

Appliquons le théoréeme d’Huygens :

' : 2 : : dem —
Fi=It 424 o  Ii=Ip G

d ¥ LAy | J SLLFD H: 15‘_‘""

: 1%4’ : 9x1’

P = +2,5 x4 [+— =61,42 cm4

. Z[ 12 ] 12 T o

k] ]
De méme: /. =2[i]5;-+ -4]%4]#% I1.°-189,42 cm*

IN=13+17+17  avec I} =0 (yet z sont axes de symétriepour S3) [} =1" =1} +y z

- -
n= L Bt |

' =2(0+(-4)2,5)x4x1) car I D=0 (y: et z, sont axes de symétrie pour 5;) I,,°=-80 cm’

Ei rll I " [ :
T
n2p=—~=
=T =
cos 2¢ méme signe quel  —1/_
o=y
-2
G gm0 e
61,42-189 42
cos2¢ (0

4
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2 =-5134
20, =128 66

sin tan
y s

Inversion trigonométrique de la tangente : tan2¢ =-125 {

Or cos 2¢( 0 la solution g, est donc d rejeter. ¢=64°33 avec .

N \
N | 2%:
- Y | o
Moments d'inertie principaux N
/ |-1,25
N\
o o , . A2 : : .
p=olagl i _p Feart =SR2 fi61.42-189,42) +4(~80)
2 2 2 2
s . . Zgﬂl = —51134
Inversion trigonométrique de la tangente : tan2¢@ = —1,25 :
2, =128 66

Or cos 2¢( 0 la solution ¢; est donc d rejeter. 9=64°33 avec ¢ = [-1- F)

" o
! — 2 , ,
=22 ; = ?LE.J(.-'___ — L F 412 = W%J[m.u—mﬂ]- +4(-80F

Utilisons les formules de rotation exprimées dans les axes principaux :

1,=227,87 cm’
: e I,=22,97 em’ h
o= ety Ll cos 2y :
2 2
140, T=1 T i e Y
1, == > — b= > - cnsz(;ow E-] avec yr:(}.h] A
/-1 e R \®
[, = 'zxsinZJp' & : Yy
17 g “ )
I **7-“7; 220, BRI wal-aaas)
1,:162,7 cm®
I.=88,14 cm’
I,,=-95,43 cm*

Nous pouvons vérifier que : Iy+Iy = Iy+Iz = I; = 250,84 cm*

20





