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Equations aux Dérivées Partielles Exercices sur les EDP d’ordre 2

A. Equations Elliptiques
Exercice 1:
Tout point du plan est repéré par ses cordonnées polaires (r, @ ).

Déterminer la fonction u: (r,¢ ) — u(r, @ ) solution du probléme intérieur suivant:

Au =0, 0<r<1, 0<£¢p<2m,

(P7) {
u(1,¢9) =1+ cos(2¢), 0<¢ <2m.

Exercice 2:
En utilisant la méthode de séparation des variables, trouver la fonction u(r, 8) solution du
probleme suivant

1 1
(PA) urr+;ur+r—2u99=0, 1<r<?2
u(1,6 ) = cos(40), 0<6<2m.
Exercice 3 :
Soit D(0,1) le disque unité fermé de R?. Résoudre le probléme suivant :
-0 2
(Pg){ Au = 0; . dans R“\ D,
u(r,0) =2 +siné; sur aD.
Exercice 4 :

Soit G le secteur angulaire du plan défini par G = {(r,0); 0 <0< B <m/2, 0<r<a}
ou f et asont des réels fixés.
En utilisant la méthode de séparation des variables, trouver la fonction u(r, 8) solution du

probléme suivant,
Au=0 dans G
u(r,0)=0=u(p)
() ou
E(a, 6) = cos 6.
Exercice 5 :
Le probléme intérieur de Neumann pour le disque de centre 0 et de rayon a est décrit par:

Au(r,0) =0; 0<r<aq0<0<2m

(V) {0u B
a_r(a! 9) - 9(9);

ou g est une fonction continue 2m-périodique.
1. Le probléeme (') admet-il des solutions ?
2. Résoudre le probleme (V).
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Exercice 6:

Soient R > 0 et g une fonction réelle 2m — périodique et continue.
On considere le probleme suivant, (r, 8 ) désignant les coordonnées polaires :

1 1
) urr+;ur+r—2u99=0, 0<r<R
u(R,6 )=g(0) 0<60<2m.

1. En utilisant la méthode de séparation des variables, trouver la fonction u(r, 9)
solution du probléeme (P).

2. Montrer que la solution de (P) s’écrit sous la forme :
+00

r n
u(r,0) = Z (E) (a,, cosné + b,, sinnf).

n=0
Ecrire les coefficients a,, et b, et en déduire que,

1 2T RZ _ TZ
u(r,0) = Ejo (RZ —2rRcos(6 —a) + r2>g(0{)da.

3. Soit G(r, 8; r', a) la fonction de Green pour le laplacien (en coordonnées

polaires) relative au disque de centre O et de rayon R, D(0, R) c R2.

Déduire des questions précédentes I'expression explicite de
aG

or'

(r,60; Ra).

Exercice 7 :

Soit w une fonction harmonique dans un domaine . c R™.
1. Montrer que les fonctions u := w? et v := expw sont sous-harmoniques.
2. A quelle condition ces deux fonctions sont-elles harmoniques ?

Exercice 8:
Soit u la fonction de R3dans R définie par u(x) = |x|~1 ou |x| est la norme euclidienne de x
1

ie |x| = (x% + x5 + x3)z pourx = (xq, X3, X3 ).

1. Montrer que u est harmonique dans toute boule de ne contenant pas 0.

2. En déduire la valeur de A(a,r) donnée par

A(a,7r) = j u(x) dx,
Br(a)

ou B, (a)est la boule ouverte centrée en a € R3\{0} et de rayon r < 0,5|al.

3. Calculer l'intégrale I(a,r)ou

1(a,7) =j ( )(1 +u(x)) dx.
B,(a
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Exercice 9:

Soient Q un ouvert non vide de R™ et f € C*(Q1). On pose

u(r) =

na(mr1 Lg(x,r)f ) ds

ouB(x, r) € Q et a(n) = 2Vr"/(nl'(n/2)).
1. En utilisant un changement de variable, montrer que u(r) est la valeur moyenne
d’'une fonction sur dB(0, 1).
2. Montrer, en utilisant une formule de Green, que

u'(r) = Af () dy.

na(n)rn-1 L(x,r)
3. En déduire que si

F0) =] f0as

pour toute boule fermée B(x, r) € 2 alors fest harmonique dans (.

Exercice 10:
On rappelle que le noyau de Poisson pour la boule ouverte BR(0) c R™ de frontiére
0B = Sg(0), estla fonction Pg: BR(0) X Sg(0) — R définie par
R? — |x|?
na(n)R|x — y|"
ot a(n) est le volume de la boule unité de R™ et | x| est la norme euclidienne de x.
1. Soit u une fonction harmonique dans B (0) telle que u € Cl( Bz (0) )
et u = g sur Sg(0).
a. Exprimer u en fonction de Py et g.
b. Calculer u(0). Que représente cette valeur pour la fonction u?
2. a. Verifier que Pg(x,y) > 0 pour tout (x,y) € Bg(0) X Sg(0).
b. Montrer que

PR(ny) =

f Pr(x,y)ds(y) = 1.
Sgr(0)

Exercice 11:
Soit QO un domaine borné de R™.
A. On considere le probleme suivant
—Au = f dans Q

(D) { u=g sur 90Q,
ou fet g sont des fonctions continues.
1. Montrer que si le probleme (D) admet une solution u alors celle-ci est unique.
2. On suppose que u € C?(Q) résout le probléme (D). Exprimer alors u en fonction de

fetg.
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3. Donner une condition nécessaire pour l'existence de u.
B. Soit maintenant le probleme
—Au = f dans Q
V) (')_u =0 sur 09,
an
ou 1 est la normale unitaire extérieure a 0.
1. Supposons que le probleme (') admet une solution u, celle-ci est-elle unique ?

2. Montrer que le probleme (V') admet au moins une solution si fQ f(x)dx = 0.

Exercice 12:
Soient Q un ouvert bornéde R" etu € C*(Q) N C(Q).
Montrer que si u est harmonique dans Q) alors, max g U =max gq U

Exercice 13 :
Soitu € C2(Q)NC°(Q) une fonction sous-harmonique sur un domaine borné Q. ¢ R", avec
nz=2.

1. Montrer que supgu = Supyq U = maxg U.

2. En déduire que si le probleme

{ —Au(x) = f(x), x €Q
u=gyg9 sur 01,

admet une solution alors celle-ci est unique.

Exercice 14:
Soit h une fonction continue sur R™. On définit sa moyenne sphérique par

! h(y)d
wa_xl:r ) ds(y),

A(n) est le volume de la boule unité de R™ et | x| est la norme euclidienne de x.

My (x,7r) =

1. Montrer que

My (x,7r) = h(x + ry) ds(y).

nAM) Jiyj=
2. Calculer lim,_,o My (x,7). Dans quel cas a-t-on My (x,0) = h(x)?
3. On suppose que la fonction h est de classe C* sur R™

Montrer que

0> n—-10
(W-I_ " a)Mh(x,r)—AxMh(x,r).
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B. Equations Hyperboliques

Exercice 1:

Soit (E)I'équation aux dérivées partielles d’inconnue v: R? 3 (x,y) — v(x,y) € R,
v
dydx

1. Préciser le type de I'équation (E).

xy (E)

2. Vérifier que la fonction u, définie par vy(x,y) = i(xy)z, est une solution de (E).

3. Résoudre I'équation (E).

Exercice 2
Soit le probleme suivant
Ve = €y ; x =0, t>0
v(x,0) = g(x),v:(x,0) = h(x);x =0
v(0,t) =0; t>0.
En utilisant la formule de D’Alembert pour la demi-droite écrire 'expression de v.
1. Soit maintenant u la solution de I'équation des ondes sphériques:

Uy = C2 <urr+§ur>, r > 0. 8
a. Enposantv = ru, montrer que I'équation (S) se raméne a I'équation
Vet = C*Vpp.
b. Vérifier que la solution de cette derniére s’écrit sous la forme,
v(r,t) = f(r+ct) + k(r — ct)
ou fetk sont des fonctions réelles deux fois dérivables.
2. En déduire des questions 1. et 2.a. la solution u de (S) vérifiant les conditions

initiales: u(r,0) = @(r), u.(r,0) =y(r), lesfonctions @ et étant paires.

Exercice 3:
Soit u(x,t) la solution du probleme suivant :
Upr — Uy = 0; x€eR, t>0,
) {4 0) 2 9, w0 ) = hx 7€ R

ot g € C2(R) et h € C1(R).
1. a. Enposant r = x —t et s = x + t, montrer que I'équation du probleme (W) est

aZ

ords

équivalente a lI'équation u,; = 0 ou u,g désigne

b. Résoudre I'équation u,s = 0 et établir la formule de d’Alembert,

1 1 x+t
u(x,t)=§(g(x—t)+g(x+t))+§f h(y) dy, xeER, t=0.
x—t
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2. On suppose que les fonctions g et h sont a support compact.
On définit I'énergie cinétique et I'énergie potentielle par,
1% 1%
Ko =3] wwod  po=5[ weoa

a. Montrer que la somme k + p est constante sur R™.
b. Montrer qu'il existe T > 0 tel que, k(t) =p(t) Vt>T.

Exercice 4:
En combinant la formule de D’Alembert et le principe de Duhamel, déterminer la
solution du probleme suivant, (ou a > 0)
Uy = a’u,, +cosx; x ENR, t>0
{u(x, 0) =sinx, u,(x,0)=1+x;, x€R.

Exercice 5:
1. Soit n,p € N*. Montrer que sin < p, alors R" peut-étre considéré comme un sous-
espace de RP.
2. On considere le probléme suivant,
u,(xt) = Mu(xt); x€RLt>0
(P) { ulx0)=gkx); xeR?
u,(x,0) = h(x); x € R3,
ol g et h sont des fonctions continues.
La solution de ce probléme est donnée, en dimension 3, par la formule de Kirchhoff :

u(x,t) = ii(tf glx + cty)ds(y)) + if h(x + cty) ds(y).
4Ot Jyj=1 4 lyl=1

Soit g(x) = g(xq,x,,x3) = x2 + x% et h(x) = 0.
En remarquant que les fonctions g et h dépendent seulement de x; et x,, utiliser la
formule de Poisson (en 2D) issue de la formule de Kirchhoff (en 3D) par la méthode de

descente d’Hadamard, pour déterminer explicitement la solution u(x,t) de (P).
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C. Equations Paraboliques
Exercice 1
Résoudre le probleme suivant:
U = Uy, 0<x<mt>0
u(x,0) =cos(2x), 0<x<mw
u,(0,t) =u,(r,t) =0, t=0.

Exercice 2:
On consideére le probleme suivant :
Up = Uyy; 0<x<1,
(7)) {u(O, t)=1, u(l,t)=0; t=0,
u(x,0) = 0; 0<x<1.

1. Déterminer une fonction uy(x) indépendante de t solution de (H).
2. Onpose v(x,t)=ulx,t)—uy(x).
Montrer que v(x,t) est alors solution du probléeme auxiliaire suivant :

Vp = VUyys 0<x<1,
(7-[0){ v(0,t) =0, v(l,t) =0; t=0,
v(x,0) =x—1; 0<x<1.

3. Résoudre le probleme (H,) et en déduire u(x, t) solution de ().

Exercice 3 :
On consideére I'équation suivante
T) vy =4v,; —0o<x<4oo,t>0.
Quelle est le type de cette équation ?

2. Montrer que la fonction v définie par

1 (x — a)2>
v(x,t) = —exp| ————
00 = e (-5
oll a est une constante réelle, est une solution de I'équation (T).
3. On suppose I'équation (T') donnée sur l'intervalle 10, 1/2].

Déterminer alors v vérifiant les conditions :
{ v(x,0) =4+ cos(4x), 0<x <m/2
1,,(0,t) = v (m/2,t) =0, t=0.
Exercice 4:

Soit u une fonction réguliere solution de I'équation de la chaleur,
u; — Au = 0 dans R™ X |0, +ool.
1. Montrer que, uy(x, t) = u(Ax,A%t) est aussi solution de I'’équation de la chaleur
pour tout 1 € R.
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2. En utilisant ce qui précéde, montrer que v(x, t) = x.Vu(x, t) + 2tu,(x, t)
résout également I'équation de la chaleur.

Exercice 5 :
On considere le probleme suivant,
Uy = C%Uyy; 0<x<L, t>0
(P) {u(0,t)=0=u(Lt); t=0
u(x,0)=f(x);, 0<x<1I,

ot fest une fonction continue par morceaux sur [0, L] et ¢ > 0.

1. Onsuppose que f = 0 et on pose

J(t) = f (u(x, 1)’ dx.
0

a. Montrer que la fonction ] est décroissante sur [0, +oo].
b. En déduire que la solution du probleme (P,) est u = 0.
2. Montrer que si le probleme (in) admet une solution alors celle-ci est unique.
3. Résoudre le probléeme (?f) pour L =met f(x) = x(mr — x).
Exercice 6 :

Soit y un nombreréel, y > 1.
1. On considere I'équation suivante de l'inconnue v:x — v(x);
—A(wY) = Bv, dans R* (P)
ou 3 est un réel non nul.
On pose v(x) = |x|% (a€R.)
a. Calculer A(vY).
b. En déduire la valeur de a pour laquelle v(x) = |x|% est solution de I'’équation (P).
2. Soit maintenant I'équation des médias poreux suivante:
u; —AWY) =0, dans R" X ]0,+o[ (PM)
a. En utilisant la méthode de séparation des variables, (u(x, t) = T(t)v(x))
déterminer la solution de I'équation (PM).

b. Montrer qu’il existe t, > 0 fini tel que u(x,ty,) = 0.
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Solutions de Quelques Exercices

A. Equations Elliptiques
Exercice 2:

Soit le probleme

1 1
(PA) urr+;ur+r—2u99 =0, 1<r<2

u(1,6 ) = cos(40) 0<6<2m.
On utilise la méthode de séparation des variables.

Posons u(r,0 ) = R(r)T(0), et portons dans I’équation, nous obtenons apres division par
R(r)T(6):

2Rl/+ RI Tl/
ré—+r—=——.
R R T

Les variables r et 6 étant indépendantes, les deux membres sont alors constants, d’ou

r ! r
r? R— + r5 =1= —T— , A constante réelle.
R R T

L’équation de départ donne naissance aux deux équations suivantes:
{ T"+AT =0
r?R" + 7R’ — AR = 0.

a T"+AT =0
- Sid=0alors T(0) = A6 + B.
Comme la fonction T doit-étre périodique alors A = 0 et T= cste.

- Sid<O0alors T(0) = Ae®V=2 4 Be=0V-2 et pour la méme raison T = 0.

- SiA>0alors T(B) =A cos(\/z 9) +B sin(\/z 9).
Déterminons les coefficients A et B.
Des conditions T(0) = T(2m) et T'(8) = T'(2m), on obtient le systeme

A(cos(2nV2) — 1) + Bsin(2nV2) = 0

(5) —A sin(Zm/Z) + B(cos(Zm/Z) — 1) = 0.

Si le déterminant de (S) est non nul alors A = B = 0 et T est identiquement
nulle.
Les solutions non triviales sont alors obtenues pour Det(S) = 0.

Det(S) =0 & cos(Zn\/Z) =1 A=n?% neN*
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On obtient des solutions non triviales pour A = 0 avec T= cste et pour A = n? € N*

avec T(0) = Acos(n 6) + Bsin(n 8).

La famille des solutions de I'équation en T est :
T,,(6) = A, cos(n6) + B, sin(n @), n € N.
b. Résolvons I'équationen R: v?R" + R’ — AR = 0, pour A =n? € N.

- Si A =0,I'équation devient rR" + R' = 0.
c-a-d. (rR")' =0dotu rR"=C et R(r)=C;+Clnr,1< r<2.

- Sil=n?eN* r’R"+rR' —n®R =0,
C’est une équation d’Euler, posons R(r) = r% et remplagons dans I'équation,
nous obtenons

ala —Dré+ar®* —n?r*=0
Ceci nous donne

ala—1)+a—-n?>=0 dou a=2n
Etla solution cherchée est, R(r) =Dr"+Er™, 1<r<2.
En combinant ces deux cas, la famille des solutions de I'équation en R est
Ry(r)=C;+Clnr, R,(r) = Dyr"*+E,r ", n € N*.

Par le principe de superposition la solution de (P) est

u(r,0) = ) Ra(r)T,(6)
n=0

=a+blnr+ Z(anr”+bnr_") cos(n@) + (c,r"*+d,r=") sin(nd).

n=1
oul’'ona posé a, = A,D,, b, =AE,, ¢c, = B,D, et d, = B,E,.
Déterminons les coefficients a,, b,, c,et d, :
Ona u(1,0) = cos(408) d'ou

+00

cos(40) = a + Z(an+bn) cos(n@) + (c,+d,) sin(nb)

n=1
D’otl (par identification !):

a=0,a4+b, =1, a,+b, = 0pourn # 4 et c,+d, = 0 pour n € N*.
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En portant dans l'expression de u(r, 6 ) nous obtenons

400

u(r,0) =cos(40) + blnr + Z(r” —r ™) (a, cos(nh) + c, sin(nh)).

n=1
A remarquer que la solution que nous venons de trouver est valable pour n’importe quel
anneau ayant pour plus petit rayon 1. Cette solution n’est pas unique, elle dépend du choix

de la constante b et suites (a,) et (cy).

Si nous voulons trouver la solution spécifique a l'anneau
A={(r0);1<r<2, 0<6<2nu}

il faut ajouter une condition au bord, a savoir u(2,0 ) = g(0) ot g est une certaine

fonction continue 2 —périodique.

Nous obtenons alors en remplacant r par 2 dans la derniére expression de u(r, 6 ):

400

g(0@) = cos(40) + bIn2 + Z(Z” — 2™™)(a, cos(nb) + c, sin(nh))

n=1

ce qui est équivalent a
g(@) — cos(40) =bIn2 + Z(Z” — 27" (a, cos(nf) + c, sin(nh)).

C’est le développement en série de Fourier de la fonction f:0 — g(0) — cos(46),

et nous pouvons calculer explicitement les valeurs de ses coefficients :

2

1
bln?2 = i f(a)da,

etpourn = 1;

2" —2")a, = - nf(“) cos(na)da, (2" —2"")c, = = 7Tf(Of) sin(na)da,
m J, 7 )
d’ot
21Tln2_f fla)da,
27T
a, = W f f(a) cos(na)da, c, = m fo f(a) sin(na)da.
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Exercice 4:

Soit G ={(r,0); 0<O<pBp<m/2, 0<r<al

Au=0 dans G

u(r,0) =0=u(rp)
() ou

W(a, 6) = cos 6.

En coordonnées polaires I'équation s’écrit:
Lo 0
u —U. +—=1ugg = 0.
LI S 00
On cherchera une solution au moins continue.

Posons u(r,8 ) = R(r)T(0), et portons dans I'équation, nous obtenons apres division par
R(r)T(6):

2Rl/+ RI Tl/
ré—+r—=——.
R R T

Les variables r et 6 étant indépendantes, les deux membres sont alors constants, on a

2R”+ R,—/l— r A tante réell
r R TR— = T, constante reelle.

On obtient les deux équations suivantes :

{ T"+AT =0
r?R" +7rR'— AR = 0.
c. T"+AT =0

- Sid=0alors T(0) = A6 + B.

CommeT(0) = 0 = T(B) on obtient T= 0.

- SiA<O0alors T(8) = Ae®V=* + Be=9V=2 et pour la méme
raison T = 0.

- SiA>0alors T(B) =A cos(\/z 9) +B sin(\/z 9).
Déterminons les coefficients A et B.
Des conditions T(0) =0 =T(B), on obtient

A=0et Bsin(vVAig)=0
Comme on cherche une solution T non identiquement nulle,
on prend sin(ﬁ ,8) = 0.
sin(VA1B) =0 < VAp =nm, n€N".
D'ou A = (nm/B)?,n € N*.
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La famille des solutions de I'équation en T est :

nmw
T,(8) = B, sin (—9), n € N*.

B
d. Résolvons I'’équationen R: v?R" + rR’' — AR = 0, pour A = (nm/B)?, n € N*.
L’équation r?R" +rR’' — (nm/B)?R = 0,

est une équation d’Euler, posons R (r) = r® et remplacons dans I'équation, nous
obtenons

ala—Dré+ar®* —n?r*=0
Ceci nous donne

2
a(a—1)+a—(—) =0 dou a=+=

nm nm
Et la solution cherchée est, R(r) = Dr 8 + Er B,

comme R doit-étre définie et continue en r = 0, on prend E = 0 et par suite

nm

R(r) =Dr#.

La famille des solutions de I'équation en R est

nm

R,(r) =D,r#, n € N*.

Par le principe de superposition la solution de (P) est
+ 00 +co
nm nm
u(r,0) = Z R, (rT,(0) = Z A,r B sin <—9)
n=1 n=1 B

oul'on a posé A,, = B,D,, .

Déterminons les coefficients A, :
. \ du
La condition au bord non homogéne > (a,8) = cos 8 nous donne

b nrm nt_, /mn
cosf = Z —A,a P " sin <—9)

- B
n=1

Par multiplication par sin (7” 0) et intégration sur 10, SB[ on obtient
+ 00

.fﬁ . (kn6> 246 ZnnA %ﬂ_l fb’ _ (kn9> _ <nn9)d6
sin{—8 ) cos = —A.a sin(—8 ) sin|{— ,
0 B BT 0 B B
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Le

b rkm km kn o P km
f sin (—0) cos@df = —AzaPB f sin? (—9) do
0 B B 0

B
car
jﬁ' (kne) in(70)do =0, sin*k
sin|—6 |sin(— =0, sin .
0 B B
D’ou
kpm km 10
- ,32+2( 1)k+1cosﬁ—?Akaﬁ >
Et finalement on obtient
_kn
2a'F kBm
= 2(—=1)k+1 ) € N*.
K= <k2n2—32+ (=D**cosp), k

Exercice 6:
1. En utilisant la méthode de séparation des variables et remarquant que la solution

doit -étre continue a l'origine, nous obtenons par le principe de superposition que

la solution de (P) est

+00

u(r,0) = Z r™(c, cos(n @) + d,, sin(n 9))

n=0
2. Déterminons les coefficients c, et d, :
Ona u(R,0)=g(6) dou

g0) = Z R™(c, cos(n8) + d, sin(n 9))
n=0

On reconnait les coefficients de Fourier de la fonction g: c,, c,R™ et d,R"™ (n € N*)

=—j 7Tg(oz)doc Cp = I1?" f 7Tg(oz)cos(noz)doz, d, jong(a)sin(na)da,

- TTR™

En portant ces coefficients dans I'expression de u(r, 8 Ynous écrivons

400

u(r,0) = Z (%)n (a, cos(n 6) + b, sin(n 6)),

n=0

avec a, = c,R™ et b, =d,R™ (n €N).
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Avec ces nouveaux coefficients nous obtenons

u(r,0) =a,+ %jo i Z:l (%)n [cos(n 6) cos(n @) + sin(n 8) sin(na) | g(a)da

u(r,0) =ay + %LZRZ (%)n cos(n(6 — a)) g(a)da.

Et
+ 0o +0o0 : :
N N em(e—a) + e—m(e—a)
Z (E) cos(n(@ — a)) = Z (E) >
n=1 n=1
rei(@—a') Te—i(@—a)
= - + -
rel(@—a') re—l(@—a’)
o (1-TE0 ) on (1- )
_ rei(@—a)(R _ re—i(@—a')) + Te—i(G—a)(R _ rei(@—a'))
B 2(R —ret@-0)(R — re-i(6-a))
+00
T\" Rrcos(6 — a) —r?
_ 6 — = .
Z (R) cos(n( a)) R?2 +1r%2 — 2Rrcos(6 — a)
n=
Par suite

2T Rrcos(@ —a) —r?
R? +1r? — 2Rr cos(6 — a)

1 (%" 1
u(r,0) = Ejo g(a)da +;fo g(a)da

1 21‘[( R2_.r.2

v o \R2—2Rrcos(d —a) + r2>g(a)da' c.q.f.d.

3. G(r, 6; r', a) étantla fonction de Green pour le laplacien (en coordonnées

polaires) relative au disque de centre O et de rayon R, D(0, R) c R2.
aG
Calculons P (r, 0; R,a ):

Nous savons que la solution de (P) en terme de la fonction de Green est donnée

par:

211'66
u(r,9)=—f W(r,@; R,a)g(a)da;
0
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en identifiant avec l'expression intégrale de u(r, 6 ) on trouve

%0 (r,6; Ra) = e
ar ro, ha)= 2m(R?—2Rrcos(0 — a) +12)

Exercice 7:
Soit w une fonction harmonique dans un domaine Q c R™.

1. Montrons que les fonctions u := w? et v := expw sont sous-harmoniques.
Les fonctions u et v sont de classe C? dans Q.
Ona
Au = Aw? = A(ww) = wAw + 2Vw. Vw + wAw = 2wAw + 2|Vw|?,
comme w est harmonique i.e Aw = 0 on obtient
Au = 2|Vw|?,
donc —Au < 0 et la fonction u est sous-harmonique.
Pour la fonction v écrivons

I=n 2

Av(x) = Zé(x), ou x = (xq,...,x,) € Q.
. i

=1
Ona
Jdv  dexpw ow ow
E)_xi=—axi =expwa—xi=va—xi.
Et
%v 4 [ ow\ Odvow 3w ow\> 9w
G—Xi2=a—xi(va—xi)=a—xia—xi+va—xiz=v(a—xi> Ua—xiz.
Ainsi

=n ., i=n 2 2
A 0°v Z(aW)+aw AVwl? + Aw)
v= ) —= v|=— v—s = (|Vw w)v.
Li0x? 4 ox; dx?
i=1 i=1
Et puisque w harmonique, on obtient
Av = |Vw|?v = |Vw|? expw,
soit —Av = —|Vw|? expw < 0 et la fonction v est sous harmonique.
2. Les fonctions u et v sont harmoniques si et seulement si

Au =0 = Av.

D’apres la premiére question u et v sont harmoniques si
[Vw| = 0.

Donc u et v sont harmoniques si w est constante sur (.
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Exercice 9:

Q c R™ ouvert nonvide, f € C*()). On pose

f)ds

u(r) = —_j
nA(n)rn-1 AB(L.r)

ouB(x, r) c Q et A(n) = 2Vr"/(nl'(n/2)).

1. Montrons que u(r) est la valeur moyenne d’une fonction sur dB(0, 1).
Posons y = x +rz, alors |z| .= ||z|| = 1 car |y — x| = r,etdoncz € dB(0, 1)
et ds(y) = r" lds(z).

En remplagant on trouve

1
f@)ds(y) = —— f(x +7z) ds(2)

u(r) =
nA(n) aB(0,1)

nA(n)rn-1 LB(x'r)
Et puisque nA(n) = 2Vn"/T'(n/2) et la mesure de la sphére unité alors
u(r) est bien la valeur moyenne de la fonction z — f(x +rz) surdB(0, 1).

2. Montrons que

u'(r) = Af (y) dy.

nA(n)rn-1 jB(x'r)

Nous avons

u(r) =

) 63(0,1)f(x +rz)ds(z)

d’ou
) = — VF(x +12).2ds(2)
ul\rvr)=——m——mr X rZ).Zas\z
nA(n) aB(0,1)

et par le changement y = x + rz, on trouve

u'(r) =

V).

ds(y) = Vi(y).nds(y)

nA(n)rn-1 -fa BT

—-X . . PR ’ so.
car yT est la normale unitaire dirigée vers I'extérieur de 0B (x, T).

nA(n)rn-1 -fa BT

On obtient par lidentité de Green (fQ Av(x)dx = [, Vv.nds = faQZ—st):

u'(r) = Af () dy.

nA(n)rn-1 L(x,r)
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3. Montrons que si

f&x) = f)ds

nA(n)rn-1 -fa BT

pour toute boule fermée B(x, r) € 2 alors fest harmonique.

En dérivant par rapport a r les deux membres et en utilisant la question 2., on obtient :

—_— A dy =0, VB(x,7v)c1,
), MO ()

d'ou Af = 0dans ) et fest harmonique dans {).

Exercice 10:
Le noyau de Poisson pour la boule ouverte Br(0) c R" de frontiere 9By = Si(0), est la

fonction Prde BR(0) X Sgx(0) dans R définie par
RZ _ |X|2
nA(n)R|x — y|"

PR(ny) =

( A(n) est le volume de la boule unité de R™ et | x| est la norme euclidienne de x.)
1. Soit u une fonction harmonique dans Bg(0) telle que u € C*( Bg(0) )
et u = g sur Sg(0).
a. Exprimons u en fonction de Py et g.
En utilisant la fonction de Green on a pour tout x € Bg(0),

G (x,y)

uw == [ Geoymuay- [ =

Br(0) Sr(0)

u(y)ds(y),

ot n est la normale unitaire dirigée vers l'extérieur de Bg(0).

Comme u est harmonique dans Bg(0) et que pour tout (x,y) € Br(0) X Sz(0),

0G(x,y)
T Pr(x,y)
on obtient
R2—|X|Z R2—|X|Z
b fo TGO g0 = | TR =IO O
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b. Calculons u(0):

D’apreés la formule précédente on a

= RZ d = ! d
u(0) = f W“()’) S()’)—W j u(y)ds(y),

sg(0) Sr(0)
car |y| = R puisque y € Sg(0).
Ona Mes(SR (0)) = nA(m)R™ ! et donc u(0) est la valeur moyenne de u sur S (0)

(et aussi la valeur moyenne de u dans Bg(0O) car u est harmonique).

3. a.Ona Pgr(x,y) >0 V(x,y) € Bg(0) X Sg(0), évident puisque |x| < R.
b. Montrons que

f Pr(x,y)ds(y) = 1.
Sgr(0)

Il suffit de prendre u =1 € C2( Bz (0) ), qui est évidemment harmonique, et remplacer

dans (x), il vient alors

1= | R” ~ Ixl” as0) = [ Pauy)as)

= S = X, S .

sdoy MAIRIX =y VT oy Y
R
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B. Equations Hyperboliques
Exercice 3:

u(x,t) estla solution du probléme suivant :

w) {

U — Uy = 0; x€R, t>0,
u(x,0 ) =gx), ux,0)=nhx); x€eR,

ou g € C2(R) eth € C1(R).

92 92 , s . yr .
1. a. Ennotant Ou = (ﬁ — ﬁ) u, l'équation s’écrit ou = 0.

On factorise l'opérateur de d’Alembert O comme suit

G-2)EY
YE\or T ax) e o)

Posons r=x—t et s=x+t, alors

o9 ora 9s9 0 0 9 ora 09sd 0 9

ot ator acas  or s

ox _ daxor Taxds oar s

(G-2)(a+a) = (-22) (2 2) = 4o
ot  oax/\ot  oax/) or ds) 0rds

0%u
oros

d’ou

et du=0= =0.

2

. )z , 0°u
b. Résolvons I'équation = 0:
0ros

0%u ou
P 0= e c(s) = u=g@(s) + ().

Ici c(s) est une constante par rapport a r dépendant de s et ¢(s) est une primitive de

c(s) etenfin Y(r) est la constante d’intégration (par rapport a s) dépendant de r.
Ainsi u(x,t) = p(x+t) + Y(x —t).

Ona  u(x,0)=gx) dou @) +ypx)=gk), @D
et u(x0)=h(x) = ¢'()-yYP'®)=hx. @
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Par intégration entre x, et x des deux membres de la deuxieme équation, on

trouve
9(0) — P(x) = f Ry +K, (K = K(xo).

De (1) et de cette derniere équation on aboutit a

( 1 1r* K
| o) =590 +5 | Ky +3

1 1(*
¥ =390 3 hOdy 7.

Finalement, en remplagant dans l'expression de u(x,t) on trouve
x+t

1 1
u(x, t) = E(g(x —t)+gx+ t)) +§f h(y)dy, (xeR, t=0).
x—t
2. Les fonctions g et h sont supposées a support compact.

1t
k(t) = E,f u? (x,t)dx, p(t) = 5

a. Montrons que la somme k + p est constante sur R*.
11 suffit de vérifier que (k +p)'(t) =0, Vt € R*.

Soient
1 [+
j u2 (x, t )dx.

Ona
) oo ou?
k'(t) = f ur(x, t yug(x,t)dx, car 5t 2U; Uye,
:-22 0 2
14 ux
p'(t) = f U (X, t U, (x, t ) dx, car 5 2Uy Ugy
Une intégration par parties nous donne
) 92y Ju ou ou~r*  te oo
p'(t) = f = [Ea] —j Ul dX = —j UpUyr dX,
X=—00 [ee] —00

. 0xdt dx

, \ ’ 0 0 , , . . ,
car d’apres la formule de d’Alembert, 6—1; et % se laissent s’exprimer en fonction de g’ et h

qui sont a support compact donc s’annulent a l'infini.

Maintenant
+00

400
KO+ p'(0) = f (Ueter — Wetty)dx = f (et — we)tedx = 0,
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car ug — Uy, = 0. Ceci prouve que la fonction k + p est constante sur R*.

b. Montrons qu’il existe T > 0 tel que, k(t) =p(t) Vt>T.

Ecrivons la différence k(t) — p(t) en utilisant la formule de d’Alembert :

1 *t®
k(t) —p(t) = gf ([g'(x+t)—g'(x —t) + h(x +t) + h(x — D)]?

—lg'(x+t)+g'(x—t)+h(x+t) —h(x—t)]*)dx.
Les fonctions g, g’ et h sont a support compact, donc ;

3A > 0,Vy, lyl| >A= gly)=g"(y) =h(ly) =0,

et par suite pour t > T > A, on obtient k(t) — p(t) = 0, ainsi k et p s’égalisent pourt
assez grand.

Exercice 4 :

Déterminons la solution du probléme suivant, (a > 0)

®|

avec f(x,t) = cosx.

U = aluy, + f(x,t); x ER, t>0
u(x,0) =sinx, u;(x,0) =1+x; x€R,

Le probleme (P) peut-étre divisé, a cause de la linéarité, en deux sous-probléemes et sa

solution est la somme des solutions de ces deux sous-problémes :

U = A%Uy, X ER, t>0
u(x,0) =sinx, u;(x,0) =1+x; x€R,

®n ]

et

Ue = A%Uyy + f(x,8); x ER, t>0
u(x,0) =0 = u(x,0); x€R.
a. La solution de (P,), qui est homogéne, est donnée par la formule de

D’Alembert :

®o)}

x+at

1 1
uy(x, t) = E(sin(x + at) + sin(x — at)) + %f 1+ y)dy
x—at
uy(x,t) = cos(at) sinx + tx + t.

b. La solution du probleme (P) non homogeéne, est donnée, d’apres le principe de

Duhamel, par :
t

up(x, t) = j v(x,t —s,s)ds (D)

0
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ot v(x, t, s) est la solution du probléeme homogéne suivant associé a (Pp),

{vttzazvxx x ER, t>0
v(x,0,s) =0, v,(x,0,s) = f(x,s) =cosx; x €ER.

Ici s est un paramétre réel.

Ce probléme homogéne admet pour solution, toujours par la formule de D’Alembert ;

1 x+at 1 x+at
v =0 [ fodr=o |

1
cosy dy =—cosx sin(at).
x—at x—at a

En remplacant dans (D) on trouve,

t 1 t
up(x, t) = f v(x,t —s,s)ds = Ecosx.f sin(a(t — s)) ds
0 0

1
up(x, t) = = (1 — cosat) cos x.

¢. La solution du probléme initial (P) est

1
u(x, t) = uy(x, t) + up(x,t) = cos(at) sinx + = (1 —cosat)cosx + tx + t.

Exercice 5:
1. Montrons que R™ peut-étre considéré comme un sous-espace de RP, pourn < p.

Considérons l'application linéaire
F:R®™ — RP, F(xq,X,... Xp) = (X1,X2, ... X,,0,0,...0) € RP,
L’application F est évidemment une isométrie (donc injective),
c’est donc un isomorphisme isométrique de R" dans F(R™) = ImF qui est
un sous-espace vectoriel de RP. Ainsi R™ et F(R™) sont isométriques et on peut
écrire, via cette identification, que R" c RP.
2. Soit le probleme suivant,

U (x,t) = Au(x,t); x€eR3,t>0
(P)<{ ulx,0)=gkx); x€eR®
uy(x,0) = h(x); x € R3,

ol g et h sont des fonctions continues.

La solution de ce probléme est donnée, en dimension 3, par la formule de Kirchhoff:

u(x, t) = ii(tf glx + cty)ds(y)) + if h(x + cty) ds(y).
4Ot Jyj=1 4 Jlyl=1
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Soit g(x) = g(xq1,x5,x3) = x2 +x2 et h(x) =0.

Les fonctions g et h dépendent seulement de x; et x,, utilisons la formule de Poisson pour
déterminer explicitement la solution u(x, t) du probleme (P).

Rappelons-nous que le calcul de l'intégrale (triple) sur la sphére unité de R® se raméne au
calcul d’'une intégrale (double) sur la projection de cette sphére sur le plan (0x;x,), c.a.d.

sur le disque unité de R2.

Paramétrisons 'hémisphére supérieur:

yi+yi+yi=1=y;= [1-yE—yZ =19, y;),

et donc

dy,dy,

V1—yi -y}

Remplagons dans la formule de Kirchhoff tout en remarquant que la sphére est constituée

ds(¥) = 1+ Vo, y; ) |2dy,dy, =

de deux hémispheres, (dans notre probléeme c = 1)

g(x1 + tyy, x; + ty,)
dy,dy,

10
Xt 2t
ury, xz,t) = 41 at< fyf+y22<1 m
1 h(xq +ty,x; +t
<2tf o yZ)dyldy2>'
e vityg<t  1—yF—y2

Calcul explicite :

(g + ty)? + (x + ty,)?
dy,dy,

ury, xz,t) = 2m 0t< jy+y 2<1 m

10 ( j X%+ 2tx,y, + 2y + x% + 2tx,y, + t2y:
yity;<1

EZTON V1-yf —y3

dJ’1d3’2>

10 (x? + x3)t + 2(x1y1 + xy)t% + (yf + y5)t3
ula, %z, 1) = — dy1dy;
21 ot 2 2
yi+yi<i 1-yi -y
_ 1 x{ 4+ x5 + 400 y1 + x50t + 3(yf + y)t? dysdy
T o 14Y>
x?Z + x3 dy,d 2t X1V + x
u(xy 2y, ) = 1 2f __anay, +_f 1Y1 + X2); dyldyz
2 y2iy2<iy/1 — yl 2 T y24y2<iy/1 — yl y2

3t2 J’1 YZ

torl,  e———
T Jyzeyz<iJ1—y{ —¥;

dy,dy,.
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On a, en passant aux coordonnées polaires dans la premiere et la troisieme intégrales ;

dY1dJ’z f f
* .f drdH = 2T.
yi+yi<iyJ1 =y —y3 V1

xX1y1 + X3y
I e
yit+yz<1

1_3’12 Y2
f f\ll Vi X1Y1

V1= ¥ =3

f fﬁ X2Y2

i1 =y =3

1 /1—3722 1 ,/1—3/%
=—x1f [/1—yf—yzzl dyz—xzf [/1—y12—y22] dy; =0.
5 - 19 -1 - fi-v2

2 2 2T
Yity;
* — 2172 dy.dy _f ] ——drdo),
]y%+y§<1 1—yZ—y2 V1

enposant v =1 — 12,

dJ’1 dy,

[ Aar =1 [ av = ol ~ 3 ool = 2

0o V1 —r?2 2 Vv
d’otl
2T
y2 2 4r
=[]
y2yZ<iy/1 — y1 y2 0

Tout compte fait, nous trouvons,
u(xy, xp,t) = x2 + x2 + 2t
et la solution du probleme initial est

u(xy, xp, %3, t) = x2 + x2 + 2¢2.
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C. Equations Paraboliques
Exercice 2:

On considere le probleme :

1.

U = Uyy; 0<x<1,
(H)3u(0,t) =1, u(1,t)=0; t=0,
u(x,0) = 0; 0<x<1.

Déterminons une fonction u,(x) indépendante de t solution de (7{).

uy étant indépendante de t, donc (uy); = 0. En portant dans l'équation on
trouve ; (Ug)xx = Uy = 0, dott uy(x) = ax + b.

Cette solution doit satisfaire les conditions au bord : uy(0) = 1,u,(1) = 0.
Ontrouve uy(x) =1-—x.

v(x, t) = ulx, t) — ug(x).
Montrons que v(x,t) est solution du probleme (H,):

Ve = Uy 0<x<1,
(Hy3 v(0,t) =0, v(,t) =0; t=0,
v(x,0) =x—1; 0<x<1.

Ona: vy =u, — (uO)t = Up = Uyxy = Uxyx — (uO)xxf car (uO)xx =0

d'ott vy = vy, pour 0 <x <1.

v(0,t) =u(0,t) —uy(0)=1-1=0, v(1,t) =u(l,t)—uy(1)=0—-0=0,
v(x,0) =ulx,0) —ug(x) =0—-(1—-—x)=x—1.

Ainsi v(x,t) est solution de (H,).

3.

Résolvons (H,).
Par la méthode de séparation des variables, posons v(x,t) = X(x)T(t).
En portant dans I'équation, on obtient

X/l Tl
XT'=X"T d'ou —=—.
ol ==
Les variables x et t sont indépendantes on écrit alors
X/l Tl
5 =A= r A cste réelle.

Dou X"—-AX=0, et T'—AT = 0.

Résolvons I'équation en x: Si A = 0, on obtient la solution triviale.

Pour A < 0,disons A = —a?, (a € R*),alors X(x) = Acos ax + B sin ax.

Ona X(0)=0dou A=0, et X(1) =0 implique B = 0 ou sina = 0.
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Nous cherchons les solutions non triviales écartons alors I'éventualité B = 0.
sina = 0= a = nm, n € N*,

On a une famille de solutions: X,(x) = B, sin(nmx).

Résolvons I'équation en t, pour A = —a? = —n’n2

Un simple calcul donne la famille de solutions suivante : T, (t) = Dne_”z’fzt.

Une famille de solutions de l'équation de départ est donc:
v,(%, ) = X, ()T, () = Coe ™™ tsin(nnx), (o0 C, = B,D,)

Par le principe de superposition on obtient la solution de (H,):

+00
v(x,t) = Z C,e ™™t sin(nmx).
n=1

De la condition initiale on a

+00
v(x,0) = Z Cpsin(nmx) = x — 1,
n=1
et par suite
! 2
C, = Z.f (x — 1) sin(nmx)dx = ——, n € N",
0 nm

Finalement

+ oo
2 _n2 Zt .
v(x,t) = — E —e ™M™ sin(nmx),
nm
n=1
et par suite

+00
2
ulx,t) =uglx) +vlx,t) =1—x — Z Ee‘”z’fzt sin(nmx).
n=1
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Exercice 4:

u étant une fonction réguliére solution de I'équation de la chaleur,
u; —Au = 0 dans R™ X [0, +ool.
1. Montrons que la fonction u, telle que u;(x, t) = u(dx, A%t) est solution de

I’équation de la chaleur pour tout A € R.

Ona
(e (x,t) = 22u,(Ax, 27t ) et (up)y, (x,t) = Auy, (Ax, 2%t )
d’ou
(U e, (2, 1) = APy, (Ax, A%t)
ainsi
n n
Auy(x, 1) = Z(ul)xixi(x’ t) = Z Azuxixi(/lx; A%t) = 22Au(Ax, A%t)
i=1 i=1
et par suite

(w)e(x, t) — Auy(x, t) = 12u,(Ax, A%2t) — 22Au(Ax, 2%t) = 12(u, — Au) = 0.
Donc wu; est solution de I'équation de la chaleur pour tout A € R.
2. Montrons maintenant que la fonction v définie par
v(x, t) = x.Vu(x, t) + 2tu,(x,t)
résout également l'équation de la chaleur.
La fonction u étant réguliére, il en est de méme pour u,, elle réguliere par rapport a
ses trois arguments, x, t et A.

Dérivons uy par rapport a A, nous obtenons

d d
au,l(x, t) = ﬁu(/lx, A%t) = x. Vu(Ax, A%t) + 2Atu, (Ax, A%t),

. )
en prenant A = 1, nous obtenons v(x, t), c-a-d. v(x, t) = %(x, t) et
=1
Nous avons déja montré que

g Auy; =0
atu,»l u; = uU.

Dérivons les deux membres par rapport a A, alors

azu,l O(Au,l) —0
A0t or
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La fonction u, est réguliére, donc ses dérivées partielles mixtes sont égales et nous
pouvons échanger l'ordre des dérivées et par suite

d <c’)u,1> A(E)u;l)_o
dat\ dA or/)
et par conséquent % résout I'équation de la chaleur, et en particulier pour A = 1 qui

corresponda v(x, t).

Exercice 5:
Soit le probleme suivant,
U= Uy ; 0<x<L, t>0
(P) Ju©,t)=0=u(Lt);t=0
u(x,0)=f(x); 0<x<I,

fcontinue par morceaux sur [0, L] et ¢ > 0.
1. Onsuppose que f = 0 et on pose

J(t) = f L(u(x, 0)’ dx.
a. Montrons que la fonction ] est décroissoante sur [0, +oo.

La fonction t — u(x, t) est au moins de classe C*, donc ] est dérivable sur 0, +o[, et

J @)= fOL 0 (uCx, ) dx = Z.f

ot 0

L L

u(x, u,(x, t)dx = ZCZ.f u(x, ), (x, t)dx.
0

Une intégration par parties donne,

L 2 L 2
J' (&) = 2c?[ulx, u, (x, £)]3Z5 — ZCZ.f (uy(x,0)) dx = —2c2f (ure(x, 1)) dx,
0 0

car u(0,t) =0 =u(L,t). Ainsi]' (t) < 0,Vt € |0, +oo[ et ] est décroissante [0, +oo.
b. La fonction ] est décroissante sur [0, +oo[, d'ott J(t) < J(0) = 0, pour toutt > 0.
Or ] est, par définition, positive sur [0, +oo[, d’'oti J= 0 et par suite u = 0.
Donc la solution du probleme (P,) est nulle.
2. Montrons que si le probleme (?f) admet une solution alors celle-ci est unique.
Supposons que (?f) admet deux solutions v et w.

La fonction u = v — w est solution du probléeme (P,) puisque

u(x,0) =v(x,0) —w(x,0) = f(x) — f(x) =0.

D’apres la question précédente, u = 0 d'ott v = w.
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3. Résolvons le probleme (?f) pour L =met f(x) = x(mr — x).
Par la méthode de séparation de variables, posons u(x,t) = X(x)T(t).
L’équation s’écrit
XT' = c2X"T d'ou i = L, :
X T

Les variables sont indépendantes d’ou

X”—A—T’ (A e R)
X 7 ccT ’

etona

{X”—/lX=0, X(0) =0=X(m),
T' — Ac?T = 0.
- Résolution de I'équation en X :

Si A = 0, nous obtenons la solution triviale.
SiA < 0alors X(x) = Acos(xvV=2) + B sin(xvV-2)
et des conditions aux limites, il s’ensuit que
A=0, B sin(n\/—_/l) = 0.

La solution est non triviale pour V=A=nmneN*ie A=-n? (n € N¥).
La famille des solutions de I'équation en X est,

X,(x) = a, sin(nx), (n € N¥).
- Résolution de I'équation en T: Pour A = —n?, T'+n%c?T = 0.
L’équation s’écrit (T % 0),

dT
= _pn2? Zdt,
T n-c

d’ott In|DT| = —n?c?t, (D constante réelle non nulle)
etdonc T(t) = %exp(—nzczt).
La famille des solutions en Test, T,(t) = b, exp(—n?c?t), (n € N*).
Ainsi nous obtenons la famille de solutions suivante:
u, (x,t) = d, sin(nx) exp(—n?c?t), (n € N¥).

La solution du probléeme est donc

+o0
u(x, t) = Z d,, sin(nx) exp(—n?c?t).
n=1
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Déterminons a présent les coefficients d,:

Ona u(x,0) = f(x) = x(mr — x) dou

flx) = Z d,, sin(nx).

On reconnait le développement en série de Fourier sinus, d'ou

d, = Efnf(x) sin(nx) = Efn(rrx — x2) sin(nx).
TJo 0

/A

Par une double intégration par parties nous obtenons,

4
4y = —= (1= (-1)")
et finalement
400
A 1-(C=D" .
u(x, t) = EZTeXp(_nZCZt) sin(nx).
n=
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