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Dept . Mathématiques, Faculté des Sciences
Cours de Géométrie Différentielle,
L3 Mathématiques par M. Benalili
N.B.
Les étudiants peuvent consulter le cours de Géométrie Différentielle
de Erwann Aubry

Part 1
Chapitre2

Part 11
Sous-variétés de R"

On va donner une définition des sous-variétés de R™ et puis on établit 3
autres caractérisations de ces dernieéres ayant chacune leurs avantages dans
les différentes situations des problémes.

2.1 Définition.

Definition 1 Une partie M de R™ est une sous-variété de dimension k et
de classe C? de R™ si et seulement si pour tout x € M il existe, il existe un
voisinage U, de x dans R" et une application f : U, — R" % de classe C?
tels que: pour yo € R" % fixé

i) Uz N M = f~'({to})

ii) Df(x) : R® — R™* soit surjective ( i.e. f est une submersion en z ).
f est dite équation locale réguliere de M au voisinage de x.

Exemplel: Soit S" = {x € R : 3" 22 =1} est une sous-variété de
R™1 de dimension n et de classe C™°.
En effet la fonction f : R"*! — R | définie par f(z) = Z?jll 2? — 1 est

de classe C*™ et vérifie S™ = f~1({0})



et Df(z) =2(x1,...,Tpy1) #0car x =0 ¢ 5™

Exemple2: C' = {(z,y) € R?: 23— y3=0}. L’application f : (z,y) €
R? — 23 — ® € R est de classe O

et vérifie C = f71({0}). Df (x,y) = 3(z* — y?) n’est pas de rang 1 en
(0,0) et donc I'équation f = 0 n’est pas réguliere en (0,0) et pourtant C'
est une sous-variété de classe C*° au voisinage de (0,0) il suffit de prendre
I’équation z — y = 0.

Exemple3. soit f : 2 — R™, une application de classe C? avec () un
ouvert de R™ on note G(f) = {(z,y) € X x R™ :y = f(x)} le graphe de f
c’est une sous-varié¢té de R"t™ de classe C?.

En effet g : (z,y) € Q X R™ — y — f(z) € R™. Alors g est de classe C?
et vérifie G(f) = ¢7'(0) et Df(z,y)(u,v) = v —df (x)u qui est surjective.

2.2 Caractérisations des sous-variétés de R”

Theorem 2 M est une sous-variété de R" de classe (P et de dimension k
sst pour tout x € M, il existe un voisinage ouvert U C R" de x, un voisinage
ouvert V de 0 dans R" et un difféeomorphisme ® : U — V de classe C? tels
que ®(UNM) =V N (RF x{0,-4}).

On dit que ® est un redressement local de M au voisinage de x.

Exempled

Considérons le cercle unité S*' = {(z,y) € R? : 2> +y* = 1}.

On vient de voir dans les exemples précédents que Slest une sous-variété
de R? de classe C™ et de dimensionl (une courbe) . D’apres le théoreme
précédent au voisinage de chaque point (z,y) € S? il existe un voisinage
ouvert U de (x,y) dans R? un voisinage V' de 0 dans R? et un difféomorphisme
®: U — V de classe C* tels que (U N S') =V N (R! x {0}).

Nous allons expliciter ce difféomorphismes locaux.

On pose

Uf ={(z,y) € R?:2>0},U; ={(z,y) € R*: 2 <0},
Uf ={(z,y) e R :y>0},U; ={(z,y) € R*:y <0}.

™o
V:]—§,§ X]—l,—f-OO[

—

of . UF —>]—g7 [X |—1, +o0]

b |

2



(xz,y) — <a7"ctgy,a:2 +y* — 1)
x

@f:Uliﬁ]—g,g[x]—l,—i-oo[.

(r,y) — (arctgz,asz +y* — 1)
Yy

Les applications @f (1 = 1,2) sont des diffeomophismes de classe C*et
vérifient

o7 (U nS') =VnN(Rx{0}).
Ces 4 difféeomorphismes forment un redressement au voisinage de tout

point de S!.

Theorem 3 M est une sous-variété de R" de classe CP et de dimension k
ssi pour tout x = (r1,x1) € M, il existe un voisinage owvert Uy de z1 dans

RF, un voisinage ouvert de Uy de m, dans R"™* et une fonction o, Uy — Uy
de classe C? telle que

MO (U, x Us) =G(p,) ={(y1,152) €U x Uz 2 =, (11) } -

On dit que M est localement le graphe de ¢, au voisinage de x.
Exemple5. Pour le cercle St, on pose

o rx€]-1,1] — £V1 — 22
et
oy 1y €]-11[ = EV/1— g2
alors S* N U est le graphe de o7 et S' N U est le graphe de ;.

Theorem 4 M est une sous-variété de classe (¥ et de dimension k de R™
sst pour tout x € M, il existe un voisinage ouvert U ouvert de x dans R",
un owvert Q de R et une application g : Q — R"™ de classe CP tels g soit un
homéomorphisme de 2 sur MNU et Dg(g~'(z)): R* — R™ soit injective.



On dit que est une paramétrisation locale réguliére de M au voisinage de

Exercicel
Pour quelles valeurs de r>0, I’ensemble suivant est une courbe de R3?

2+ 42+ 922 =1
{ 4yt =1

Exercice2

Montrer que les sous-variétés de R™ de dimension n (resp. de dimension
0 ) de R™ sont les ouverts ( respectivement les parties isolées de R™). On
rappelle que M C R" est isolée ssi pour tout point x € M il existe U voisinage
de = dans R" tel que U N M = {z}.

Exercice3

Montrer que pour tout

q€]l,+oo[, S, = {J:ER":Z]JMQ—l}

est une sous-variété de R". Qu’en est-il pour ¢ = 1, ¢ = +o0.

Exercice4

Soit () une forme quadratique non dégénérée sur R". On note Q) (R"),
ol Qa(((z))) = Q(A(x)). Montrer que Q(R™) est un espace vectoriel de
dimension "("271) et que Fy est C.

Exerciceb

Soit v une courbe de classe C*° du demi-plan U = {(z,0,2) : z > 0} de
R3. Soit S lensemble engendré par révolution de v autour de 'axe (Oz2).
Montrer que S est une surface de R®. Que se passe-t-il si S est maintenant

le cerle de centre (a,0,0) et rayon r dans le plan (zoz)?

2 Espace tangent et fibré tangent

Soit M une sous-variété de R" de dimension k et de classe C? et a € M.
I =10,¢f ote>0
Onnote C,M =< v: I — R" tel que v(0)=a,v(I)C M
~v admet une dérivée & droite en 0.

Definition 5 Un vecteurv € R™ est tangent a M en a ssi il existe une courbe
v € CoM telle que v' (0) = v . On note T,M = {~'(0) : v € C,M} l’espace
tangent de M en a. L’espace tangent affine sera alors a + T, M.

4



Le théoréme suivant caractérise I’espace tangent.

Theorem 6 Soit M une sous-variété de R" de dimension k. L’ensemble
T,M des vecteurs tangents a M en a forme un sous-ensemble vectoriel de
dimension k de R". De plus on a les caractérisations suivantes de T, M.

1-5"1l existe un voisinage ouvert U de a dans R"et une application f :
U — R* de classe C* telle que UNM = [~ ({yo}) et Df(a) soit une sub-
mersion ( surjective) alors

T,M = KerDf(a).

2-Si ® : U — V est un redressement local de M en a i.e. U wvoisinage
ouvert de ¥ dans R"™ , V est un voisinage ouvert de 0 de R" , ® est un
difféeomorphisme de U sur V' tel que ®(a) =0 et

S(UNM)=Vn (R % (0,.4))

alors
T.M = (D®(a))~" (R* x (0n_p)).

3-Si g0 (ouvert contenant yy) C R*¥ — R" est de classe C' telle que
9(Q2) C M, g(yo) = a et Dg(yo) soit surjective, alors

ToM = Im Dg(yo) = Dg(yo)(Rk)

En conséquence, si (e;) est une base de R, alors Dg(yo)(e;) forme une base
de T, M. On note

.- () = Do) = 55 (57 (2))

(i(aj), o diyk(x)) est une base de T, M en tout point de g(£2).

Exemples
1)On a pour tout a € S™,

T,5" = a*

T; O, = T;, 50, = A, (R)



qui est ’ensemble de matrices anti-symétriques d’ordre n.
3)Pour une application g : Q2 C R¥ — R! une application de classe C?,
alors pour tout x € §2, on a

Tiag)Gr (9) = {(x, Dg(z)v) :v € Rk)}
qui est I'espace engendré par {(e;, Dg(x)e;)} pour (e;) une base de RF.
4)
v={(z,y) € R*:2” —y* =0}
n’est pas une sous-variété de R? car 7| 0,0y = 7 nest pas un sous-espace
vectoriel de R2.

3 Fibré tangent

Definition 7 Soit M une sous-variété de dimension k de R". On appelle
fibré tangent de M [’ensemble

TM = U(;UGM {:C} X TxM

={(z,v) e R" X R":x € M,veT, M}

Proposition 8 Si M est une sous-variété de classe de C'(p > 2) et de di-

mension k de R",alors TM est une sous-variété de classe CP~1 et de dimen-
sion 2k de R™ x R".

Démonstration: Soit (zg,v) € T'M. 1l existe U un voisinage ouvert de x
dans R" et f : U — R" " une submersion en z, de classe C? sur U telle que
MNU = f~1({0}). U x R™ est un voisinage de (zg,v) dans R" x R™ et on a

TMNUxR")={(z,v) e R"xR":xeUNM,veT,M}

={(z,v) e R" x R": f(x) =0et Df(x)v =0}

= {(z,v) € R" x R": F(x,v) =0} = F*({0})
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ou

F:UxR"— R x R¥ F(z,v) = (f(2), Df (x)v)

est de classe CP~1. Comme

oric= (P19 45,

est de rang 2(n — k). F' est une submersion en (z,v) telle que
FH0)=TM N (U x R").

Exercicel
Parmi les sous-ensembles suivants, lesquels sont des surfaces de R? et
derminer leur espace tangent en chaque point.

{<x7yaz) eR: P43+ 2% - 3ayz = 1}

1= {(ey. ) € B (VAT -2 422 =)
He={(z,y,2) e R*:a? +¢y* — 22 = ¢}.

Exercice2
Montrer que

SL,(R)={M € M, (R) : det(M) = 1}

est une hypersurface de M, (R). Montrer que I'espace tangent & SL,(R) en
A est
T4SL,(R) = {M € M,(R) : tr(A""M) = 0} .

4 Espace normal, Fibré normal.
Definition 9 Soit M une sous-variété de dimension k et de classe CP de

R™. On appelle espace normal en zy & M le sous espace Nyy M = (T, M)™ (
espace orthogonal de T, M par rapport au produit scalaire usuel de R™).



Proposition 10 N, M est un sous-espace de dimension n-k de R". De plus
si f=(f1, s fur) : U C R* — R"* est une équation réguliére de M au
voisinage de xg, alors on a:

NyoM = Vect(V fi(xo), ... V fu—i(x0)).

Si g:Q owvertC R* — R™ vérifie g(Q) C M, g(yo) = w0 , Dg(x0) est injective,
alors

Ny M = {U € R": <v, aa—g(yo)> =0, pour tout iz],...,k:.}
Z;

Démonstration.
Nous avons

Ty, M = KerD f(xo) = Mi=1,.._x KerD f;(zo).

Mais
D fi(xo).v = (V fi(10), v)
et par suite v € T, ;M ssi (Vf;(xg),v) = 0 ssi Vfi(xg) € Ny M, pour i =
1,....,n—Fkie.
NyoM = Vect(V fi(xo), ..., V fr(x0)).
On a déja vu que
TooM = Im Dg(yo)

qui est engendré par les vecteurs @(yg) pour i = 1,..., k. Ce qui prouve la

ox;
deuxiéme caractérisation.
Exemple 6
Pour g € S™ = f~1({0}) C R"™, avec

fx)=a?+ .. 4+ Tpe — 1
qui est une submersion, car on a
Vf (CL') = 2($17 "'7'7;71-"—1) =2z 7& 0

et donc
NzogS™ = Vect(z,) = Ruxy.



Definition 11 Soit M une sous-variété de R" de classe CP et de dimension k.
On appelle fibré normal & M "ensemble NM=U,cpy N, M = {(x,v) € R" x R"

Proposition 12 Si M est une sous-variété de R™ de classe (P et de di-
mension k, alors NM est une sous-variété de R x R" de classe CP~tet de
dimension n.

Démonstration. Soit (zg,v) € NM , f : U — R"* une équation locale
réguliére de M au voisinage de xg et ¢ : Q C R¥ — R", une paramétrisation
locale de M au voisinage de zy. On pose alors F' : U x R* — R"* x RF
définie par :

Fla.o) = (1) (e ) oo (005 ) )

F est de classe CP~ ! et 5

Oy

=1I,0Dgog .

5 Applications Différentiables

Soient M, et M, deux sous-variétés de R™et R™ de dimension kjet ko re-
spctivement et de classe CP.

Definition 13 Soit 2 un ouvert de M; et fQ — M, une application. f
est dite différentielle en un point xo € Q ssi il existe un voisinage ouwvert U
de xy dans R™ et une application F:U— R™ différentiable en xy telle que
F(z)=f(x) pour tout xc QNU. f est différentiable sur S si f est différentiable
en tout point de ).

Exemple

f:8"— R, f(z) = 1.7, est de classe C*° sur S"~1.

En effet, on considérer I'application; F': R"™' — R, F(z) = 1...7,41 qui
est de classe C™ et dont la restriction a S™ est égal & f.

Définition

Soit f:M; — M, une application de classe CP en xy. on appelle différen-
tielle de f en zo que 'on note d,,f : l'application de T, M; — Ty Ma
définie par

duo f(v) = (f07) (0),

cx e M,ve N, M} .



oy € Cypy (M) avec 7' (0) = v.

Proposition

Si f :Q C My — My est différentiable en xo € €0, alors d,, f est applica-
tion linéaire bien définie entre les espaces Ty My et T, My . Si F': U — R™
est un prolongement local de [ au voisinage de xo (i.e. si U est un voisinage
de xo dans R™ et F(x) = f(x) pour tout x € U NQ, alors d,,f est la
restriction de D f(xq) au sous espace Ty, M.

Exemples

1-Si M est une sous-variété de classe C? de R", alors idy; : M — M est
de classe CP et on a d, Iy = Ir, M.

2- Si M est une sous-variéte de classe C? de R™ alors I'injection canonique
de M dans R" ((i(z) = = ) est de classe CP et d,,i est linjection canonique
de T,, M dans R" (d,,i(v) = v).

3-Si M est une sous-variété de classe C? de R"™, alors 7 : TM — M,
m(x,v) = z est de classe CP~! et dr est la projection de RF x R¥ — RF.

Théoréme.

Soit M, EN My % My des applications telles que f est différentiable en
xg € My et g est différentiable en g(xo) € M. Alors gof est différentiable
en To et on a:

dyo (90f) = df(z)90du, -

Démonstration

Si F' est un prolongement llocal de f au voisinage de zy et G est un pro-
longement local de g au voisinage de f(xg) alors GoF' (qui est différentiable)
est un prolongement local de gof au voisinage de xy d’ou la régularité de
gof. Si c € Oy M,y vérifie ¢/(0) = v, alors foc € Cf(yy)Ma est telle que

(foc) (0) = dqy f (v)
et
dz (90f) = (go(foc)) (0)
= df(u0)9 (dzo V)

i.e.
divo (gof) = df(mo)gOdzof-

Difféomorphismes entre sous-variétés
Définition
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fiMy — My est un CP-difféeomorphisme ssi f est un CP-difféomorphisme
sur My, f est bijective et f=' est un CP-difféomorphisme sur M.

f est un CP-difféeomorphisme local en xq ssi il existe un voisinage ouvert
Q de xo dans My tel que f(Q) soit un voisinage ouvert de f(xy) dans My
et f:Q— f(Q) soit un CP-diffeomorphisme.

fiMy — My est un CP-difféomorphisme local de M, sur son image ssi f
est un CP-difféomorphisme local en tout point de M;.

Proposition

Si f:M1 — M4 est un CP-difféomorphisme local en xg alors dy, f : Ty My —
Tf(zp) My est un isomorphisme linéaire (isomorpmisme d’espaces vectoriels bi-
continue) et on a

df(mo) (f_l) = (dxof)il .

Démonstration
Nous avons

Z.dTIOMl = dwo (filof) = df(:vo)filodxof
et
; _ -1\ __ —1
Zde(xO)M2 - df(ﬂfo) (fOf ) - dmodef(l’o)f .

Cartes locales

Définition

Soit M une sous-variété de R™ de dimension k et de classe C? et xy € M.
Une carte local de M en z, est un couple (U, ¢) ot U est un ouvert de M
contenant zg et o : U — Q C R* un CP -difféomorphisme ot 2 ouvert. Si de
plus ¢(zg) = 0, (U, p) est dite carte locale centrée en x.

Exemple: Le cercle

St={(z,y) e R®: 2* +y* =1}

={zeC:|z|=1}

Posons

Uy = St — {(1’0)}7 Uy = St — {(_170)}

Uy, Uy sont des ouverts de S*.
On définit

11



27t

p1: U1 = 0,1 5 z2=¢e"" — p(2) =t

et
i2m(t+1)

U — ]0,1[ s2=e¢ =y (2) =t

(U1, ¢1),(Us, ¢5) forment alors 2 cartes locales sur S*.

Exercice
On appelle pole nord (resp. pole sud) de S™ le point N = (0,...,0,1)
(resp. S = (0,...,0,—1). On considére les applications

n Yn
5" —{N} - R", sy Yng1) — N
o 57 =N} () (1 — 1= yn+1)
hn Yn
:S"—{S} —- R", e — -

appelées respectivement projections stéréographiques de pole nord et de pole
sud.

1) Montrer que (¢ (y),0) (resp.(¢g (), 0) ) est 'unique point d’intersection
de R™ x {0} avec la demi-droite |N, (Y1, ..o, Ynt1)[ ( 1S, (Y1 s Yns1)| )-

2) Montrer que (S™ — {N},on),(S™ —{S},vg), sont des cartes locales
de la sphére S™.
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