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Exercice 1:
Calculer les courbures des courbes paramétrée par la longueur de ’arc suivantes:

1. at) = (\1[ cost, fcost smt)

On a o/(t) = (\[lblnt, %

Le vecteur tangent T'(t) = o/ (t) = (\fl sint, == Lsint, cos t) la courbure est donc:

sint, cos t)

k) = |T®)| = H( cost, cost smt> H
\/7 \/7
= \/1cos2t+10082t+sin2t
2 2

D’ou k(t) =
2. a(t) = (VI+2,In(t+V1+¢2)).

t 1 t 1
Ona o/(t Le vecteur tangent T'(¢
0= (75 7rs) went 700 = (e ) ©
1 —t 1 t? 1
T'(t) = : dou k(t) = [T"@)] = + =
((1+t2)§ (1+t2)3> (1+t2)3 (1+t2)3 14 1¢2
3.Mw:(%ﬂ+®%%@fﬂi¢i)tekLu
On a d/(t) = (% (1+ t)% , 5 (1— t)z, %) Le vecteur tangent unitaire
1 1 =1 -1
Tt =o't = (31+0%, 32005 L) et 1) = (J0+H7 10 -7 0).
2
Dot k(t) = /(1 + D)+ (1 - )7 = 1 [ 7=
Exercice 2:
Calculer les éléments de Frenet (T, k, N, B, 7) des courbes suivantes:
1 31 2
1.sz(§a+@a§u—wzvz)tequ.
On a, d'apres Vexl, T(t) = (3 (140}, (1 - 0)3, 1) et k(1) = 5! L
) p ) —\2 ’ g VG W) 1— t2
T (¢ -1 -
Le vecteur normal: N(t) = k((t)) =2V2y1 -2 (% (1+t)2 21— t)Tl,O) par suite:

N@z%ﬁl)%ﬂﬂﬁ®



Le vecteur binormal

B(t) = T{t)AN(@®)

- ((‘21(1_t)%,0>_1(1+t)5,<21(1+t)50> ;(l—t) 2\1/5(1+t)+2\1/§(1—t)>
= (_21(1+t)5,;(1t)5,\}§>

La torsion 7(t) = B'(t).N(t), or B'(t)

I\)‘H

\V]

(—71 1+ ,3La —t)%l,o), d’on

o=z ((50) +(15) ) - v

a(t) = (VI+ &t (t+V1+82))

On a, o/(t) = (ﬁ, 1, ﬁ) de norme ||/ (t)|| = v/2 # 1 , donc la courbe n’est pas paramétrée par
la longueur de l’arc.

a'(t)
On pose v(t) = ||/ (t)|| = V2. Le vecteur tangent T'(t) = o0 = % (\/#, 1, ﬁ)
T'(t) 1 —t
Le vecteur normal N(t) = ———— ou T"(t) = ,0, donc
17 @)l Va4 (1)t

12
/ _ 1 _ 1
177 @)| = \/5\/(1 + ) + (1+2)3 ~ V20+e) et

_ (V2(1442) 1 —t B 1 —t
N(t)i( V2 )((1_”2)2’0’ (1+t2)3> ((1+t2)§ 0, (1+t2)é>'

Enfin, le vecteur binormal

B(t) = T()AN()

_ ( —t 1 N t? -1 >
T\ 422 V2 +12)  V2(1412) V2(1 + 12)3

- (o e v )
VR +2)2 V2T VR(1+12):

Calculons, maintenant, la courbure k et la torsion 7:

/
La courbure: k(t) = ”T( )l L L =

1
o) V2V2(1412)  2(1+12)
sion: T :—L ! r B'(t) = L 1 ! ne
La torsion: 7(t) o) (B'(t).N(t)), or B'(t) 72 <(1+t2)3707 (1+t2)3)' Do
11 -1 2 N B
T = T2(11 )8 <(1+t2)5 - (1+t2>5>’ TS

Exercice 3:
On donne la courbe a définie par Vi € R : «(t) = (¢, f )) c’est le graphe d’une fonction réelle f.
On a o/(t) = (1, f'(t)) de norme ||&/(t)|| = /1 + f%(t) # 1, donc la courbe a n’est pas paramétrée par

la longueur de l’arc.
(¢ 1
On pose v(t) = ||[&/(t)]| = +/1+ f2(t). Le vecteur tangent T'(t) = () = (1, f(t)) de

o0 - IT 0
, FOSEO
T = <<1 ) (4 R >>3>

dérivée




La courbure

ey — IOl 0720+ 772(0)
(1) W 1+f’2 >>

- /1 +f'2 \/ 1 + f/2 1+ f/2 %
Exercice 4:

Soit o une courbe réguliére paramétrée de classe C2, on note par s(t) une abscisse curviligne de a et

u(t) = s'(t) = [’ @)

o Montrer que k(s(t)) = W

Comme
o (t) = (c% = z—j% =T(s(t)).s'(t) = v(t).T(s(t))
Alors
0"(1) = S WOT((0) = v/ (0)-Ts(0)) + v(t)(T(5(6)))
= '(t).T(s(t)) + 02 (t)k(s(t)).N(s(t))
D’ou

o/ () Aa”(t) = (u(t).T(s(1)) A (v'(1)-T(s(t) +v* (1)k(s()).N(s(t))

)-T'(s(
= w(®)v'(1).(T(s(t)) AT(s(t))) + v (£)k(s()).(T(s(t)) A N(s(t)))
= v3(t)k(s(t)).B(s(t)) car TAT=0et TAN =B

Done ||/ (t) A a” (1) = v3()k(s(1)- | B(s(t))[| = v* (£)k(s(t) = o’ (8)[|* k(s(t)) car | B(s(t))] = 1.
Par conséquent
[o/(t) Ao (1)

k(s(t)) =

o (8]
_ ' @®).(@”(@®)Aa" (1))

e Montrer que T(s(t)) = T (Ora (O

On utilise les formules de Frenet
T'(s(t))
N'(s(t))
B'(s(t))

I
[
<
—~
o~
~—
e
—
V2]
—~
~+

| =
S
—~
V)

Et

() = V(). T(s(t)

t)k(s(t)).B(s(t))- Dou [l (£) A o (8)[|* = v () (k(s(t)))*.

On a déja montrer que o' (¢) Ao’ (t) = v

W
—~



D’autre part

()N (t) = ()30 (R)u(t)k(s(t)) + v () (k(s(1))))-B(s(t)) — o' (£)v® (8)7(s(£) k(s(1)).N (s(1))
—0?(L)k(s()) (0" (t) — v* (k> (s()))-B(s(£)) + v° (O)k (s())7(s())- T(5(1))
= WK (s(0))7(s(1)).T(s(t)) — o' (t)0* ()7 (s(8))k(5(t))-N (s(t))
+ (30 (v ()k(s(t)) + ' (0)0* (1) (k(s(1)))" — v (@)k(s()v" (t) — 0* (1)K (s(1))) -B(s(1))
Maintenant
o (). () Ana(t) = OOk s(6)T(s(t) IT(s(t))]]
= OOk (s(t)7(s(1))
D’ou

o (). (t) Aa'(2) O (R (s(t))T(s(t))
lo’(8) A e (8)]|* vO(t)(k(s(t)))?

Exercice 5: ,
Considérons la courbe 3 : |0, +0o[ — R? définie par: B(t) = <f V1 — e 2udu, e_t) :
0

1. La courbe (8 est-elle paramétrée par longueur d’arc ?
On a: f'(t) = (V1—e %, —e™") de norme: ||8'(t)|| = 1.
[ est bien paramétrisée par longueur d’arc.

2. Calculons la distance entre p = B(t) et ¢ = C, N (ox).

e Déterminons une équation paramétrique de la droite Cj:

La droite C), est dirigée par §'(t), c’est 'ensemble des point m(t) = (z(t),y(t)) de R? tels que le vecteur
_ [N
B(t)m(t) soit colinéaire a '(t). i.e, il existe une fonction A\(t) € R telle que B(t)m(t) = A(t)B3'(t).

a(t) - jt’ VI—e 2udu= \t)VI—e 2
0
yt) — et = —A(t)e
de Cp est donnée par (f VI—e2udu+ A(t)v1—e 2, (1 - \(t)) e—t)
0

Ce qui donne , et par suite la représentation paramétrique

e Soit ¢ lintersection de la droite C), avec I'axe (ox) c’est-a-dire (1 — A\(¢))e™" = 0 et donc A(t) =1
vt € 10, 400].

¢
Par suite ¢ = (\/1 —e 20+ [V1-— e2udu70>
0

e La distance entre p et q est le réel pg = ||pg||, or pg = (\/1 —e~2t, fe*t) de norme
Il = V1= e e = 1= gy

3. Calculons la courbure de 3:

k(t) = |T'(¢)||, et comme T(t) = B'(t) = (V1—e 2, —e"), alors T'(t) = (162;_%,6’5> d’ou
ot
k@) = T8l = Nk
Exercice 6:

t t t
1 2 1 2u) si 1 2
soit () = (/( + ch u) cosuduv/( + ch u) smudu,/( + ch u) shudu>

ch?u ch?u ch?u

0 0 0
(1 + cth)

le vecteur vitesse de la courbe y est: +/(t) = = (cost,sint, sht) de norme:
c

o) = L),

1. Déterminer le repére de Frenet:



1+ ch*t '(t 1
e Posons v(t) = % Le vecteur tangent T'(t) = Z/((t)) =7 (cost,sint, sht)
e Le vecteur normal: N(t) = ) oun T'(t) = 1 (—sintcht — sht cost, costcht — sintsht, 1) de
' IOl - ch?t ’ ’
V2
T — V% o
norme ||7"(t)]| pt d’ott

1

N(t) = (—sintcht — sht cost, costcht — sintsht, 1)

V/2cht

e Le vecteur binormal est: B(t) =T(t) AN(t) = (sintcht — sht cost, —cht cost — shtsint, 1).

1
V/2cht
2. Calculer la courbure k et la torsion T :

Tl ekt V2 V2

e La courbure: x(t) = = ——. Enfin «(t)

v(t) (1 + ch?t) cht’ T 1+ ch?t
sht
e La torsion:7(t) = ——— (B'(t), N(t)), or B'(t) = chtsint + shtcost, shtsint — cht cost, —1
(1) =~ 55 (BO.N ). or () = 22 )
cht sht sht
d t)=— —2ch?t) | dou 7(t) = ————-.
one 7(t) (1 + ch?t) <26h3t( ¢ )) ot (t) 1+ ch?t
3. Verifier que la fonction % est constante:
T+ K
2 (1+ ch?t 2 (1+ ch?t
r :\[( te ):\f( T ),ainsi il =42
72 + K2 (sh?t + 2) (14 ch?t) 72 + K2

Exercice 7:

Soit a(t) une représentation paramétrique en fonction de ’abscisse curviligne de la courbe dont la courbure
et la torsion sont constantes. a(t) s’obtient comme solution du systéme différentiel résultant des formules de
Frenet:

T'(t) = ko.N(t)
N'(t) = —koT(t)+70.B(t) ouT({t)=da(t)et B=TAN
B'(t) = —70.N(t)

o Siko=0: Alors & (t) =T'(t) = 0, d’ou

a(t) =at +b ou a et b des vecteurs constants

La courbe est donc une droite.
e Supposons maintenant que ko 7 0. Il vient
N'(t) = —ko.T'(t) + 70.B'(t)
= —k3.N(t)—73.N(t) = — (k3 +73).N(t)
Ou
N"(t) + (k§ +75)-N(t) =0

c’est une équation difféentielle du seconde ordre avec équation caractéristique r% + (k 4+ 73) = 0, ot la
solution générale est donnée par

N(t) = acos (( (k2 + T%)) t) + bsin <<m> t) avec des vecteurs constants a et b

d’ou

o (t) T'(t) = koN(t)

= koacos (( (k3 + 73)> t) + kobsin (( (k2 + rﬁ)) t)



Par intégration, il vient

o' (t) = T(t) = (kg(JM%)asin <( (k2 +Tg)) t> - (kgoJrT%)bcos <( (k2 + Tg)> t> +e

at) = (kgfoq_%)acos <<\/M) t) - (k%k-i?T%)bSin (< (k2 +73)) t> Tet+d

Ou a, b, ¢, d sont des vecteurs constants.
Les vecteurs a, b, c ne sont pas arbitraires: on a N.N = 1 et T.N = 0 impliquent a.a = b.b = 1 et
a.b = a.c = b.c = 0. Les vecteurs a, b et ﬁ sont donc orthonormaux.

Et

Finalement «(¢) représente une hélice circulaire de rayon (kzﬁ_i(’#)
0 0



