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1.

Soit & une courbe paramétrée par la longueur de I'arc avec k, 7 # 0.

1) @ € Sphere:

On a ||a(t)|| = este, donc &/ (t).a(t) = 0, c-a-d T.a(t) = 0.

D’autre part a(t) = AT 4+ uN + vB...(x)

composant (%) par T: T.a(t) = M|T| + w(N.T) + v(B.T) = 0, donc
A=0. Dot o = uN +vB...(1).

Dérivons (1): o/(t) = W'N + uN"+ v'B + vB’. Les formules de Frenet
donnent: T = /N — pkT 4+ uytB +1v'B — TvN. Clest-a-dire: (1 — pk)T +
(tv = )N — (v/ + pr)B = 0. Ce ci implique

1—pk = 0 uk = %
w—p = 0 =< w—yu = L1(3)
V4ur = 0 vV4+pur = 0. (2)
1,1\
(2) donne <T(k)l> =0.

Inversement:
a — (AT + vN + vB) un vecteur de R®. Montrons que ce vecteur est
constant.

(¢ = (AT +puN +vB)) =a' = NT = XT" — /N — uN' —v'B —vB’
=T —NT —MkN — (/N + ukT — yvB —v'B + 7vN
=1 =N+ pk)T+ (v —p' = X)N + (= — u7)B

=1 —pk)T+ (v — )N+ (= —ur)B (A=0)
1
=(1- %k)T—F (v —Tv)N— (V' —V)B=0
C-a-d a — (\T'+ vN 4+ vB) = cste
2.
On considere 'ellipsoide E d’équation z? + y? + 522 = 1.
1. Montrer que p(u,v) = (cosusinwv,sinusinv, % cosv) avec (u,v) €
10, 27[ x |0, 7| est une paramétrisation réguliére de E.

2
On a bien (cos usinv)? + (sinu sinv)* +5 (% cosv) = sin?v4cos?v = 1.
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De plus, La différentielle de ¢ en un point (u, v) de |0, 2w[x]0, 7[ est donnée
par la matrice
—sinusinv  cosucosv
cosusinv  sinwcosv

0 ——=sinv

V5

Donc elle est toujours de rang 2.

—sinusinv cosucosv
Par exp: det (

. . # 0. Cette représentation est
cosusinv  sinucosv

donc réguliere.
2. Calculer Uaire de la surface E.

le plan tangent est engendré par les vecteurs ¢,, et ¢, olt: ¢, = (—sinwusinv, cosusinv, 0)

1
et ¢, = | cosucoswv,sinucosv, fﬁ sin v) . Dans cette base, la matrice
E F sin“ v 0
de la premiere forme fondamentale est = 1 .
P (F G) 0 COSQU—I—gSiDQU

1
L’élément de volume est: VEG — F2dudv = ﬁ sin vv/'1 + 4 cos? vdudwv.

L’aire de I'ellipsoide est donc

T 27 1
AlE] = — sinvv/1 + 4 cos? vdudv
2= [ e

L | or (1
= 27r/ — sinvy/1 4+ 4 cos?2 vdudv = — / V14 4t2dt
v=0 V5 V5 Ji=—1

En utilisant le changement de variable 2¢ = sinh 8, on obtient le calcul de
primitive

1 1 1/1
/\/1 + 42 = 5/cosh2 0do = 5 /(cosh(29)+1)d9 =3 (2sinh(20) + 9)
1 1
— { (sinhOcosh6) +0) = 5 (%/1 T A2 (2t + V1t 4t2))

Par conséquent, l'aire de F est:

A[E]:%(2\/5+ln(2+\/5)> _ﬂ<2+l"(2jg\/g)>

Exercice 3.
Soit a > 0.

1. Déterminons les coefficients F, F, G de la premiere forme fondamentale
de la caténoide C:

fu = (—acoshwvsinu,acoshvcosu,0); f, = (asinh v cosu, asinh vsinu, a)
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ce qui donne
E = fu.fu=a%cosh’v; F = f,.f, = 0;G = fu.f, = a.coshy v

Et pour p € C, on a donc

j a? cosh? v 0
P 0 a?cosh?v )

2. Le nouveau paramétrage de I'hélicoide H: ¢(s,t) = (tcoss,tsins,as).
Soit ¢(u,v) = (s,t) = (u,asinhv), la matrice jacobienne de ¢ est

0s 0Os
o . 1 0

A= % % o ( 0 acoshv )
ou Ov

Le déterminant de A est: det A = acoshv # 0 car a > 0.

La matrice A est inversible et donc g o ¢ est un nouveau paramétrage de
I'hélicoide donné par: g(u,v) = (asinh v cosu, asinh v sin u, au)

3. Déterminons les coefficients E', F', G':

gu = (—asinhvsinw, asinh v cosu, a); g, = (a cosh v cosu, a cosh v sinu, 0)
Ce qui donne
E' = gy.gu = a®cosh? v; F' = g,.9, = 0; G’ = g,.9, = a® cosh?.

Et pour p € H, on a

2 2
, _( a®cosh®v 0 _
I”( 0 aQCoshzv>Ip'

4. On conclut qu’il est possible de transformer la caténoide en hélicoide de
maniere continue. Ce qui implique que ces deux surfaces sont localement
isométriques.

4.

Soit S la surface de R® d’équation 2 (222 + y?) + 2 =0

1. La surface S est paramétrée par ¢(u,v) = (72(u2 +2v%),u
2. Déterminer une base de l’espace tangent a la surface S en A(—

).

6,1,—1):
Le point A est obtenu au point du parametre (u,v) = (1,—1), on calcule
0 0
—¢ = ¢, = (—4u, 1,0) et a—(b = ¢, = (—8v,0,1)

Donc ¢, (1,—1) = (—4,1,0) et ¢,(1,—1) = (8,0,1). Ces deux vecteurs
forment une base de l'espace tangent & .S au point de parameétre (u,v) =

(1,-1).
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3. Calculer un vecteur normal & la surface S en A(—6,1,—1):

On a N(u,v) = ¢y A ¢ = (1,4u,8v) dout N(1,—-1) = (1,4, —8).

4. Calculer, au point p de S , la premiére forme fondamentale I, de S:
Soit p = ¢(u,v) € S, le plan tangent au point p est engendré par {¢,, o, }
ou ¢, = (—4u, 1,0) et ¢, = (—8v,0,1).

la premiere forme fondamentale I, de S est définie par la matrice symétrique
< ? g >, ot E = (¢y.0u), F = (du-00) et G = (¢y.¢,). On calcule
E =16u’+1, F = 32uv et G = 64v2 + 1, donc

I, = (16u2 + 1) du?® + 64uvdudy + (641}2 + 1) dv?

5.
Soient F' le point (0,0,1) de R3 et H le plan d’équation z = —1.

On pose S = {M € R3 telque : distance de M & F = distansce de M & H}

1. Montrer que l’ensemble S est défini par une équation de la forme
z = f(z,y) qu’on explicitera.

Soit M = (x,y,z) € R3, la distance de M & F est donnée par: di(M, F) =
\/332 +92+(2—1)% et celle de M & H est définie par: do(M, H) =
|z +1].

Comme, par hypothese, d (M, F) = do( M, H), alors: x4y + (2 — 1)2 =

1 1
(z+ 1)%. Ce qui donne z = Z($2 +9?). Dou f(z,y) = Z(xz +12).

2. Donner un paramétrage régulier de S.

On parametre la surface S par
Lo 9
x(u,v) = u,v,z(u +v7)

La différentielle de y en un point (u,v) de U C R? est donnée par la
matrice

1 0
0 1
11
2% 9"

donc elle est toujours de rang 2. Cette représentation est donc réguliere.

3. Cualculer, en chaque point p € S, la premiére forme fondamentale I,
de S.

le plan tangent & S en un point p € S est engendré par les vecteurs x,, et
Xv Ou les dérivées premieres du paramétrage sont:

—101 t —011
Xu = ,,2’LL €l Xov = 772’0 .

4
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Dans cette base, les coefficients de la premiere forme fondamentale sont

donnés par:
1, 1 14
E:Xu.xu:1+1u ,F:XU.XU:ZuvetG:Xv.szlJer .

d’ol1, la matrice de la premiere forme fondamentale est:

1412 2
_ 4u 4UU
’ - 1+ Lo?
—Uuv -
4 4



