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Chapitre 1 : Notions de calcul différentiel
Soitn € N* — {1}
1. Normes
Définition 1.1

e Unvecteur x € R™ est un objet composé de n nombres réels. Il peut étre considéré comme
un point dans un espace de dimension n.

En général, nous considérons les vectrices colonnes :

X1
X2 T P

x =[] x"= [xq,x3 ..., x,] (Le transposé de vecteur colonne Xx).
le

Rappel des opérations vectorielles standard : x + y,x- y,ax (e ER) L
e Norme | d’un vecteur x = (xq, X5, ..., X,) de R™, la quantité :

lIxI]. = lxsl + D2l + oo + xpl
1

e Norme euclidienne (norme 2, [,-norm) d’un vecteur x = (xy,%5,..,%,)¢ de R", la
quantité :

Iell, = [+ 23 + o4 23

e Norme infini dite aussi distance de Tchebychev d’un vecteur x = (xq, x5, ..., x,)¢ de R™,
la quantité :

[IxI| = max(|xyl, |x2], ..., |%5])
[ee]

Remarque 1.1
La distance entre deux points x,y € R™ est égale a ||x — yl|,

Exemple 1.1

Soitx = (_35)

1], = |51+ 13| = 8

|le|2 i=(-5)2+ (3)2 = V34
||x||00 = max(|-5[,13]) =5
Définition 1.2

e |eproduitscalaire entre deux vecteurs de laméme dimension x = (xq, x5, ...,x,) ety =
(Y1, Y2, - Y )t de R™est donné par :

<Xy >= Yo%V =XtV t o+ Xndn
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e On dit que deux vecteurs x et y sont perpendiculaires (x-Ly) ssi x.y = 0

Exemple 1.2
Soientx = ((1)) ety = (i)

xt.y = (1,0) (i) —1.240.1=2

Remarque 1.2
On remarque que la norme euclidienne d’un vecteur x = (x4, Xy, ..., x,)" de R™ n’est que :

|Ixl], =", =\/xf+x§+---+x,%

Elle représente sa distance par rapport au point d’origine (0,0,...,0).

Définition 1.3

e Une matrice A de dimension m *xn (A € R™™) est un tableau rectangulaire de m *n
éléments avec m lignes et n colonnes.

a;; Qg A1n

a1 Az arn
A =

Am1 Amz2 " Qmn

e Alternativement, A est un ensemble de n vecteurs colonne 4 4, ..., A,, € R™ ou encore un
ensemble de m vecteurs ligne A4, ..., 4,, € R"

Ay,
A

A=1[Ay .., AyJoud =77

Am.

e SoientA,B €R™"etC = A £ B,alorsc;; = a;;+ bjjpouri =1,..,metj =

1,..,n
e SoitA€R™k BeR¥MetC = AB,alors ¢;; = Yoy ay by;
e Le déterminant d’une matrice carrée A € R™"™ peut étre calculé par la formule suivante :

det(A) = X7, aq; (—1)*/ det(4y))

avec A, ; la matrice obtenue en enlevant de la matrice A sa premiere ligne et sa j¢™e colonne.

Exemple 1.3
ai1 Ai2 . _
|a21 a22|_ 11022 — Q12023
Zi ZZ Z;z :a11|a22 a23|—a12|a21 a23| a13|a21 a22|
Az, sy Qss a3z 04zz 31 dz3 az; dzz
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-2 2 =3
-1 1 3|=18
2 0 3

(—2)[1 % 3 — 0 % 3] — 2[(-1)*3-2*3)]+(-3)[(-1)*0-2*1] = 18
2. Fonctions réelles de plusieurs variables réelles
Définition 2.1

On dit que f: R™ =2 R est une fonction réelle de plusieurs variables réelles (pour abréger, on
dit seulement fonction) s’il existe un domaine D c R™ tel que f : Dy 2 R est une application,

i.e.:

VX € Dp,3! z € Rtelquez = f(X)

4—'(7;3)

A
o

J
Dr est appelé domaine de définition de f.
Exemple 2.1
fi:R*2>R
(,y) 2 flxy) = ¥’y +1
fz :RZ 9 R
+
@) [y = 1=
fs:R* 2R
(x,}’) > f(x’y) = ,/1 —x?2 _y2
f-:R* 2R

(x,y) 2 f(xy) =n(x*|y))
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Définition 2.2 : Fonction radiale
Soit f une fonction de R™ dans R. On appelle une fonction radiale associée a f, la fonction
notée @, définie par :
@ : Ry + [0,m]""% % [0,2m[ - R
(1,01, 92,9, ,0) = FOO = lim Dy (7,01, 02,9, ,,6)
Avecr = [1X]],.

Remarque 2.1

Pour calculer une fonction radiale, il suffit d’utiliser les coordonnées polaires en dimension
deux, les coordonnées sphériques en dimensions trois ou les coordonnées hyper-sphériques en
dimensions supérieurs a trois.

Exemples 2.2

e Soitf(x,y)=x+xy—1
x =rcos(0)

Posons : {y = rsin(0)

avecr > 0etf € [0,2r[

La fonction radiale @ associée a f est :
@ (r,0) = r*(cos®6 + cosfsinf) — 1

e Soitf(x,y,z) =xyz
X = rcosfsing
y = rsinfsing
Z = cosQ
avecr >0, 6 € [0,2rn[ et ¢ € [0, .

La fonction radiale associee a f est donnée par :

@, (1,6, ) = ricos(8)sin(0)sin’(p)cos(¢)

Définition 2.3 : Les limites

Soient £ une fonction réelle de plusieurs variables réelles, a un point d’accumulation® de Dy et
[l € RU {zo0}.

1 Soient E un espace topologique, A une partie non vide de E, eta € E. On dit que le pointaestun point
d'accumulation de A s'il est adhérent a A sans étre isolé dans A. Un tel point x n'est pas nécessairement un point
de A.

Exemple : Pour A = {—1} U [0,1[, 1 est un point d'accumulation, mais -1 ne I'est pas.
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1- Ondit que f admet une limite | en a ssi :

lim ®f (1,01, 2,..., 95, 0) =1

r—0

Avecr = ||X — a||2 et [ estindépendantde 6 et ¢;, Vi € {1,...,n — 2}.

Onnotealorsf(X)“XT>l imfX) =1, fol, fOO L

I[, -0
Dans I’exemple de la figure précédente, il existe une infinité de direction permettant de se
rapprocher du point (a4, a,). Par exemple, on peut se rapprocher de ce point par une ligne
paralléle de I’axe des x, par une ligne paralléle de 1’axe des y, ou bien par n’importe quelle
courbe passant par ce point.

4\ p(1.5>

2- On dit que f admet une limite | a I’infini ssi :
rl—i}-zloo ch (T, P, P2y vs P2, 9) =1
Avec r = ||X||2 et L estindépendant de 0 et g, Vi € {1,...,n — 2}.

On note alors f(X) : xliToof(X) =1, f+—>ool , fX)—> L

l
||X||2 —+00 X—->+

Remarque 2.2

Apreés le calcul de la limite au point (a4, a,) par un remplacement direct (on remplace x par
a, ety par a,), si on obtient :

- Unnombre rationnel a/b, avec b # 0, alors celle-ci est la valeur de la limite.
- Laforme a/0 avec a # 0, alors la limite n’existe pas (% est indéfini).

0 . , . 0 . , .,
- Laforme o alors plus de travail est nécessaire (6 est indéterminée).
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Théoremes 2.1 : Limites spéciales

1. lim 3@ _ 4

) x>0 X
2. lim&S®=L _

' x—0 X

1
3. lirr(l)(l +x)x=e
X—
e*—1

4. lim =1

x-0 X

Stratégies de calcul des limites

- Stratégie A : Calcul de la limite par un remplacement direct de x ety

o lim £+cos(x)=i—cos(7r)

(ey)-Q,m) Y y T
2-1 _ 4%-1

lim —= =1
(x,y)—(4,3) 3x+y 3%4+3
X l)m%2 2 x’;+34 = 22:34 =5= indéfinie—> la limite n’existe pas
x,y)—(2, - *¥a—

. tan(x24+y%) 0 _ . . . s , .
o lim ———=-=lindéterminée > Essayez avec d’autres stratégies
(x,y)—(0,0) Xty 0

(manipulation de la fonction, cordonnées polaires, rapprochement au point a

travers plusieurs directions) (voir le document « limits and continuity.pdf »).

- Stratégie B : manipuler la fonction en quelque chose que nous connaissons (a partir
de connaissances antérieures)

R , . . tan(x2+y?) _ sin(x2+y?) 1
e L’exemple précédent : (x,yl)IE%O,O) T xiry? sty
. li sin(x?+y?) _ li sin(x?+y?) _ li sin(X) _ 1 (limi
Arnoterque: = lim ~—con—= lim =i =lm=s= (limite
,y)—(0,0) XxX°+Yy x2+y2-50 X°tYy X-0
spéciale)
1 1
Lim ——=-=1
(x,)—(0,0) cos(x?+y?) 1
2 2
Alors: ljm 22 _ 1(1) =1
(x,y)—-(0,0) x°+y 1

- Stratégie C : Calculer la limite en se rapprochant du point concerné a travers
différentes directions

Rappelons qu’une fonction admet une limite en un point X si le calcul des limites a travers
n’importe quelle direction passant par ce point X donne la méme valeur. Sinon, si on
trouve que deux directions donnent deux valeurs différents de limite, alors la limite au

point X n’existe pas (voir la figure précédente).
li xy+y”

Exemple : Montrer que
P a (x,y)~(0,0) x*+y?

n’existe pas.

Essayons avec deux directions passant par le point (0,0) : x = y (ligne) et y = x2 (courbe)
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xX=Yy

y=x

xy +y° Y +y®
1m —_—_ = 1m Ea—
@y)~00x2 +y2  3y)-(00) y2 + y?

(x,y) = (0,0) ou (y,y) — (0,0) peut étre
représenté maintenant par seulement y — 0

xy +y3

m E——

(x)~(0,0) x2 + y2
yi+y: . y*(1+y) 1
= lim =1 =—
y-0y2 +y2 y-0  2y2 2

xy+y® x(x?) + (x%)°
(x,y)lir(lom x2+y2 (x.ngg}om x2 + (x2)2
(x,v) - (0,0) ou (x,x2) - (0,0) peut étre
représenté maintenant par seulement x — 0

xy +y? x3 + x®
im = lim
(xy)=>(00) x2 +y2 x>0 x% + x*
x3(1+x3)
= lim ———=
x-0 x2(1 + x?)
x3(1+x3)

= x50 x2(1 + x2)
x(1+x%)  0Q1)
0 L+x2) 1

Le calcul de la limite a travers deux directions différentes donne deux valeurs différentes
(1/2 et 0), donc la limite en point (0,0) n’existe pas.

2xy

lim

Exemple : calculer —
(x,y)=(0,0) X“+y

Puisque la limite sera calculée en point (0,0), il convient d'essayer toutes les directions

défini pary = mx (m € R) :

Algébriquement, on utilise I’équation y = mx (remplacer y par mx).

2xy

2xmx

x%2m

lim ————= lim @——————= lim @ —————<
xy)~00)x%2 +y2  (xmx)-00x% + (Mx)?  (xmx)-0,0)x2(1 + m?2)

2m

= im _—
(x,;mx)—(0,0) 1 + m?2

(x,y) ou (x,mx) — (0,0) peut étre représenté maintenant par seulement x — 0

2m

2m

im
x-01 + m?

=1+m2

Sachant que x n’apparaisse pas dans I’expression. Ceci indique que plusieurs directions

linéaires résultent en différents valeurs.
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. . , i . 2%0
=  Sim = 0 (se rapprocher a travers I’axe x), la limite est : i 0

= Sim = 1 (se rapprocher a travers la droite y = x), la limite est : 12:2 =1

Ainsi, la limite en point (0,0) n’existe pas.

- Stratégie 4 : Calcul de la limite a travers la fonction radiale (coordonnées polaires,
sphériques ou hyper-sphériques).

Soit f(x,y) =

x2+y2

lim fx,y)=? x=0,9=0
(x,¥)~(x0,50)

X = x¢ +rcos(0)
Posons : y = Yo +rsin(6) avecr > 0 et 6 € [0,2n[

r=IGI|, = Va2 +y?

La fonction radiale @, associée a f est

3
o= 20

= lim & (r, 6
oiimy o f (0 y) = lim & (r, 6)

llm rcos3(0) = cos3(0) llm T

Puisque cos>(0) est borné (—1 < cos®(0) < 1) et lirr&r =0, donc :
r—
lli‘% O (r,6)=0
Ainsi:  li x,y)=20
(x,y)Lir(LO,O)f( Y)
A noter que (x,y) — (0,0) peut étre remplace par r — 0

Exemple : Calculer lim x?>+xy—1 x,=0,y,=1
(x,y)—(0,1)

x =rcos(0)

y = rsin(@) + 1 avecr > 0etd € [0,2n]

Posons : {

La fonction radiale & associée a f est

¢ (r,0) = r? cos®(0)+rcos(0)(rsin(6) + 1) — 1
®f(r,0) = r? cos?(8)+ r?cos(0)sin(8) + rcos(6) — 1
@ (r,0) = r? (cos®(8)+ cos(0)sin(8)) + rcos(6) — 1

. y)—>(0 1)f(x y) = hrn de(r 0)
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= £% r? (cos?(8) + cos(8)sin(0)) + rcos() — 1
=0+0-1
Puisque cos?(0) + cos(8) (cos?(8) + cos(8)sin(8) est borné :
—1<sin(0) <1
—1<cos(0) <1
& 2> —1<sin(f)cos() <1
0< cos?(@) <1
Donc : —1 < cos?(0) + cos(8)sin(0) < 1, le terme est borné.

Par conséquent : f o5 -1

Théoremes 2.2 : Propriétés des limites de base d’une fonction de deux variables

Le théoréme suivant nous permet d'évaluer les limites facilement.

Soient b, xy, y,, L et K des nombres réels. Soit n un nombre entier positive et soient f et g deux
fonctions ayant les limites suivantes :

lim x,y) =L et lim x,y) =K
(x.Y)—’(XoJ’O)f( y) (x.J/)*(xo'YO)g( y)
1. lim b=>b
()~ (x0,¥0)
2. lim X = Xg lim Y=Y
(,y)-(x0,Y0) (x,¥)~(x0,Y0)
3. lim fx,y) tglx,y))=LtK
(,y)-(x0,Y0)
4, lim b.f(x,y)=b.L
(x¥)-(x0,%0) feey)
5. X, X, =LK
woim (fEY) G y) =
6. (f(x ¥)/9(x,y)) = L/K (avec K # 0).
(x, y)—>(x
7. lim x,y)t =L"
(x,y)*(xo,yO)f( Y)

Définition 2.4 : Continuité au point

Sideplusa € Dretl = )l(imf(x, y) = f(a), alors f est dite continue au point a.
-a

Exemple 2.3

- Lafonction f de I’exemple précédent est continue en (0,1) car elle est définie en (0,1) et
00)=-1= i
f01) o lim ()
Définition 2.5 : Continuité sur D¢

On dit qu’une fonction f définie sur Dy est continue, si elle est continue en tout point de Dy
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Exemple 2.4

cos(y) sin(x) x %0

SOl ftey) = { cos(y) x=0

1. f est-elle continue en point (0,0) ?
2. f est-elle continue sur R? ?

1. Afin de déterminer si f est continue en point (0,0) ou pas, on doit comparer entre
(x,yl)i—rf%o,o) f(x,y) et £(0,0).
- Enappliquant la définition de f, on trouve que £(0,0) = cos(0) = 1

- Calculons maintenant  lim X,
(x.y)—>(0.0)f( Y)

retourne une valeur indéterminée

e Remplagons (stratégie A) x et y par 0 dans w

0 . . — .
5 donc nous devons faire plus de travail pour calculer la limite.Donc, on utilise

d’autres stratégies.
e Stratégie B : Considérons les deux limites suivantes : : l)irr%o 0 cos(y) et
x,y)=(0,

sin(x)
(xy)-(0,0) *
= La premiére limite ne contient pas x et puisque cos(y) est continue, donc :
cos(y) = ;i_rg cos(y) =cos(0) =1

lim
(x,¥)-(0,0)
= Ladeuxiéme limite ne contient pas y, donc :
sin(x)  sin(x)
= lim =1

1m
(x,y)—(0,0) x x-0 X
= Selon le théoreme 5 :
cos(y) sin(x) _ sin(x)
im ————= im cos(y). lim =1x1=1
(x,¥)~(0,0) X (x,y)-(0,0) (xy)-(0,0) Xx
Nous avons trouvé que : l)in%0 O)COS(”X—““(") = £(0,0), etdonc f est continue en point (0,0).
x,y)—(0,

2. Une analyse similaire montre que f est continue en tout point (x,,v,) de R?. Tant que x # 0, on
peut évaluer la limite directement en remplagant x par x, et y par y,. Quand x = 0, on a déja

montré dans la question précédente que , 1)irr%0 0)@ = £(0,0). Ainsi, on peut dire que f
x'y - ’

est continue sur tout R? (voir le graphe ci-dessous).
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Théoremes 2.2 : Propriétés des fonctions continues

La continuité est stable par opérations algébriques, lois de composition et multiplications par
un réel.

Soient f et g deux fonctions continues sur I’ensemble B. Soit ¢ un nombre réel, et n un nombre
entier positif. Les fonctions suivantes sont continues sur B :

8. ftg
9. c.f

10.f. g

11. f/g (tant que g # 0 sur B)

12. ™

13. V/f (si n est pair, alors f > 0 sur B)

14. Le théoréme de composition : Soit f est une fonction continue sur B, ou I’image de
I’ensemble B par f est I’ensemble /, et ,

, alors g(f(x,y)) est continue sur B.

Pour le cas de la continuité en un point c.

8-/

Continuous at ¢

f s

Continuous — Continuous -
/ at ¢ _— at f(c) NN
— - A

( f(e) 2(f(¢))

Exemple 2.5

Soit f(x,y) = sin(x? cos(y)). Montrer que f est continue sur R?.

Considérons f; (x,y) = x2. Puisque y ne figure pas dans f;, et la fonction polynomiale x? sont
continue, on déduit que f; est continue sur R2. Un constatation similaire peut étre obtenue pour
f>(x,y) = cos(y) sur R?. Le théoréme 10 affirme que f/; = f;. /> est continue partout sur R?,
sachant que I’image de R? par la fonction f; est ’ensemble R. Prenons maintenant : f, (x) =
sin(x), . Le théoréme 14 affirme que la
composition de f,(x) = sin(x) et f; est continue, ainsi :
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fs:R*=>R
fatR—> R
- fa(f3):R>*—— R
sin(f3) = sin(x? cos(y)) est continue sur R?.
Exercice

Xy

fl,y) =ix?2 +y*
0, sinon

Etudier la continuité de f en (2,3), (0,1), (1,0) et (0,0).

si (x,y) # (0,0)

f est le rapport de deux fonctions xy, x? + y? définies et continues sur (R*)*(=R — {(0,0)}),
donc elle est continue aux points (2,3), (0,1), (1,0).

Explication : la fonction xy est continue sur (R*)2 La fonction x2 + y? est continue sur
(R*)2. , donc la fonction

f(x,y) est continue au point (2,3), 0,2), (1,0).

Pour étudier la continuité en point (0,0), il faut comparer entre : : l)iTT(lO 0)f(x, y) et £(0,0)
xly - )

flx,y) = hm <I>f(r 0)

(xy) (0 0)
x =0+rcos(8)
PosONS : y = 0+rsin(6)

r =1, = Va2 +y?

hm dbf(r 6) = lim

rcos6.rsinf
—>0 (rsinB)2+(rcosb)?

. T%cosBsinf
= lim————

r—0 r?

= cos0sinf
Dans ce cas, . l)mé O)f(x ,y) dépend de 8, donc f n’admet pas de limite en (0,0). Par la
suite, f est discontinue en (0,0).
Définition 2.6 : Fonction coércive
Une fonction f est dite coécrive si et seulement si :

lim f(X) =4+ , X=(x,y)

[1X|[=>+c0
Exemple 2.6
floy) =x%+y*
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x =rcos(0)
Posons : y =rsin(0) avecr > 0 et 6 € [0,27]

r=|IXI], = Vx> +y2

lim (x,y) = lim ®.(r,0)
ooeend ¥ = 0, Pr

ou
[1X]]=>+c0

= liI-El (rcos8)? + (rsinf)?
r—+00

= lim r?
r—+00

= 400
On déduit alors que f est coécrive.
Définition 2.7 : Fonctions différentiables

Soient f : R™ 2 R une fonction réelle de plusieurs variables réelles, a = (a4, ...,a,) € Deti €

{1, ...,n}. La dérivée partielle de f en a par rapport a la i*™¢ variable est la limite, si elle
existe :

lim f(aq,...,a; +h,..,a,) — f(a, ..., a;, ..., ap)
h—-0 h

Elle est notée par % (a), 9;f (a) ou encore £/ (a).
L

Sipourtouti € {1,...,n}, % (a) existe, on peut alors définir le vecteur gradient de f au
L
point a par :

et f est dite différentiable au point o. Si Vf est défini pour tout a € D alors f est dite
différentiable.

Rappel

Une fonction & une seule variable f : R > R est dite différentiable au point a si la dérivé suivante
existe :

f(xo +h) = fx)
h

f'(xp) = lim
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Définition 2.8 : Fonction contin(ment différentiable

On dit que f est continGment différentiable (de classe C?) si toute ces dérivées partielles
existent et sont des fonctions continues.

Exemple 2.7
Le gradient de la fonction f(x,y) = x? + y au point (1,0) est : Vf(1,0) = [ﬂ

iy = (%) rrao = (%)

Exemple 2.8

Le cas d’une fonction définie par deux formules (Analysez bien cette fonction).

(1 + x2y?)siny

) [ ¢ 01
floy) = y Sty
1, sinon
of y) = i L&) — fy)
ax Y TR h
f CfA+h0)-f(10) 1-1
ax (10) = lim n =i =0
O oy — YR = G y)
oy Y TR h
.. f(,0+h)—f(1,0)
dy (1,0) = hod h
(1+12h2)sinh_1
= lim L
h—0 h
— lim (1+h?)sinh-h
h—0 h2
_ (1+n?)(n+o(n?))-n
= lim
h—0 h2
— lim h3+o0(h?)
h—0 h2

=}11_r)r(1)h+0(h) =0
Avec h + o(h?) est le développement limité d’ordre k de sin(h).

Définition 2.9 : Fonctions deux fois différentiables (la matrice hessienne )

Une fonction f: R™ — R est dite deux fois différentiable en un point a € Dy si pour chaque

i € {1,...,n}, lafonction % admet une dérivée partielle pour tout j € {1, ...,n} au point a.

i
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Remarque 2.3

f est deux fois différentiable (de classe C?), si elle est deux fois différentiable en tout point
a € Dy. On definit alors la matrice hessienne de f ena € Dy par :

92f 92f
/ @ = (a)\
V2f(a) = Hess f(a) = k :

0%f /
0x,, 0xq @ - ax% ( )

Avec ~ (a) est la dérivée partielle de ﬁ en a par rapport a la i*™€ variable, on la note
0x;

aussi ai,,-f(a).

Remarque 2.4

f est dite de classe C¥, (k € N*) si les dérivées partielles d’ordre k existent et elles sont
continues.

Théoreme 2.3 : (Theoréme de Schwarz)
Sif:R">Rdeclasse C?ena € Df, alors :

62
dx; 0 () = dx 0x;

(oc) pour tous i,j € {1,...,n}.

Exemple : Soit f(x,y) = (1 + x2y?)siny
Soit (x,y) € R?

af( ) = 2xy7si
9 oY) = 2xysiny

of
@ (x,y) = (1 + x2y?)’siny + (1 + x%y?)(sin(y))’

of
—(x y) = 2x?ysiny + (1 + x%2y?) cosy

Donc : on obtient le vecteur gradient suivant :

2xy?siny
—— |
f&ay) 2x%ysiny + (1 + x2y?) cosy

Maintenant, on calcule la matrice hessienne.

0%f
52 (0 y) = 2y*siny
0°f 02f
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= 2T y) = 2x(2ysinGy) + ¥? cos(y)
_ayax x,y) = 2x(2ysin(y) + y* cos(y))
_ 0t (x,y) = 4xy siny + 2xy?
=3y ox X,y) = 4xysiny + 2xy“ cosy

‘a’—yfz (x,y) = ? (A calculer)

D’ou la hessienne de f est donné par :

2y?siny 4xysiny + 2xy? cos y)

s =
f&ey) 4xysiny + 2xy? cosy ?

3. Rappels d’algebre

e Soit A = (a;j)1<isn Une matrice carrée. A est dite symétrique si et seulement si a;; =
1<jsn

a;;, pourtousi,j € {1,..,n}.
e Soit A = (a;;)1=isn. On appelle déterminant mineur principal d’ordre k, k €

1<jsn

{1, ...,n} le déterminant A, de (a;;)1<i<k.
1<j<k

e Soit A une matrice symétrique, alors :
- A est définie positive (A > 0) si A,> 0 pour tout k € {1, ..., n}.
- A est semi-définie positive (A > 0) si A,> 0 pourtoutk € {1,...,n — 1} etA,= 0.
- A est définie négative (A < 0) si pour tout k € {1, ..., n}

{Ak> 0, si k est pair
A< O, si k est impair
- Aest semi-définie négative (A < 0) si pour tout k € {1, ...,n — 1}

{Ak> 0, sik estpair A= 0

A< 0, sik estimpair

Exemple 3.1

1
1
-3
-2

A =

[ )
w R NS
[

—_

Les mineurs principaux de la matrice A sont :

A1= all =1
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1 0 4
A;=11 1 2| =15
-3 1 1

Ay > 0 pour tout k € {1, ..., 4}, donc A > 0. (la matrice est définie positive).
4.  Convexité
Définition 4.1 : Ensemble convexe
Soit C © R™. L’ensemble C est convexe ssi :
V(4,B)eC?V1€]0l], A4+(1—-ABeC

Si n=2, on peut interpréter la définition ci-dessus comme suit : si A et B sont deux éléments
de C, alors le segment qui relie A et B est inclus dans C

30 30
25 25
! / °

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

Ensemble convexe Ensemble non convexe
Remarque 4.1
- R™est convexe.
- L’intersection de plusieurs ensembles convexes donne un ensemble convexe.

- En général, I’union de plusieurs ensembles convexes ne donne pas un ensemble
convexe.

Exemple 4.1
Montrer que D = [0, +oo[* [0, +oo[ € R? est convexe

A
-—00
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Ona:D={(x,y)€ R, x>0ety > 0}.

Soient:A:(;i)ED >y >0ety; 20— (1)
B=(§2) ED > x,>0ety; =0  — (2)
A1EI[ED0<A<1 €>1-2>0  —(3)

Il faut montrerque: AZA+ (1 —A)B €D

X Ax >
ALA=2A (yi) = (Ayi)' avec Ax; = 0et Ay; = 0 (d’apres (1) et (3))

(1-DB=(1-2) ()= -

avec (1 —=A)x, =20et (1 =1y, =0 (d’apres (2) et (3))
l/l.A +(1=2).B I(’lxl +_)

Ay, +(@=2Dy2
Axq +_> €D
Ay, +(@=2Dy2

Donc, il faut montrer que : Axq+(1 —A)x, = 0etdy; + (1 -2y, =0

Alors, il faut montrer que : (

D’apres (1) et (3): Ax; =0 et Ay; =0

D’aprés 2)et(3): (1 —A)x, =20et (1 -4y, =0

Alors, Ax1+(1 —A)x; =06t Ay; + (1 —4)y, =0
Ainsi A +(1—A4).BED

Par conséquent, D est un ensemble convexe.

Exemple 4.2

Montrer que I’ensemble défini par : C = {(x, x,) € R?, x; + x,<1} est convexe.

Soient :
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X1
A=(y1) €D Ix;+y <1 — (1)
X
B = (yz) EC3x+y,<1 — (2)
A2€]01[20<A<1 €21-1>0 -- (3

Il faut montrerque: AA+ (1 —A)B €C
_ (%1 _ lx1)
1A —A(yl) = (Ayl

(1-M)B=(1-2) @z) _ ((1 - /I)xz)

(1 =Dy

Axl + (1 — A)XZ)
Ay +IA=Dy:

Axl + (1 — A)XZ) C
Ay +iA=Dy:

Donc, il faut montrer que : Axy + (1 —ADx, + Ay; + (1 -2y, <1

> 1A +(1-1).B =(

Alors, il faut montrer que : (

Ona:
D’aprés (1) et (3) Ax; +Ay; < A
D’aprés(2)et(3) : (1-ADx,+ (1 —-Dy, <1-41

D> Ax; Ay +F(A-Dx, + (1 -4y, <1
Ainsi: 1A+ (1 —-A1)B €C
donc A est un ensemble convexe.
Définition 4.2 : Fonction convexe
Soient f : R™ = R telle que son domaine de définition Dy est convexe. Alors :
f est convexe ssi :

V(AB)eD? VA0, fAA+ (1 —DB) < Af(A)+ (1 —Df(B)

En mathématiques, une fonction réelle est dite convexe si :

e (quels que soient deux points A et B du graphe de la fonction, le segment [AB] est
identique ou bien situé au-dessus du graphe, c’est-a-dire que la courbe représentative
de la fonction se situe toujours en dessous de ses cordes, ou

e |'épigraphe de la fonction (I'ensemble des points qui sont au-dessus de son graphe) est
un ensemble convexe.

Lorsque I'inégalité est stricte (avec A différent de B et A dans ]0 ; 1[), on parle de fonction
strictement convexe (le segment [AB] est entiérement situe au-dessus du graphe).
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Fonction non convexe

Lfix)+ (1 - 1) fiy)
Jy) pr 1
fitx+ (I-1)y) ‘

=A

(=)}

ﬂx) ””””””””” '

x  ix+(I-ny

c={14a+tb
d = (1-4)-f(a) + t-F(b)

0

0.6

04 1

024
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X104 e ..-:.- . E'~

100
100

Peaks

“"\\\-
:::’::0
SO
o
L

i
T
i

e
o
\{‘.. )

Définition 4.3 : Fonction concave

f est concave ssi :

—f est convexe. (I’inégalité est inversée) , cad :

v (X,Y) € DA, VA€]01],

fAX+A-DY)= Af (X)) + (@A =-DfY)

En mathématiques, une fonction réelle est dite concave si :

e quels que soient deux points A et B du graphe de la fonction, le segment [AB] est situé
au-dessous du graphe, c’est-a-dire que la courbe représentative de la fonction se situe

toujours en dessus de ses cordes, ou

e I'hypographe de la fonction (I'ensemble des points qui sont au-dessous de son graphe)

est un ensemble convexe.

Lorsque I'inégalité est stricte (avec A différent de B et A dans ]0 ; 1[), on parle de fonction
strictement concave (le segment [AB] est entiérement situé au-dessous du graphe).

4

T
|| —
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w of concave and 500 functions

Remarque 4.2

Une fonction linéaire est convexe et concave a la fois.

Théoréme 4.1
Soit f: R™ = R est deux fois différentiable.

- Si la hessienne V2 f{X) est une matrice symétrique définie positive pour tout X € Dy,
alors f est strictement convexe.

- Si la hessienne 772 f{X) est une matrice symétrique semi-définie positive pour tout X €
Dy, alors f est convexe.

- Si la hessienne V2 f{X) est une matrice symétrique définie négative pour tout X € Dy,

alors f est strictement concave.
- Si la hessienne 772 f{X) est une matrice symétrique semi-définie négative pour tout X €
Dy, alors f est concave.

Exemple 4.3
soit f: (x,y) 2 f(x,y) = x* + y?
Montrer que f est strictement convexe

f est continue et deux fois différentiables (de classe €?)

vy v S

Les mineurs principaux de V2 f{xy)sont A;= 2 > 0 et A,= 4 > 0, alors f est une fonction
strictement convexe.

Exemple 3.4 :soit f: (x,y,2) 2 f(x,y,2) = x? + 2y? + 3z% + 2xy + 2xz
Montrer que f est strictement convexe

Remarque 4.3

- Si f; est (strictement) convexe et a; >0 Vi = 1, ..., m, alors la fonction g(x) =
Yie, oifi(x) est (strictement) convexe.
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Résumé : Vérification de la convexité

- Appliquer la définition.

- Si lafonction est deux fois différentiable, étudier le type de la matrice hessienne (définie
positive, semi-définie positive).

- Verifier si la fonction est la somme de plusieurs fonctions convexes multipliées par des
coefficients positifs.



