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1. Extremums et points critiques
Définition 1.1

On appelle probléme d’optimisation en dimension finie, tout probleme de recherche des points
a € R™ qui Vérifient :

f(a)=min £(X) ou f(a) = max f (X)
avec f est une fonction de R™ dans R et C c R" appelé contrainte ou ensemble des contraintes.

Dans ce cours, on s’intéresse aux problémes d’optimisation non linéaires sans contraintes, ¢’est-
a-dire :

min f(X)

Avec f est une fonction de R™ dans R différentiable.
Définition 1.2
Soit le probleme d’optimisation :

min f(X)

On dit qu’une fonction f définie sur Dy de R™ admet :
e Un minimum global en un point o € D Si :
fl@) < f(X), VX € Dy

et o est appelé une solution globale du probléme d’optimisation.

e Un minimum local en un point o, € D Si :
fla) < f(X), VX € V,avecV, c D¢
V, : ensemble contenant le voisinage de a.
et a est appelé une solution locale du probleme d’optimisation.

Si ces derniéres inégalités sont strictes, on dit que f admet en o un minimum unique (strict) et
a sera une solution stricte (unique) du probléme d’optimisation en question.

Soit le probleme d’optimisation :

max f(X)

On dit qu’une fonction f* définie sur Dy de R™ admet :
e Un maximum global en un point o € Dy Si :
fl@) = f(X), VX € Dy
et a est appelé une solution globale du probléme d’optimisation.

e Un maximum local en un point o, € Dy Si :
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fla) = f(X), VX € V,avecV, c D¢
V, : ensemble contenant le voisinage de a.
et a est appelé une solution locale du probléme d’optimisation.

Si ces derniéres inégalités sont strictes, on dit que f admet en oo un maximum unique (strict) et
a sera une solution stricte (unique) du probléme d’optimisation en question.

Remarque 1.1
max f(X) = —min(—f(X))

2. Résultats d’existence et d’unicité
Définition 2.1
Une fonction f est dite coécrive ssi :

lim f(X)=+4w»
||X||—>+oo

Exemple 2.1
Soit f(x,y) = x? + y?

Posons : {x i rc‘.)se avecr>0etd € [02n[ r = [|X]|
y =rsinf
lim  f(x,y) = lim ((rcos6)? + (rsinf)?)
(x,y)—+o0 ro+00
[1Ge) | =+o0

= liin r? cos?(0) + r? sin?(0)
T—400

= lir;n r2(cos?(0) + sin?(0))
T—>+00

= lim r%2 =4

r—+400

On déduit alors que f est coércive.

Théoréme 2.1 (Existence d’une solution)

- Cas d’un probléme de minimisation : Soit f une fonction réelle de plusieurs variables
réelles. Le probléme d’optimisation :

min f(X)

admet au moins une solution si f est continue et coércive.

- Cas d’un probléeme de maximisation : Soit f une fonction réelle de plusieurs variables
réelles. Le probleme d’optimisation :

max f(X)

admet au moins une solution si f est continue, et —f est coércive.
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Théoréme 2.2 (Unicité d’une solution)

- Cas d’un probléme de minimisation : Si de plus des hypothéses de théoréme précédent, f
est strictement convexe, alors le probléme admet une unique solution globale (minimum
global strict).

- Cas d’un probléeme de maximisation : Si de plus des hypotheses de théoréme précédent, f
est strictement concave, alors le probleme admet une unique solution globale (minimum
global strict).

3. Condition d’optimalité du premier ordre

Définition 3.1

Soit f une fonction différentiable en @ € D;. On dit que a est un point critique (point
stationnaire) de f ssi :

Vf(a) = Ogn
f admet en ce point critique un minimum, un maximum ou un point selle.
L’image du point critique par la fonction f est dite valeur critique.
Les valeurs qui ne sont pas critiques sont dites valeurs régulieres.
Exemple 3.1
floy) =x*+y?
f est continue, différentiable (de classe C1) et coércive.

7f(X) =0 9(§§)=(8)9{§§289{§28

Donc (0,0) est le seul point critique.

Pour déterminer la nature d’un point critique, il faut calculer la hessienne ainsi que les
déterminants mineurs principaux.

A=2>0

Hess =V (X)—[O 2], Ay=2%2—-0%x0=4>0

On remarque que la hessienne est constante et ses déterminants mineurs principaux sont
strictement positifs, alors f est une fonction strictement convexe. Ainsi, f admet un minimum
global strict au point (0,0).

Exemple 3.2

Soit le probléme d’optimisation suivant : Min f(x,y) = x> + y> —2x + vy
1 — Montrer que le probleme admet au moins une solution

2 — Cette solution est-elle unique ?

3 — Trouver les points critiques du f et déterminer leur nature.
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1 — Montrer que f admet au moins une solution (Théoreme 2.1)

Pour cela, il faut montrer que :

- f est continue
- f est coércive

f est un polyndme de deux variables de 2°™ degrée - f est continue sur R?.

Pour montrer que f est coércive, il faut montrer que : " 11)I|1|l flx,y) = +o0
X,y)||>+oo

X = rcosf

Posons : { .
y = rsinf

avecr>0etd € [0,2n[ r=||(x )|

La fonction radiale &; associée a f est :
®¢(r,0) = r? cos?(8) + r?sin?(8) — 2 rcos(B) + rsind
= r2(cos?(8) + sin?(0)) — 2 r cos(B) + rsind
= r?(cos?(0) + sin?(8)) — r(2cosh — sind)

llm xl == llm (D ‘r‘,e
||(x'y)||_)+00f( y) r—+4o00 f( )

= liELn r?(cos?(0) + sin?(0))
T—+00

= lim r? = 4o
r—+o00
Ainsi, f est coércive.

On a trouve que f est continue et coércive, alors le probléme admet au moins une solution
(i.e. admet un minimum global en un ou plusieurs points).

2 — Cette solution est-elle unique ? cad le probléme admet-il un minimum global en un
seul point ? ou bien le probléme admet-il un minimum global strict (Théoréme 2.2)

Pour répondre a cette question, il faut déterminer la nature de f.
f est deux fois différentiable sur R?.

2x —2 2 0 A=2>0
Vi(x,y) = (2y+1)’HeSSZ V2f(x,y) = (0 2),% {A;=4>0

Les déterminants mineurs principaux sont strictement positifs et donc la matrice Hessiene est
définie positive. Ainsi, f est strictement convexe.

Donc, la solution est unique (i.e. f admet un minimum global strict (en un seul point)).

3 — Trouver les points critiques du probléeme et déterminer leur nature

:1

2x —2 =10 x
= n 1
ViGy) = Opn == {Zy+1=0<::> {y:_i
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Donc le probléme admet un point critique unique (1, -1/2) .

Conclusion : Puisque f admet un minimum global strict (question précédente) et (1, —%) est le

seul point critique, donc f admet un minimum global strict en ce point (1, —%).

Théoreme 3.1 : (Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre)

Soitf: U < R™-> Rdifférentiable. Si f admet en un point oo € U un minimum local, alors :

Soitf: U < R"™-> Rdifférentiable. Si f admet en un point a € U un maximum local, alors :
Vf(a) = Ogn

Remarque 3.1 : dans R?

Soit f : U < R? - R différentiable. Si f admet en un point o € U un point selle, alors :
Vf(a) = Ogn
4. Conditions d’optimalité du second ordre
Théoreme 4.1 (Condition nécessaire d’optimalité du second ordre)
Soit f: U = R deux fois différentiable. Si f admet en o € U un minimum local, alors :

e Vf(a) = 0gxn (i.e a est un point critique).
e V2f(a) est semi-définie positive.

Soit f: U = R deux fois différentiable. Si f admet en o € U un maximum local, alors :

e Tf(a) = 0gxn (i.€ a est un point critique).
e V2f(a) est semi-définie négative.

Théoreme 4.2 (Condition suffisante d’optimalité)

Soit f: U = R deux fois différentiable. S’il existe o € U tel que :

e Tf(a) = 0gxn (i.€ a est un point critique).
e V?f(a) est définie positive

alors f admet en o un minimum local strict.
Soit f: U = R deux fois différentiable. S’il existe o € U tel que :

e TVf(a) = 0gxn (i.€ a est un point critique).
e V2f(a) est définie négative.

alors f admet en o un maximum local strict.
Théoréme 4.3

Soient U c R™ convexe, f: U - R une fonction et o un point critique de f, alors :
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1- Cas1:Si f estconvexe, alors f admet un minimum global en point o (solution globale
du probléme). Dans ce cas, f admet le méme minimum global en d’autres points.

2- Cas 2: Si f est strictement convexe, alors f admet un minimum global strict en a (en
un seul point a) (a est 1’unique solution globale du probléme de minimisation).

3- Cas 3:Si f est concave, alors f admet un maximum global en point o (solution globale
du probléme). Dans ce cas, f admet le méme maximum global en d’autres points.

4- Cas 4: Si f est strictement concave, alors f admet un maximum global strict en a (en
un seul point a) (a est I'unique solution globale du probléme de maximisation).

Théoreme 4.4
Soient f: R®> R deux fois différentiable et « € D¢ un point critique de f.

e Cas1:SiV?f(a) estdéfinie positive alors f admet un minimum local strict en a.

e Cas2:SiV?f(a) est semi-définie positive alors f admet un minimum local en a.

e Cas 3:SiV?f(a) est définie négative alors f admet un maximum local strict de a.

e Cas4:SiV?f(a) est semi-définie négative alors f admet un maximum local de a.

e Cas 5: Si V2f(a) ne vérifie aucun cas ci-dessus et det(V2f(a)) < 0 alors a est un
point selle de f.

e Cas6:SiV2f(a) ne vérifie aucun cas ci-dessus et det(V2f(a)) = 0, on ne peut rien
conclure.

Exemple 4.1
f(x,)') = xZ _yZ
f est continue et deux fois différentiables.

a. Chercher les points critiques : il faut résoudre le systéme d’équation : Vf(X) = 0
2
7F0 = (5)

_ 2x\ _ (0 2x=0 x=0
VfX)=0 9(—Zy) - (0)9{_2}]:09{}]:0
Donc (0,0) est un point critique de la fonction f.

b. Déterminer la nature du point critique :
2 0
=5 )
V2f(X) est une matrice constante.

Les déterminants mineurs principaux de V2f(X) sont A;= 2 > 0

et A,= 2.(—2) — 0.0 = —4. Donc, la matrice Hessienne au point (0,0) ( V2f(a)) est ni
définie positive, ni semi-définie positive, ni définie négative, ni semi-définie négative et
det(V2f(a)) = —4 < 0 (le 5éme cas), alors le point (0,0) est un point selle.
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Dans le cas ou n=2, nous utilisons la notion de Monge.

Théoreme 4.5 (notion de Monge)
Soient f : R2 > R deux fois différentiable et « = (a;, a,) € D; un point critique de f. On pose :

a2 a2 a2 _ d%f
r= —=(a,ay), S = qeay (O @2) = o (@, @5) t=5z (@1 a2)

Hess = V2f(X) = (Z i)

e Sirt—s?>0 (A))etr > 0(4A,), f admet un minimum local strict en a.
e Sirt—s?=0etr >0, f admet un minimum local en a.

e Sirt—s*>0etr <0, fadmetun maximum local strict en a.

e Sirt—s?=0etr <0, f admet un maximum local en a.

e Sirt—s* <0, aestun point selle (col) de f.
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Exercice 1

Soit f une fonction définie par : f(x,y) = x3 + 3xy? + 3x%y + 3y

1- Les points suivants sont-ils des points critiques A(1,-1), B(-1,1), C(2,-3) ?
2- Déterminer la nature des points A, B et C (si ¢’est possible).

1 - Les points suivants sont-ils des points critiques A(1,-1), B(-1,1), C(2,-3) ?

Rappel : Definition 3.1 : Soit f une fonction différentiable en @ € Dy. On dit que a est un
point critique (point stationnaire) de f ssi :

f est différentiable sur R2.

3x2+3y% + 6xy)

7fey) =
feey) 6xy + 3x% + 3

Point A(1,-1)
_ (0
7f(1,-1 = ()
Vf(A) = 0gz, etdonc le point A(1, —1) est un point critique de f.
Point B(-1,1)
_ (0
7 (=11 = ;)
Vf(B) = 0p2, et dont le point B(—1,1) est un point critique de f.
Point C(2,-3)
_( 3
vf2-3=(_5,)

Vf(C) # 0gxz, etdonc le point C(2, —3) n’est pas un point critique de f.

2 - Déterminer la nature des points critiques

f est deux fois différentiables sur R? (de classe C?).
Calcul de la matrice Hessienne : et utiliser le theoréeme 4.5 (notion de Monge)

6x+ 6 6y + 6x

Point A(1,-1)

0 0)9{ r=A=0

Hess =V%f(1,-1) = (0 6 rt—s2=0A7,=0

On ne peut rien conclure.

Point B(-1,1)
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0

Hess = V2f(~1,1) = (0

On ne peut rien conclure.

0

—6

)t

I‘=A1=0
rt—s2=A,=0

Chapitre 2 : Conditions d’optimalité
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Exercice 2

Soit la fonction f suivante :
flx,y) =2xy —2x*> —y? +4x—y

1- f est-elle continue ? f elle-elle coércive ?

2- Quelle est la nature f ? (convexe, strictement convexe, concave, strictement concave)
3- Trouver les points critiques de f.

4- Deéterminer leur nature.

1- f est-elle continue ? f elle-elle coércive ?

f est un polynéme de deux variables de 2°™ degrée - f est continue sur R2.

Pour voir si f est coércive on non, il faut calculer : " h)ﬂn flx,y) =+
X,y —>+00

x = rcos@

y = rsind avecr>0etf €[0,2n] r= ||(x,y)||

Posons : {

La fonction radiale &y associée a f est :
®¢(r,0) = 2 r? cos(0) sin(8) — 2 r? cos?(8) — r?sin?(0) + 4 r cos(8) — rsin(0)
=r? (2 cos(8) sin(8) — cos?(8) — cos?(8) — sin?()) + r (4 cos(8) — sin())
=r? (2 cos(0) sin(8) — cos?(0) — 1) + r (4 cos(8) — sin(0))

lim f(x,y) = lim &(r,6)

(x,y)>+0

= rl—i>I-Poor2 (2 cos(8) sin(8) — cos?(08) — 1) + r (4 cos(B) — sin(0))
= rl_i)inoorz (2 cos(0) sin(0) — cos?(0) — 1)

Il est clair que : lim r? = 4o

r—>+00
Donc la limite rl—i>I-Poo ®¢(r, 8) dépend du signe de 2 cos(0) sin(0) — cos?(0) — 1

—1<cos(®) <1

—1<sin(0) <1
Alors :

—1 < cos(0)sin(B) <1
On multiple cette inégalité par 2, on obtient :
—2<2cos(B)sin(0) <2 (L1)

D’un autre coté :

0<cos?(0) <1

Si on multiplie cette inégalité par (-1), on obtient :
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—1< —cos?(0) <0
On rajoute -1 a cette inégalité, on obtient :
—1-1<-cos?(0®)—-1<0-1
—2<—cos?(®)—-1<-1 (L2)
Donc, (L1) + (L2) donne :
—4 < 2cos(0)sin(0) —cos?(0) —1 <1
Donc, le signe de 2 cos(8) sin(8) —cos?(0) — 1 dépends de 6

Ainsi, la limite de f dépend de 6, et donc " ll)ﬂn f(x,y) n’existe pas.
x,y)||=>+

=> f n’est pas coércive.

2- Quelle est la nature de f? (convexe, strictement convexe, concave, strictement
concave) (voir le chapitre 1)

f est deux fois différentiables sur R? (f est de classe C?).

2y —4x + 4

7FCen) = {30 5y 1

— p2 _(—4 2 { M=-4<0
HGSS—Vf(x;Y)—(z _2)9 Ay=—4%(-2)—2x2=4>0

Les deux déterminants mineurs principaux sont de signes alternés avec A, négatif, et donc la
matrice Hess est définie négative.

Ainsi, la fonction f est strictement concave.

3- Recherche des points critigues du probléme d’optimisation (définition 3.1)

Le recherche des points critiques de f consiste a résoudre le systéme d’équation :

Vf(x»J’) = 0R2

_ 2y —4x+4=0 y—2x+2=0 (L1)

Lh+(L2): —y+1=0<>y=1
On remplace y par 1 dans (L1), on obtient : x = ;
Alors, f admet un seule point critique (g, 1).

4- Nature des points critigues

f admet un seul point critique (%,1). En plus, f est strictement concave.

Donc f admet un maximum global strict en ce point (%, 1). (Théoréme 4.3 > 4°™ cas).



