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Si la fonction réellef est differentiable suf) et strictement convexe (resp.
strictement concave), alors elle possede au plus un paitidisnaire et donc
au plus, un minimum (resp. maximum) en un pointte

En effet, six, € 2 est un point stationnaire deet si f est strictement convexe, alors,
selon I'inégalité (3.111) dans le cas d’une fonctioncsénnent convexe,

f(x) > f(xy)

pour toutx # x, appartenant &. Des lors,f ne peut étre stationnaire et minimale qu’en
un seul poink, def. O

EXeMPLE 3.40 La fonction
fxy) =% +y°
présentée a la figure 3.8 est strictement convex®SuUEn effet, sa matrice hessienne est donnée

par
H(x) = (é g)

et est définie positive en tout point &e.
Conformément au théoreme énoncé ci-dessus, la onétprésente un seul minimum absolu
en son seul point stationnai(e, 0). o

3.10.4 Optimisation avec contraintes cegalite.

Dans de nombreux problemes, on désire identifier le pegimhaximisant ou
minimisant une fonctiorf, non pas parmi tous lesappartenant au domaine de définition
de f mais seulement parmi ceux qui vérifient une ou plusieurdraores du type
Ok(x) =0 pour toutk € {1,2,...,/¢}.

Tres souvent, ce sont ces contraintes qui donnent du sgmelal@me ; sans contrainte
il N’y aurait aucune solution optimale.

EXeMPLE 3.41 Déterminer les dimensions d’une boite en cartonlptirpipédique et dépourvue
de couvercle dont la construction demande le moins de cavtmsible tout en ayant une
contenanc®/ déterminée.

Le probleme peut étre exprimé sous la forme de la reckedes dimensions,y etz de la
boite minimisaniA = xy+ 2xz+ 2yz sous la contraintgyz=V.

Manifestement, le probléme n'a pas de sens sans la caetrain= V. Celle-ci peut &tre
utilisée pour éliminer la variablede I'expression dé (siV # 0, les trois dimensions de la boite
different de zéro) :

z—X = A(X,y) =X +ﬂ+ﬂ
_Xy 7y_ y y X
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Les points stationnaires desont les solutions de

0A yAY

x Ve 0
0A 2V

soit, tenant compte dey > 0,

V
X=y=vV2V et z= 32:)—2(

Pour vérifier qu'il s’agit bien d’'un minimum, on calcule ament
A A A A °A A
o2 x3’ a2y’ oxdy  0yox
et

H(W,W):G ;)

En appliquant le critére de Sylvester, on constate que oadtrice est définie positive puisque

21

2>0, ‘1 >

‘:3>O
et le point stationnaire identifié est bien un minimum local

Le probleme admettant une solution et la fonctibfx,y) ne possédant qu'un seul point
stationnaire, celui correspond au minimum rechercheé. o

Mathématiquement, un probleme d’optimisation avec r@ntes d’'égalité peut étre
écrit sous la forme

min f(x)
P |xeR" (3.112)
s.c.ok(x) =0, Vke{1,2,...,¢}
ou
maxf (x)
P |xeR" (3.113)

s.c.ok(x) =0, Vke{1,2,...,¢}

ou la notation “s.c.” est I'abréviation de I'expressiosotis contrainte”. La fonctiorh
est appelée léonction cibleou fonction objectif Les points qui vérifient les contraintes
ok(x) = 0 pour toutk € {1,2,...,¢} sont dits admissibles Pour qu’un probléme
d’optimisation ait un sens, que la solution existe et qa’ele soit pas completement
déterminée par les seules contraintes d’égalité, om généralemert< n.

Dans les cas ou les contraintes d’égaliggx) = 0 peuvent étre résolues par rapport
a ¢ variablesxy,xo, ..., X, ces relations peuvent étre substituées dans I'exjpreskint
on cherche les extrema pour éliminer degriables. Le probleme se raméne alors a la
recherche des extrema d’une fonction des/ variablesx;1,X;12,...,%n (Cf. exemple
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3.41). Cependant, cette méthode n’est pas toujours ajdiet peut s’avérer tres lourde,
en particulier lorsqu’elle conduit a rompre la symétrde mpport aux differentes variables
du probleme initial.

L'énoncé suivant fournit une méthode alternative gatierement élégante.

G les fonctionsf, g1, go, ..., gy définissant le probleme d’optimisation@ec
contraintes d’égalit&? sont differentiables dans un voisinage de la solutjon
x, deP et si la matrice

Go = (Og1(x) Oga2(x) -+ 0ge(x)) (3.114)

est de rang maximal,e. si les gradients des contraintes sont linéairement
indépendants en,, alors il existe\, = (A1, A2, ..., Ape) € R tel que(x,, Ay)
est un point stationnaire duagrangiert*

L(x,A\) = f(x Z AkOk(x

- /

Démontrons cet énoncé dans le cas ou le probleme ditgation ne possede qu’une
seule contrainte d’égalitg§(x) = 0 et ou f présente un maximum local au poit en
lequelg(x,) # 0.

En I'absence de la contrainggx) = 0, la différentielle def au pointx, est nulle,.e.

igf x,)dx =0

quels que soient les accroissemaiks En effet, la fonctiorf étant differentiable, il vient,
pour toutdx tel quex, + dx reste dans un certain voisinagexde

f(xe +dx) — f(x) = df(xs,dx) +0(|dx|) = Zaf x,)dX +o(|dx|) <
|

En considérant successivement les accroissennidu type dxex et —dxex (pour
k=1,2,...,n)on en déduit que

of
—(x,)dx+o0o(dx) <0
Xk(x) (dx)

f
—a (X« <
% (x,)dx+o0(dx) <0

[
11. De facon alternative, le Lagrangien est parfois dgimL(x,A) = f(x) + z AkOk(x)
K=1

Ceci est sans influence sauf lorsqu’il s’agit d’examinerigmi§ication pratique des multiplicateurs de
Lagrange (Cf. page 325).
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On retrouve donc la condition nécessaire d’annulatiord@eisé€es partielles.
En présence de la contrairgé<) = 0, on a toujours
0 of
f(xe +dx) — f(x,) =df(x,,dx)+0(|dx|) = Zl&(x*)dn +0o(|dx|) <0
i= i
mais uniquement pour des accroissemelxt€ompatibles avec la contrainggx) = 0,
c’est-a-dire tels que
dg(x,,dx) = ; %(x )dx =0 (*)
g * 9 - I; 6X| * -

Seulsn— 1 accroissements élémentaitbg peuvent donc étre choisis librement.
Si dx vérifie (x), il en est de méme dedx. On a alors

df(x,,dx) <0 et df(x,,—dx)=—df(x,,dx) <0

et on retrouve la condition d’annulation de la differelie

N oof
df(xs,dx) =Y =—(x,)dx =0
i; 0X

En introduisant un nombre pour 'instant quelconque, il vient

d(f —Ag)(xs, ) = ; (50 -A5eix) ) dx =0

Supposon% (x«) # 0, (on peut toujours trouver une dérivée partielle noreneh
1
vertu de I'hypothésélg(x,) # 0.). On peut alors choisk = A, tel que

of 09
de sorte que I'expression
N /of ag )
df_)\* — ~ *_)\*_ * d:O
(=09 = 3 (G -h e )

ne comporte plus que— 1 accroissemenidx que I'on peut supposer indépendants. Il

vient des lors of 5
g B .
% (X) )\*aXi (x)=0 Vie{23...,n}

En introduisant le Lagrangiel(x,A) = f(x) —Ag(x) et en regroupant les résultats
précédents, on trouve donc

oL .
B M) =0 Vie{12..n)
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De plus,
oL
2 (e he) = ~Q(x) =0
Dés lors,(x,,A,) est un point stationnaire dgx, ).
U
Les coefficients\y, A2, ..., Ay introduits dans I'énoncé ci-dessus sont appelés les

multiplicateurs de Lagrange

La condition sur le rang de la matrice, est appeléd’hypothése de qualification
des contraintestlle demande que les gradients des contraigiesp, ..., g, évalués
enx, soient linéairement indépendants. Dans le cas ou legmabne comporte qu’'une
contrainte d’égalit@(x) = 0O, cette hypothése se traduit par

Og(x,) # 0 (3.115)

Cette condition exprime alors la possibilité de définintamale erx, a la surface (dans
RR3), la courbe (dan&?) ou I'hyper-surface (danR" avecn > 3)

S={xeR":g(x) =0} (3.116)
composeée par les points admissibles.

L'énoncé ci-dessus peut étre aisément justifie giagquement lorsqué = 1 (Fig.
3.13). Dans ce cas, on a
L(x,A) = f(x) —Ag(x) (3.117)

et la condition de stationnarité du Lagrangien, fonctiemd- 1 variables, exprimée dans
I’énoncé conduit a
(3.118)

FIGURE 3.13
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La deuxieme condition exprime simplement que le pointest admissible. La
premiere condition demande que les gradients é¢g, évalués a I'optimunx,, soient
paralléles. CommeElg(x,) est normal a I'(hyper-)surfaggx) = 0, il doit en &tre de méme
de Of(x.). Dans le cas contraire, la projection du vectelfi(x,) sur le plan tangent a
I'(hyper-)surfaceg(x) = O serait un vecteur non naltel que

Def(xx) =€-Of(xx) >0 et D ef(xy)=—€0f(x) <0

et f ne pourrait étre extrémale &p. Ainsi donc, la stationnarité du Lagrangien apparait
comme une condition nécessaire d’extrémalité.

Le résultat de la page 318 permet d’aborder un problemetidiisation P avec
contraintes d’égalité comme un probleme d’optimigatimn contraint dans un espace
de dimensiom + /. 1l suffit de rechercher la solution parmi les points stati@nes du

Lagrangien
¢

L(x,A\) = f(x) — kzl)\kgk(x)

Le Lagrangien étant une fonction de+ ¢ variables, les conditions de stationnarité
conduisent a un systeme de- ¢ équations pour les+ ¢ variables(x,,A).

EXeEMPLE 3.42 Reprenons I'exemple 3.41 en utilisant I'approcheettippée dans cette section.
On constate que les fonctions

f (Xa ya Z) = Xy+ 2XZ+ 2yZ et g(X> y> Z) = XyZ—V

vérifient les hypotheses du théoreme. Des lors, sitihmpm existe, il correspond a un point
stationnaire du Lagrangien

L(X.Y,ZA) = Xy+ 2xz+ 2yz— A\(Xyz— V)
On forme donc le systéme de 4 équations a 4 inconnues
oL

x =y+2z—Ayz=0
oL =X+2z—Axz=0
ay

oL

P =2X+2y—Axy=0
a—L =—Xyz+V =0

oA

Soustrayant membre a membre les deux premiéres égsiatibmemarquant qu'aucune des
variables ne peut s'annuler a I'optimum, on obtignt y, résultat qui pouvait aussi se déduire
de la symétrie du probleme.
Les deux dernieres équations conduisent des lors a

4 \

A=-— Z=—
x’ X2
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En substituant dans la premiere équation, on obtientpoemrécédemment,

X =Y. =V2V  puis z*:f/\zl

o
EXemPLE 3.43 Déterminons la distance de l'origine du plan a la beut’équation cartésienne

X2y =16

Le tracé (Fig. 3.14) de la courby = 16 permet de se rendre compte de I'existence de deux
points symétriques par rapport a I'axe OY et correspohédda distance minimale recherchée.

FIGURE 3.14

Le probleme peut étre exprimé comme suit, puisqu’ilezgiivalent de minimiser la distance
considérée ou son carre,

min  f(xy) =x2+y?
sc.  gxy)=x2y—16=0
Formons le Lagrangien
L Y,A) = f(xy) —Ag(xy)
= X2+ y? —A(x%y—16)
et recherchons les points stationnaires :
oL

aX:ZX—Z)\xy:O
oL

N, VR v
3y 2y—Ax=0
oL 5
a—)\_—xy+16—0

La solutionx = 0 vérifiant la premiére équation ne pouvant étre reteuetire de cette
équation la relatiorh = 1/y. De la troisitme équation, on deduf = 16/y. Injectant ces
expressions dans la deuxieme équation, il vient

1\ 16

—({=)—=0 = =2
& <Y> y Y

On a dongx,,Y,) = (£2v/2,2) et la distance recherchée est égalg' &x,,y,) = 2v/3. o
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EXEMPLE 3.44 Considérons le probléme d’optimisation

min  f(xy,z2) =z
sc. 1(Xy,z2) =x+y+z—12=0
gZ(Xayaz) :X2+y2—Z:O

L'ensemble E des points admissibles est
I'intersection du paraboloid€ +y? = zet du plan
X+Yy+z= 12. La fonction cible étant continue
sur ce compact, elle réalise ses bornes supérieure
et inférieure suk. Le minimum recherché existe
donc bien.

Les fonctions f, g; et g» sont (indéfiniment)
continllment dérivables.

Pour examiner I'nypothése de qualification des
contraintes, on forme la matrice

AN dg 9
AN o9 9%
A\\\\\\xk\ ox  ox

ANARARRRRNRN 3 P 1
G = | B & _ 1 o
ay oy 1 —

00 0

0z 0z

Celle-ci est de rang maximal (=2) saufxsi= y = —1/2. |l n’existe cependant aucun point
admissible avec de telles valeurs xlet y puisque les deux contraintes conduisent alors a des
valeurs incompatibles de Des lorsp(G(x,)) = 2 et 'hypothése de qualification des contraintes
est vérifiée.

Le minimum recherché est donc associé a un point staiomau Lagrangien
L(XY,ZA1,A2) = Z— A (X+Y+2—12) = A%+ Y — 2)

Pour identifier ces points, formons le systeme

oL
&:—Al—ZAZX:O
oL
— =N —2\y=
dy 1 2y=0
a—L=1—)\1+)\2=O
0z

=12—x—-y—-z=0

- _ _2_2:o
F) Z—X Yy

oL
o1
oL

A2
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Ce systeme possede les deux solutions
(X,¥,2,A1,A2) = (2,2,8,4/5,—-1/5) et (X,¥,Z,A1,A2) = (—3,—3,18,6/5,1/5)

L'évaluation def montre que la premiére solution correspond au maximum fimtiion objectif,
tandis que la seconde fournit le minimum recherché. o

Dans I'application de la méthode des multiplicateurs dgraage, il convient d’étre
attentif a la signification précise de I'enoncé de lagags.

D’une part, il faut se garder de penser que tous les poirtisisteires du Lagrangien
correspondent a des valeurs extrémales du problemémisption .

D’autre part, les hypothéses du théoreme ne doiventepas cubliées. En toute
généralité, la solution du probleme d’optimisatiém si elle existe, appartient a I'une
des trois catégories suivantes :

I. les points stationnaires du Lagrangien;
ii. les points ou le Lagrangien n’est pas differentiable;
iii. les points ou I'hypothése de qualification des coimti@s n’est pas vérifiee.

EXEMPLE 3.45 Soit le probleme

.

FIGURE 3.15

Recherchons les points stationnaires du Lagrangien

L(Xaya)\) = y_)\(XZ _y3)
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en formant le systéeme

oL

oL

— =143y =
5y +3\y?*=0
oL 2

Y X0

Ce systeme d’équations ne possede pas de solution.aRoletprobleme d'optimisation possede
bel et bien une solution : on vérifie aisément que la comieag(x,y) = O définit la courbe
représentée sur la Fig. 3.15 et que le minimunf @st donc atteint a I'origine et vaut 0.

Cette solution n'apparait pas parmi les points statiomsatu Lagrangien mais parmi les
points ou I'hnypothese de qualification des contraintesinpas vérifiee. En effet, on a

H9(0,0)= <_Z3Xy2> (00) -

Interpr étation des multiplicateurs de Lagrange.

En plus de fournir une méthode élégante pour prendre erptdes contraintes
d’égalité, les multiplicateurs de Lagrange possedastinterprétation intéressante. Pour
établir celle-ci, considérons le probleme d’optimisat

min f (x)
(3.119)
s.c.g(x)=c
ou c désigne une constante et le Lagrangien correspondanségs la forme
L(x,A) = f(x) —A[g(x) . } (3.120)

La solution du probléeme d’optimisation (3.119) (si ellast®) et le point stationnaire
(x+,Ax) de L qui y correspond dépendent de la valeur de la constaudi&finissant la
contrainte. Supposant la dérivabilité xieet A, par rapport &, on calcule

d CDoafax. dA, N 3g Ox,
d—CL(x*(c),)\*(c))_i: 36 d [g(x*)—c] —}\*i: 3 M @12D)

ou toutes les dérivées partielles sont évaluées-erx, et A = A,. Le Lagrangien étant
stationnaire effix,,A,), on a

of B Jdg
G_Xi(x*> = )\*O_Xi(x*)

g(x.) =c¢

(3.122)
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de sorte que

dL

dc (3.123)
o0 Ly=L(xe M) = f(x) —A [g(x*) . c} = f(x,)

Ceci montre que le multiplicateur de Lagrange mesure lalsiéitessde la valeur optimale
de la fonction ciblef & la valeur de la contraint&

Ce résultat peut étre aisément étendu aux problénmsiniisation comportant un
nombref quelconque de contraintes d’égalité.

@ le Lagrangien \

L

LeA) = F(x) — 3 M[ox) —ad

k=1

associé au probleme d’optimisation

max (resp. minf (x)

3.124
s.c.ok(x) =c, Vke{l,2,....¢} ( )

est stationnaire efx,,/\,), alors

d
)\k* = E f (X*)

\_ /

EXEMPLE 3.46 Considérons a houveau I'exemple 3.41 relatif a lkinmisation de I'aire latérale
de la boite parallélépipédique sans couvercle de voMrdenné.
En injectant les dimensions optimales

(X% Yar2) = (VV .V, N /4)
dans I'expression de l'aire latérale, on trouve
A%, Ys,2) = 3VAVZ
On vérifie aisement que
S—VA(X*,y*,z*) =23/4N =M,

Tres logiguement, si on désire augmenter la capactitke la boite, il faut en augmenter l'aire
latérale, ce que traduit la valeur positiveXe
<&

12. Onremarquera que pour que cette interprétation so#ce, il faut que le Lagrangien soit défini par
(3.120) et non pas exprimé sous la forlrig,A) = f(x) + A [g(x) - C} .
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Condition suffisante d’extremalité.

Des conditions suffisantes d’extremalité semblableslies obtenues dans le cadre
de I'optimisation non contrainte peuvent étre obtenuestiésées pour caractériser les
points stationnaires du Lagrangien. Les principalesdifices sont liees au fait que tous
les accroissementsx ne sont pas admissibles et qu’il est nécessaire de tenptecte la
courbure des contraintes.

Des conditions suffisantes semblables a celles de la pageaitiBent la matrice
hessiennél . du LagrangierL par rapport a ses seules variabtés/aluées efix,,/\,),
le.

0°L
B 00X

et I'application linéaire définie par la matrice des geands des contraintes en

[HLX,*]”- (Xus Ax) i,je{1,2,...,n} (3.125)

T .
Dgl(X*) gxl (X*) gxz (X*) gxn (X*)
T 992 992 R
G*T _ DgZ(X*) _ 0X1 (X*) axz (X*) aXn (X*) (3126)
Oge(xs) " o9 99 .. %
() X1 Co) %2 0) 0%n b)

@oientf, 01, 92, - .., Qe deux fois continliment dérivables au voisinage&
telles que le Lagrangieln(x,\) est stationnaire efx,, A,).

e SiHyx . estdéfinie positivesur le noyau daGI, i.e.si
AXHixAx >0 VAx#0tel queGAx =0
alorsf admet un minimum sous contraintexen
e SiHyx . estdéfinie négativeur le noyau d&], i.e.si
AXTHixAx <0 VAx+#0tel queGlAx =0

alorsf admet un maximum sous contraintexen
e SiHyx, estindéfiniesur le noyau déI, i.e.si

IAx1, Axp # 0 tels queGI Axy = G/ Axo = 0 et

A Hix B <0, AxJHixxp >0

K alorsf n'admet ni minimum ni maximum sous contraintexen

/
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Afin de pouvoir caractériser la nature du poitcorrespondant a un point stationnaire
(x«,Ax) du Lagrangien, il convient de pouvoir comparer les valeuisep par la fonction
cible f au pointx, et aux points admissibles + Ax dans un voisinage de.

Par application de la formule de Taylor a la fonctlooonsidérée comme une fonction
dex uniguementi.e. en traitant\, comme un parametre constant, et en tenant compte de
la stationnarité du Lagrangien en.(A,), on a

122 A
L(xx + 8%, Ay) = L(xs,As) + Zla (X, A ) DX + = 5 Zl o X, (X, Ao ) DX AX;

X*:
zzlj 1

OUX = x, + BAx avech €]0,1][.
Cette expression décrit également les variations gelisque, sk, et x, + Ax sont
admissibles, alors

(X, A\ ) DX AX;

Ok(x«+0x) = Gk(x) =0 Vke{l,2,....0} €9
de sorte que
L(x« +Ax,Ay) = f(x, +Ax), L(Xe, Ax) = F (%)
et 10N 62
f(xe + %) — f(x) = A ) DX AX; t
(X X) (X ZZLJ 1ax|aj(x ) X| J ()

Par continuité, si\x' Hix+«Ax # O, le signe de (t) est celui de<THLX7*Ax pour Ax
suffisamment petit, ce qui conduit au résultat Eénonce.eRample, SiAxTHLX7*AX >0
[resp.< 0] pour toutAx # 0, alors

f (% 4+ A%) > f(xs) [resp.f(xHLAx) < f(x*)]

et f présente un minimum [resp. maximum] local xgnpar rapport aux autres points
admissibles au voisinage de ce point.
Si on peut trouvefx; etAxo non nuls tels qquIHLX7*Ax1 >0 etAxgHny*sz <0

f(xe+20x1) > f(x4) et f(xe +Dx2) < f(x4)

de sorte qud ne présente ni un minimum ni un maximum localxerpar rapport aux
autres points admissibles au voisinage de ce point.

Dans I'examen des variations deau voisinage de,, tous les accroissemernis ne
doivent pas étre pris en compte. Il convient en effet de tenneque les accroissements
Ax qui font dex, + Ax un point admissible. Injectant la condition (1) dans

(e + ) = Q) + Oge() T+ O(IAXP), ke {L,2,....,0)
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on conclut que les accroissements admissibles sont easd par
Ogk(x.)'Ax=0,  Vke{1,2,...,0}

soit, matriciellement,
GIAx=0

O

Les conditions suffisantes ci-dessus demandent de fornpéicieement le noyau de
GJ, ce qui nest généralement pas aisé. On peut évitee cifficulté en utilisant une
variante du critere de Sylvester exprimant les conditguffisantes établies plus haut a
partir de la matrice hessienne compléete du Lagrangielu@eau point stationnairee.

AT S .
02 0x10%,  0Xq 0x1
0L 0°L 001 o9y c
35 —= ' T HL.* — Ix
He, — | 9Xa0% 0x2 0%n 0%n Y (3.127)
dm . dm 6r 0
0X1 0Xn
B
0X1 aXn (X*7/\*)

La matriceHg, est formée a partir de la matridé;x, en lui ajoutant des blocs
associés &, et est des lors appelée fmatrice hessienne bordé&glle contient toutes
les informations nécessaires pour mettre en oeuvre leditcmms suffisantes établies ci-
dessus.

G)it (x4, /\x) uUn point stationnaire du Lagrangien. \

e Si lesn—/ derniers mineurs principaux dé¢g, sont alternativement
strictement positifs et strictement négatifs, le derdientre-eux étantf
de méme signe que-1)", alorsx, est un maximum local.

e Silesn—/ derniers mineurs principaux ¢, sont tous de méme signie
que(—1)¢, alorsx, est un minimum local.

e Si lesn— ¢ derniers mineurs principaux dég, sont non nuls et ne
vérifient aucune des deux regles de signes ci-dessus,>al@st un

point de selle.
\ /

La démonstration peut étre trouvée dans [17]. O
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Lesn— ¢ derniers mineurs principaux utilisés dans ce test sondéésrminants des
matrices formées des eléments ldig. situés a l'intersection des dernieres lignes et
r derniéres colonnes dég, avecr € {2/+1,...,n+¢}. Les exemples qui suivent en
fournissent des illustrations.

Remarquons que le nombre de mineurs principaux a prendo®rapte est égal a
la dimensionn — ¢ du noyau deG], i.e. au nombre de directions indépendantes selon
lesquelles on peut se déplacer sur la surface définie paotdraintes d’'égalit&ifrections

admissibles

EXEMPLE 3.47 Poursuivons I'exemple 3.42 étudié précédemment.
Partant de I'expression de I'unique contrainte

g(X> y> Z) = XyZ—V =0
et du Lagrangien
L(X,Y,ZA) = Xy+ 2Xz+ 2yz— A(xyz— V)
on peut former la matrice hessienne bordée
L 9°L 9L og
0x2  Oxdy 0x0z  OX 0 1-Az 2—\y -yz
L L L dg

m a_y2 m —ay 1-Az 0 2—AX —Xxz

PL L L 09| 2oy 2-M 0 —xy
0z0x 020y 072 0z

dg dg dg 0 -yz —Xz Xy 0
Sox  dy oz

Evaluant les differents élements au point stationnaire
(X Y2 A) = (V2 , V', YV /4,23/4)V)

on obtient

0 -1 -2 —3NZ2

-1 0 -2 —3N7j2

-2 —2 0 —Vav?
—N2j2 —3NZj2 VT 0
Puisque le probléme est posé d&ign = 3) et comporte une contrainté=¢ 1), on doit examiner
le signe des 3- 1 = 2 derniers mineurs principauke.

0 -2 —N?)2
-2 0 _JaN? | = 4NV <0
—3N2j2 a2 0

Hp. =
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et

0 -1 -2 —3N?/2

-1 0 -2 —3NZ2

-2 -2 0 —Vaz?
—N22 —IN2j2 —Vav? 0

Ces deux mineurs principaux étant négatifs, soit du méigree que —1)° = —1, on en déduit que
le point stationnaire considéré correspond a un minintagal du probleme d’optimisation sous
contrainte,.e. I'aire latérale de la boite est minimale pour les dimensioconsidérées. o

= 6VVYN <0

EXeEMPLE 3.48 Examinons la nature des points stationnaires du Lggnanidentifies dans
'exemple 3.43. On a

g(x,y) =X’y — 16
et
L(Xaya)\) = X2 +y2 - )\(Xzy_ 16)

de sorte que
2—2\y —2A\X —2xy 0 F2v2 F8V2
Hg, = | —2A\x 2 —x2 = | F2v2 2 -8
2
—2Xy  —X 0 (£2v22.1/2) 8/2 -8 0

Le probleme impliquen = 2 variables et/ = 1 contrainte. |l convient donc d’examiner
seulement le signe du déterminant(¢ = 1) de la matrice hessienne bordée, soit

0 F2vV2 F8/2
2vV2 2 -8 |=-768<0
r8/2 -8 0

Le signe de ce mineur étant celui de1)’ = —1, on en déduit que les points stationnaires
correspondent bien & un minimum et définissent la distded®rigine a la courbe. o

EXeEMPLE 3.49 Caractérisons les points stationnaires du Lagranigientifié dans I'exemple
3.44. Le probleme d’optimisation comporte les deux contes

gl(xaya Z) =X+y+z—- 12=0
gZ(X,y,Z) = X2—|—y2—Z: 0
Il est caractérisé par le Lagrangien

L(X7y7 27}\17)\2) =Z— }‘l(X+Y+ Z— 12) - }\Z(Xz +y2_ Z)
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Deés lors, la matrice hessienne bordée s’écrit

~2% 0 0 -1 -2
0 -2, 0 -1 -2
He=| O o 0 -1 1
-1 -1 -1 0 o0
-2 -2y 1 0 O

Le probleme comportant = 3 variables et = 2 contraintes, la nature des points stationnaires
peut étre déterminée en examinant le signe du déteninileala matrice.
Au point stationnairé—3,—3,18,6/5,1/5), on a

-2/5 0 0 -1 6
0 -2/5 0 -1 6
detHg, =| O 0 0 -1 1=-20<0
-1 -1 -1 0
6 6 1 0

qui est du méme signe gue-1)", ce qui confirme que ce point stationnaire correspond a un
maximum local de la fonction objectif.
Au point stationnairé2,2,8,4/5,—-1/5), on a

25 0 0 -1 —4

0 2/5 0 -1 —4
detHg,=| 0 0 0 -1 1[=20>0

-1 -1 -1 0 O

4 -4 1 0 O

qui est du méme signe qye-1)’. Il s’agit donc d’'un minimum local de la fonction objectif.
o

Dans bien des cas, comme le montre I'exemple ci-dessous,eah g8 passer
des conditions suffisantes d’extrémalité pour car&serles points stationnaires du
Lagrangien. Si I'existence du maximum ou du minimum soudredmte peut étre établie
par ailleurs, par exemple en utilisant des arguments phgsigu en exploitant le fait
que I'ensemble des points admissibles forme un compaceguel la fonction cible est
continue, on sait que le minimum ou le maximum recherchéespond soit a un point
stationnaire du Lagrangien, soit a un point ou le Lagrangi'est pas dérivable, soit a un
point ou I'hypothése de qualification des contraintesnfmas vérifiee. Il suffit donc de
déterminer ces points particuliers et de comparer lesuvglgrises par la fonction cible
en ceux-Ci pour en trouver le minimum ou le maximum et aingeoip la solution du
probleme d’optimisation.

Cette procédure ne permet d’identifier que les extremaadguas de caractériser les
minima et maxima locaux.
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EXeEMPLE 3.50 Montrons par un calcul d'optimisation que la moyenreorgétriqgue d’'un
ensemble de valeurs positives est toujours inférieuregale’a la moyenne arithmétigue,. que,
pour ensemble de nombres positifsy, X, ...,X, On a

X1 +X+ -+ %
n

VXX e Xn <

Le probleme peut étre abordé en déterminant la valewimede de la moyenne géométrique
correspondant a une valeur fixge> 0 de la moyenne arithmétique, ce qui est équivalent a la
recherche du maximum de la fonction

f(X1,X2, ..+, Xn) = XaX2 -+ Xn
sur I'ensemble
E= {(X17X27---7Xn) ER":x1>0,%x>0,...,% >0, g(X1,X2,...,%n) :0}

ou
g(X1,X2, ..., %n) = X1 +Xo+ -+ Xy — NY

Les contraintes de positivité des variables ne peuveanérifiees avec un signe d'égalité. En
effet, si une variableg au moins est nulle, la moyenne géométrique est égalemslet ce qui
correspond a la valeur minimale de

Ignorant les contraintes de positivité des variablesdgrangien correspondant a ce probléme
d’optimisation est donné par

L(X1,X2,..., X0, A) = XaX2+ - Xn — A(Xg + X2+ -+ + Xy — NY)

Les points stationnaires sont les solutions de

a—":( ﬁ x-)—)\:O ie{1,2,...,n}

aXi j:1 ] ) R
JAI

oL

a_}\:X1+X2‘|‘““|‘Xn—np-:0

La seule solution de ce systeme est

X*:(X17X27---7Xn):(U7U7---7U)a }\*:I"ln_l

Ce point stationnaire du Lagrangien correspond a des reafmsitives des variables et est donc
admissible.

L'ensemble admissibl& étant compact et la fonctiof &tant continue sur celui-ci, on sait
que f réalise ses bornes supérieure et inférieure en desspefit Le maximum recherché existe
donc.

Puisquef etg sont partout differentiables et qi#g # 0, le maximum recherché correspond a
un point stationnaire du Lagrangien. Comfag, A, ) est 'unique point stationnaire decelui-ci
correspond au maximum recherché.
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Enx =x,,0na
XXXy = = X1 +Xo+ -+ Xy
n
ce qui demontre que la valeur maximale de la moyenne gikmmé est égale a la moyenne
arithmétique, comme annoncé initialement.

Notons que le calcul de la matrice hessienne bordée caidair

0 a a --- a a -1
a O ao - a a -1
a a 0O --- a a -1
He,=| : Do o a=p"2>0
a a a 0O o -1
a a a --- a 0 -1
-1 -1 -1 -~ -1 -1 O

dont ont peut montrer que les derniers mineurs principank so
(-D¥ko* !t ke{2,3 ...,n-1n}

Les signes de ces mineurs sont alternativement positifsgzttiis et le signe du déterminant de la
matrice hessienne bordée compléte est celgi-dg". Ceci confirme que, est bien un maximum
local de f sous la contrainte considérée. Ce calcul peut ceperaden€vité par le raisonnement
meneé ci-dessus. o

3.10.5 Optimisation avec contraintes d’igalité.

De nombreux problemes d’optimisation impliquent la reche du minimum ou du
maximum d’une fonctiorf parmi les points appartenant a un ensemble admissibR"
d’intérieur non vide, ce qui peut s’écrire sous la forme

min f(x) ou rxne%xf (x) (3.128)
Souvent, le domaine admissititeest défini par une ou plusieurs contraintes d’'inégalité,
par exemple,
E={xeR":01(x) 0, g2(x) <0,..., ge(x) <0} (3.129)

ou gk (i = 1,2,...,¢) désignent des fonctions réelles. Nous supposerons eilegl
fonctionsf etgy (k= 1,2,...,¢) sont continGment dérivables.

Ces problemes peuvent étre abordés en deux temps esantiles outils développés
dans les sections précédentes. Selon les conditioessdices etablies a la section 3.10.1,
I'extremum recherch&, appartient a l'intérieur de I'ensemble ou est situé sur la
frontiere dek.

D’une part, larecherche des points stationnairebeldeur caractérisation en utilisant
les conditions suffisantes de la section 3.10.2 permettetgrdifier les extrema locaux
situés a l'intérieur d&.
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D’autre part, les techniques développées a la sectibd.8.permettent d’identifier
les extrema locaux appartenant a la frontiereEd&n effet, les points appartenant a
la frontiére deE sont caractérisés pak(x) = 0 pour une ou plusieurs valeurs dd_es
contraintes correspondantes sont daesves les contraintes telles qug(x,) > 0 sont
inactives Les contraintes actives peuvent donc &tre utilisées liminer des variables
explicitement ou en utilisant la technique des multipkcas de Lagrange.

Finalement, s’ils existent, le minimum et le maximum absa&cherchés peuvent étre
trouvés en rassemblant les résultats relatifs a tiat& dek et & sa frontiére-3

ExXemMPLE 3.51 La distribution de la température au sein d’'une plagéallique circulaire est
décrite par I'expression

T(xy) = To(x% +2y* — ) pour X°+y’<1

ou Tp est une constante strictement positive connue. Rechesdbstempératures extréemes dans
cette plaque.

Les extrema locaux situés a l'intérieur de la plaque gamini les points stationnaires deet
sont donc les solutions de

oT

5 = To@2-1=0
oT

a—y _4T0y_ 0

Ce systéme possede la solution unigugyo) = (1/2,0) appartenant a l'intérieur de la plaque.
En ce point, comme en tout autre, la matrice hessienne esédqrar

2T, 0
H(X07y0) = < 00 4T0>

qui est définie positive de sorte que le pdiht2,0) correspond a un minimum local deavec

T(1/2,0) = _%

Etudions maintenant les variations de la températureesomid de la plaque circulaire. En ces
points, on a? = 1— x? et la température est donc décrite par

Tx+V1-x) =To(2—x—x%), xe[-1,1]

On sera attentif au fait que cette expression n'a de sens auexge [—1,1] et doit donc étre
etudiée sur cet intervalle en tenant compte de la presdiewentuels extréma aux extrémités de
celui-ci.

13. On notera que si la fonction objectif est stationnaireepointx, appartenant a la frontiere deet
si la matrice hessienne deen ce point est définie positiveegp.définie négative), la fonctiof présente
un minimum ¢esp.un maximum) local ew, indépendamment des restrictions imposée&via
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FIGURE 3.16

L'étude des variations de la température sur le bord dddgue (Fig. 3.16), montre que la
température passe par des minima locaux en—1 et enx = +1 et présente un maximum local
enx= —1/2. En ces points caractéristiques, on a

9To

T(=1,0)=2Ty, T(-1/2,+V3/2)= -

T(1,0)=0

Physiquement, il est évident que la température doiiralte une valeur minimale et une
valeur maximale en des points particuliers de la plaquehbtaatiquement, I'existence de ces
extrema globaux est assurée par le fait que la foncligny) est continue sur le compact
x? +y? < 1 et réalise donc ses bornes supérieure et inférieurespaints de celui-ci. Les extrema
globaux devant également étre des extrema locaux, it sigffcomparer les valeurs prises par la
température aux points particuliers identifies a &ne:ur de la plaque et sur son bord. On en déduit
des lors les résultats suivants :

e Température minimal@y,, = —To/4 réalisée eril/2,0);
e Température maximal&,ax= 9To/4 réalisée eri—1/2,1/3/2) eten(—1/2,—+/3/2).

La figure Fig. 3.17 fournit une représentation des vangtide la température au sein de la
plaque qui permet de confirmer le résultat obtenu.

On remarquera que les poir(ts1,0) et (1,0) ou la température présente une minimum local
par rapport aux points du bord de la plaque ne correspon@sria des minima locaux par rapport
a I'ensemble des points de la plaque.

Sion se déplace exclusivement le long du bord de la plagteripérature passe effectivement
par une valeur minimale au poirit,0). Cependant, si, & partir de ce point, on se dirige vers
I'intérieur de la plaque, la température continue de duer. En effet, le calcul du gradient en ce
point

OT(1,0) = Toex

montre que la température décroit dans la direction-deet que des températures inférieures
aT(1,0) = 0 sont donc rencontrées au voisinage(ti®) en des point§1 —€,0) poure > 0
suffisamment petit. Dés lors, la température ne prégedel’extremum local eft,0).

Les variations de la température au voisinage du geidt 0) peuvent étre menées de la méme
facon et conduisent a des conclusions identiques.
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oT FIGURE 3.17

Aux deux points(—1/2,4+/3/2) ol la température maximalBn.x = 9To/4 est réalisée, le
gradient de température est donné par

OT(—1/2,+v3/2) = (—2e+2V3g)) Ty
qui est orienté selon la normale extérieure a la plagopjédlle est paralléle au vecteur

_ —&+V3y
S—f

Des lors, tout déplacement effectué depuis les pgints'2, ++/3/2) vers l'intérieur de la plaque
se projette négativement sur le gradient et conduit a uméndtion de la température, ce qui
confirme I'existence de maxima aux poirts1/2,++/3/2). o

Dans I'exemple précédent, I'existence des extrema absobnstitue la clé de la
justification du raisonnement. Si cette existence n'estgséee, la comparaison des
valeurs de la fonction étudiée aux differents pointsamguables identifies a l'intérieur
et sur la frontiere d& ne suffit pas pour conclure.

ExXEMPLE 3.52 Recherchons les extrema de la fonction

f(xy) =X +y
sur le domaine
E={(xy): (x—1)%+(y-1)?>1}

Le domaineE exclut les points du plan a l'intérieur du disque de celftrd) et de rayon
unitaire. (Fig. 3.18).
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Les points stationnaires desont les solutions de

of
==
of
5=

FIGURE 3.18

Ce systeme possede une solution unifu®) € E. On peut utiliser la matrice hessienne pour
caractériser ce point stationnaire. Cependant, danssl@résent, il est plus simple de constater
que

f(0,0) =0< f(xy) V(x,y) # (0,0)

de sorte que la fonctiof présente un minimum absolu stieu point(0,0).
Afin d’identifier un éventuel maximum, étudions les vaoas def sur la frontiere de&. En
ces points, la contrainte est active,

g(xy) =1-(x—1)?~(y—1)*=0
Cette expression ne permettant pas d’éliminer aisénm@variable, construisons le Lagrangien
L(X,Y,A) = x2+y2—)\[1— (x—1)%2—(y— 1)2]
Notant quef et g sont differentiables et quélg ne s’annule en aucun point de la frontiere de

E, les extrema dd appartenant a la frontiere dese trouvent parmi les points stationnaires du
Lagrangienj.e. parmi les solutions de

(0L

= 2+ A(x-1) =0

oL

a—y_2y+2)\(y—1)_0

oL 2 2_q_
a—}\—(X—l) +(y-1)-1=0
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Des deux premieres équations, on déduity. Injectant ce résultat dans la derniére équation, on
trouve les deux solutions

V2-1+v2-1 V2+1 V2+1
(leyl): \/z ) \/é et (X27y2): 77 \/é

En ces points, on a

f(x1,y1) = (\/5—1)2 et f(x2,y2) = (\/§+ 1>2

qui sont respectivement les valeurs minimales et maximatises par la fonctiorf parmi les
points appartenant a la frontiere Hekn effet, la fonctionf est continue sur la frontiére d& qui
est un compact, de sorte qu’elle y réalise ses bornesisup&et inférieure.

En comparant les valeurs prises par la foncticaux points particuliers identifiés a I'intérieur
deE et sur sa frontiére, on pourrait &tre tenté de concluelgumaximum def vaut (v/2+ 1)?
et est réalisé au poirtko, y>). Cependant, il n’en est rienf:n’est par bornée supérieurement sur
E et ne possede donc pas de maximum. Pour s’en convaincrgfitlde considérer les points
admissiblegx,y) = (—a?, —a?) € E pour lesquels

f(—a?,—a?) = 2a*

peut étre rendu arbitrairement grand. L'ensemble adbi&sBin’étant pas compact (au contraire de
sa frontiére), on ne peut s’appuyer sur la continuité derr cet ensemble pour établir I'existence
des extrema.

En conclusion, la fonctiori présente son minimum absolu €)0), ou elle s’annule, mais ne
possede pas de maximum &ur o

3.11 Fonctions implicites.

Une équation du type
0= f(xy) (3.130)

définit implicitement une fonctiog(x) sur un sous-ensemtiisC R si, Vx € E, 'équation
(3.130) possede une solutigmnique.
Dans ce cas, on est tenté d’écrire

0= f(xy0)

dx
o N (3.131)
= 3 (% Y09) + a—y(X, y(x))Y (%)
et donc Iy
— (X, y(x))
Y= FE s S xy0) 0 (3132
(x,y(x))



