
TD4 (2019-2020) H.BENALLAL
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09 Mai 2020

Enseignante: H. BENALLAL

Exercice 1.
Pour la surface M1: f(u, v) = (u, v, u2 + v2) , posons x = u, y = v, alors
z = x2 + y2, M1 est donc d’équation caractéristique x2 + y2 − z = 0.
De même, pour la surface M2 : f(t, θ) = (t cos θ, t sin θ, t2), posons x =
t cos θ, y = t sin θ, alors z = x2+y2, M2 est donc d’équation caractéristique
x2 + y2 − z = 0.

par suite les deux surfaces ont le même support géométrique.

Exerciec 2.
En faisons tourner la courbe γ(t) = (a cos t, 0, b sin t) autour de l’axe
(0, 0, 1), on obtient x

y
z

 =

 cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1

 a cos t
0

b sin t


=
(
a cos t cos θ a cos t sin θ b sin t

)
.

Donc l’ellipsöıdeΞ est paramétrée par: f(t, θ) = (a cos t cos θ, a cos t sin θ, b sin t),

avec θ ∈ [0, 2π[ , t ∈
[
−π
2
,
π

2

]
et 0 < a < b.

Calculons maintenant l’aire de Ξ:

Le plan tangent au point p ∈ Ξ est engendré par
∂f

∂t
= (−a sin t cos θ,−a sin t sin θ, b cos t)

et
∂f

∂θ
= (−a cos t sin θ, a cos θ cos t, 0). Dans cette base , la matrice de la

première forme fondamentale est

Ip =

(
E F
F G

)
=

(
a2 sin2 t+ b2 cos2 t 0

0 a2 cos2 t

)
.

L’élément de volume est
√
EG− F 2dtdθ = a cos t

√
a2 sin2 +b2 cos2 tdtdθ

L’aire est donc:

A[Ξ] =

∫ π
2

t=−π
2

∫ 2π

θ=0

a cos t
√
a2 sin2 +b2 cos2 tdtdθ

= 2π

∫ π
2

t=−π
2

a cos t
√
b2 − c2 sin2dt où c =

√
b2 − a2
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On pose u = c
b sin t , on obtient

A[Ξ] = 2π

∫ c
b

− c
b

ab2

c

√
1− u2du = 4π

ab2

c

∫ c
b

0

√
1− u2du

Posons u = sin v, on aura:

A[Ξ] = 2π
ab2

c

∫ arcsin c
b

0

(1 + cos 2v)dv = 2π
ab2

c

[
v +

1

2
sin 2v

]arcsin c
b

0

= 2π

[
a2 +

ab2

c
arcsin

c

b

]
= 2π

[
a2 +

ab2√
b2 − a2

arcsin

(√
b2 − a2
b

)]
.

Exercice .3
1. Le cylindre C2: f(u, v) = (a cosu, a sinu, v) Soit p = f(u0, v0) un
point de C2 et TpC

2 l’espace tangent à C2 au point p engendré par fu et
fv, On a

fu = (−a sinu, a cosu, 0), fv = (0, 0, 1)

D’où fu ∧ fv = (a cosu, a sinu, 0) de norme ‖fu ∧ fv‖ = a. Le vecteur
normal unitaire est donc: Np = (cosu, sinu, 0). Calculons en suite:

fuu = (−a cosu,−a sinu, 0), fuv = (0, 0, 0), fvv = (0, 0, 0)

La deuxième forme fondamentale:

l = fuu.Np = −a, m = fuv.Np = 0, q = fvv.Np = 0.

d’où

IIp =

(
−r 0
0 0

)
La matrice associé à la première forme fondamentale:

Ip =

(
E F
F G

)
=

(
a2 0
0 1

)
de déterminant det Ip = a2.

La matrice associée à l’opérateur Sp est

B = I−1
p IIp =

1

a2

(
1 0
0 a2

)
.

(
−a 0
0 0

)
=

1

a2

(
−a 0
0 0

)

B =

( −1

a
0

0 0

)
.

Ainsi, les courbures principales sont: k1 =
−1

a
, k2 = 0. La courbure

de Gauss est K = k1.k2 = detB = 0. Finalement la courbure moyenne

H =
k1 + k2

2
=
−1

2a
.
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2. Le Tore T 2: f(u, v) = ((R + r cosu) cos v, (R + r cosu) sin v, r sin v).
Soit p = f(u0, v0) un point de T 2 et TpT

2 l’espace tangent à T 2 au point
p engendré par fu et fv, On a

fu = (−r sinu cos v,−r sinu sin v, r cosu), fv = (R+ r cosu)(sin v, cos v, 0)

D’où fu∧fv = (R+r cosu)(−r cosu cos v,−r cosu sin v,−r sinu) de norme
‖fu ∧ fv‖ = r(R + r cosu). Le vecteur normal unitaire est donc: Np =
(− cosu cos v,− cosu sin v, sinu). Calculons en suite:

fuu = (−r cosu cos v,−r cosu sin v,−r sinu), fuv = (r sinu sin v,−r sinu cos v, 0)

fvv = (R+ r cosu)(− cos v,− sin v, 0)

La deuxième forme fondamentale:

l = fuu.Np = −r, m = fuv.Np = 0, q = fvv.Np = (R+ r cosu) cosu.

d’où

IIp =

(
−r 0
0 (R+ r cosu) cosu

)
La matrice associé à la première forme fondamentale:

Ip =

(
E F
F G

)
=

(
r2 0
0 (R+ r cosu)2

)
de déterminant det Ip = r2(R+ r cosu)2.

La matrice associée à l’opérateur Sp est

B = I−1
p IIp =

1

r2(R+ r cosu)2

(
(R+ r cosu)2 0

0 r2

)(
−r 0
0 (R+ r cosu) cosu

)

=
1

r2(R+ r cosu)2

(
−r(R+ r cosu)2 0

0 r2(R+ r cosu) cosu

)

B =

 −1

r
0

0
cosu

R+ r cosu


Ainsi, les courbures principales sont k1 =

−1

r
, k2 =

cosu

R+ r cosu
.

La courbure de Gauss est K = k1.k2 = detB =
− cosu

r(R+ r cosu)

Finalement la courbure moyenne H =
k1 + k2

2
=

−R
2r(R+ r cosu)

.
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Exercice .4
Soit p un point de la surface M et Sp l’opérateur de forme tel que ∀V ∈
TpM : Sp(V ) = k(p)V .

1. En dérivant les formules suivantes:{
Nu = −kfu
Nv = −kfv

On obtient: 
Nuu = −kufu − kfuu
Nuv = −kvfu − kfuv...(2)
Nvu = −kufv − kfvu...(3)
Nvv = −kvfv − kfvv

Et comme Nuv = Nvu, alors , (2) et (3) donnent: kufv − kvfu = 0

Faisons le produit scalaire de cette dernière équation par fu puis par fv,
on aura{

kuF − kvE = 0
kuG− kvF = 0

=⇒
(
F −E
G −F

)(
ku
kv

)
=

(
0
0

)

=⇒
(
ku
kv

)
=

1

EG− F 2

(
−F −E
−G F

)(
0
0

)
=

(
0
0

)
=⇒ ku = kv = 0

On déduit donc que k = cste

2. Soit S2 la sphère unité de R3. Supposons que la courbure k de la
surface M est constante non nulle. On a{

Nu = −kfu
Nv = −kfv

=⇒ Np = −kf(u, v)

=⇒ ‖Np‖2 = k2 ‖f(u, v)‖2 =⇒ ‖f(u, v)‖2 =
1

k2
‖Np‖2 =

1

k2

C’est-à-dire ‖f(u, v)‖ =
1

k
= cste. Cela signifie que f(u, v) ∈ S2. La

surface M est donc une partie de la sphère.

Exercice 5
Soit S =

{
(x, y, z) ∈ R3; z2 − x2 − y2 = 1

}
.

1. Trouver une paramétrisation de S.

On paramètre la surface S par f : R2 −→ R3 définie par: f(u, v) =
(shu cos v, shu sin v, chu).

2. Donner l’expression d’un vecteur normal unitaire en tout point.

Soit p = f(u, v) un point de la surface, le plan tangent au point p est en-
gendré par {fu, fv} où fu = (chu cos v, chu sin v, shu) et fv = (−shu sin v, shu cos v, 0).
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Donc fu∧fv =
(
−sh2u cos v,−sh2u sin v, chushu

)
de norme ‖fu ∧ fv‖ =

shu
√
ch2u. On obtient le vecteur normal

N(u, v) =
xu ∧ xv
‖xu ∧ xv‖

=
1√
ch2u

(−shu cos v,−shu sin v, chu)

3. Déterminer les courbures principales, moyenne et de Gauss en tout
point de S.

les coefficients de la première forme fondamentale sont donnés par:

E = fu.fu = ch2u, F = fu.fv = 0 et G = fv.fv = sh2u

D’où, la matrice de la première forme fondamentale est: Ip =

(
ch2u 0

0 sh2u

)
.

On calcule

fuu = (shu cos v, shu sin v, chu) , fuv = (−chu sin v, chu cos v, 0) et

fvv = (−shu cos v,−shu sin v, 0)

D’où l’on tire les coefficients de la 2ème forme fondamentale: l =
1√
ch2u

,

m = 0 et q =
sh2u√
ch2u

,

Donc, la matrice de la deuxième forme fondamentale est: IIp =


1√
ch2u

0

0
sh2u√
ch2u


L’opérateur de forme Sp a pour matrice

I−1
p IIp =

 1

ch2u
0

0
1

sh2u




1√
ch2u

0

0
sh2u√
ch2u

 =


1

(ch2u)
3
2

0

0
1√
ch2u


Par conséquent, les courbures principales sont

k1 =
1

(ch2u)
3
2

et k2 =
1√
ch2u

.

Le calcul de la courbure de Gauss K est immédiat, K = k1.k2 =
1

(ch2u)
2

La courbure moyenne H est: H = −1

2
(k1 + k2) =

ch2u

(ch2u)
3
2

.

4. Calculer les symboles de Christoffel de la surfaces paramétrée S.
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Soit S la surface paramétrée par f(u, v) = (sinhu cos v, sinhu sin v, coshu).

a. Les dérivées premières du paramétrage:

fu = (chu cos v, chu sin v, sinhu) et fv = (−shu sin v, shu cos v, 0)

b. Les symboles de Christoffel: On a

Eu = 2 sinh 2u, Ev = Fu = Fv = Gv = 0, Gu = sinh 2u

donc

(
Γuuu
Γvuu

)
=

(
E F
F G

)−1( 1
2Eu

Fu − 1
2Ev

)
=

 1

ch2u
0

0
1

sh2u

( sh2u
0

)

(
Γuuv
Γvuv

)
=

(
E F
F G

)−1( 1
2Ev
1
2Gu

)
=

 1

ch2u
0

0
1

sh2u

( 0
1

2
sh2u

)

(
Γuvv
Γvvv

)
=

(
E F
F G

)−1(
Fv − 1

2Gu
1
2Gv

)
=

 1

ch2u
0

0
1

sh2u

( −1

2
sh2u

0

)

Ce qui donne

(
Γuuu
Γvuu

)
=

(
sh2u
ch2u

0

)
,

(
Γuuv
Γvuv

)
=

(
0
chu
shu

)
et(

Γuvv
Γvvv

)
=

(
− sh2u

2ch2u
0

)
.
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