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Série d’exercices de Géométrie n°4 
 

 
Exercice 1 :  
 
Les deux surfaces paramétrées suivantes ont-elles le même support géométrique ? 

1. 𝑓1: ℝ2 ⟶ ℝ3 définie par 𝑓1(𝑢, 𝑣) = (𝑢, 𝑣, 𝑢2 + 𝑣2). 

2. 𝑓2: ℝ2 ⟶ ℝ3 définie par 𝑓2(𝑡, 𝜃) = (𝑡 cos 𝜃 , 𝑡 sin 𝜃 , 𝑡2). 
 
Exercice 2 : 
 
Calculer l’aire de l’ellipsoïde de révolution engendré par la révolution de la courbe 

𝛾(𝑡) = (𝑎 cos 𝑡, 0, 𝑏 sin 𝑡), 𝑡 ∈ [−
𝜋

2
,
𝜋

2
] ,  0 < 𝑎 < 𝑏. 

autour  de l’axe (𝑜𝑧). 
 
Exercice 3 : 
 
Calculer les deuxièmes formes fondamentales des surfaces paramétrées suivantes 
puis calculer la matrice associée à 𝑆𝑝 et déterminer la courbure moyenne 𝐻 et la 

courbure de Gauss 𝐾 : 
1. Le cylindre  𝑓(𝑢, 𝑣) = (𝑎 cos 𝑢 , 𝑎 sin 𝑢 , 𝑣). 

2. Le tore 𝑓(𝑢, 𝑣) = ((𝑅 + 𝑟 cos 𝑢) cos 𝑣, (𝑅 + 𝑟 cos 𝑢) sin 𝑣, 𝑟 sin 𝑢) (0 < 𝑟 < 𝑅). 
 
 

Exercice 4 : 
 
Supposons que pour tout  𝑝 ∈ 𝑀, l’opérateur de la deuxième forme fondamentale 
𝑆𝑝: 𝑇𝑝𝑀 → 𝑇𝑝𝑀 est un multiple de la matrice identité i.e. 𝑆𝑝(𝑉) = 𝐾(𝑝)𝑉 pour tout 𝑉 ∈

𝑇𝑝𝑀. 

1. Dériver les relations suivantes  𝐷𝑓𝑢
𝑁 = 𝑁𝑢 = −𝑘𝑓𝑢  et  𝐷𝑓𝑣

𝑁 = 𝑁𝑣 = −𝑘𝑓𝑣 

Pour déterminer 𝑘𝑢 et 𝑘𝑣 et en déduire que 𝑘 doit-être une constante. 
2. Nous savons que si 𝑘 = 0, 𝑀 est une surface plane. Montrer que si 𝑘 ≠ 0 

alors 𝑀 est une partie d’une sphère. 

 
Exercice 5 :   
 
Soit   𝑆 =  {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3; 𝑧2 − 𝑥2 − 𝑦2 = 1 }. 

1. Trouver une paramétrisation de 𝑆. 
2. Donner l’expression d’un vecteur normal unitaire en tout point. 
3. Déterminer les courbures principales, moyenne et de Gauss en tout point de 

𝑆. 
4. Calculer les symboles de Christoffel de la surface paramétrée 𝑆. 

 


