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Préface

L’analyse complexe est 1’étude des nombres complexes, manipulations et autres
propriétés. L’analyse complexe est un outil extrémement puissant et nombreuses
sont les applications pratiques destinées a la résolution de problemes physiques.
L’intégration de contour, par exemple, fournit une méthode de calcul d’intégrales
difficiles.

Ce livre est un recueil d’exercices et de problemes mathématiques d’analyse com-
plexe. Il est le fruit d’un enseignement de mathématiques a I’université de Tlemcen.
Nous avons privilégier d’exposer 1’application des méthodes de calcul (théorémes,
propositions,..) sans énoncer quoi que ce soit. Notre but est d’offrir aux lecteurs
des exercices avec des solutions détaillées et quelques exercices supplémentaires
donnés sans solutions pour examiner les capacités des lecteurs. Nous les invitons
cependant a chercher eux méme les résolutions.

Dans ce livre, nous fournissons une introduction a 1’analyse complexe qui est la
théorie des fonctions complexes d’une variable complexe. Le premier chapitre rap-
pelle les nombres complexes et les différentes régions du plan complexe telles que
le cercle, disque et autres. Le second chapitre initie le lecteur aux fonctions a va-
riable complexe en se focalisant principalement sur la notion d’holomorphie (dé-
rivabilité) de ces fonctions. Le troisieme chapitre est consacré aux intgrales curvi-
lignes et aux formules intgrales de Cauchy. Le chapitre quatre est reservé aux séries
de Laurent, classification des sngularités et théorie des résidus. Le dernier chapitre
établie quelques applications sur les résidus sous forme des intégrales impropres.

e™+1=0






Table des matieres

Préface

1 Nombres complexes
1.1 Exercicescorrigés . . . . . . . . . . . .o

1.2 Exercices supplémentaires . . . . . . ... ... ... ... ..

2 Fonctions complexes
2.1 Exercices corrigés . . . . . . ... ..o e

2.2 Exercices supplémentaires . . . . . . ... ... ...

3 Intégration complexe
3.1 Exercices corrigés . . . . . . . . ... e

3.2 Exercices supplémentaires . . . ... ... ... ... ... ...

4 Séries de Laurent et résidus
4.1 Exercices corrigés . . . . . . . . .. e

4.2 Exercices supplémentaires . . . . . .. ... ...

5 Application des résidus
5.1 Exercicescorrigés . . . . . . . . ... .o

5.2 Exercices supplémentaires . . . . . ... ... oL

Bibliographie
Bibliographie . . . . . . . .. ...

21
21
30

33
33
59

63
63
71

77
77
&9

90






Chapitre 1

Nombres complexes

Sommaire
1.1 Exercicescorrigés . .. ... ... ..ottt nnnenn 1
1.2 Exercices supplémentaires ... ............... 15

1.1 Exercices corrigés

1/ Nous réécrivons la fraction sous cette forme

i)? i\’
8:;7:(1“)2(1:) .

Ce qui implique que

i)9 i i)’ i)’
81_2;7=(1+2')2 [—(H )2(1+ )] :2i(227) =2 =2.
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Par conséquent,

w(d)s o ()

2/ Nous avons

1+az B i(—i+ )
200+ (a2 —1)i  i(—20i +a?2—1)

On obtient donc
1+ o (a—i) 1

2a + (a? — 1)i - (-2 a—i

Par conséquent,

1+ a2 a+1 o o1

200+ (a2 —1)i  a+ila—1i) :a2+1+la2+1'

1/ Soit z = 1 — i+/3. La forme trigonométrique est donnée par

avec r := |z|, ce qui donne
r=1/124 (=V3)2 =2,

et 0 := arg(z) vérifiant

cos(f) = Re:z) = % .

Par conséquent,

z=2xexp<—gi+2km'), keZ.
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2/ Soit
C1+iV3
o1 —3

Nous pouvons raisonner directement comme ¢a

o] = 1+av3 _ 2
1—d V2
et .
. . T s T
arg(z) = arg(1 +iV/3) —arg(1 =) = 5 + 7 = o

Le module de z; est donné par

|21 = V12 + (—=1)2 = V2.

L’argument satisfait

1 1
cos(f) = —, sin(f) = ———.
(0) 7 (0) 7
Donc, § = —7 /4. Ainsi,
2 = \/ie—iﬂ/4.
De la méme fagon on trouve
29 = 56”/2,
et
25 = 4e T,

Soit maintenant z4 = sin(x) + i cos(z), « € R. Nous utilisons le fait que

sin (g - a:) = cos(x),
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cos (g — 3:) = sin(z).

On obtient donc

z ep(7r x)
y=expl=—x]).
2

C’est plus pratique de passer par la forme trigonométrique, c’est-a-dire, pour z €
C,
z = 2| exp (iarg(2)) .

Donc, la puissance se traduit comme suit
2% = |2|* exp (cviarg(z)) , a€R.

Nous avons
V3 +i =25,

Donc,

(V34 )0 = 20¢'™ = —64.

1/ Soit z = a + b (dans notre cas, a et b sont supposés étre a = 0 et b = 1). On

pose w = x + iy avec x,y € R qui désigne les racines de z. Nous avons la relation
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suivante

Ce qui implique que
(z +iy)? = a + ib.

Ceci, nous ramene au systéme suivant

22 —y? =a,
22 + 9% = Va2 + 12,
2xy = b.

Apres calcul, les racines carrées de ¢ sont

V2 42 V2 V2

A S R S A Sl
5 T © 2 '

2/ De la méme fagon, en appliquant le méme raisonnement, nous obtenons

3+ 21 et -3 —2i.

comme racines carrées de 5 + 121.

Nous allons essayer d’écrire f sous sa forme algébrique. Pour cela, on pose z =

x + iy avec z,y € R. Ainsi, nous obtenons, pour z # —i,

z—2 x+iwy—2 x—2+1y
z4i  wHiy+i  w+i(y+1)

f(z) =

En multipliant par le conjugué du dénominateur, on obtient

(93—2+z'y)(:c—i(y+1)).

fz) = 22+ (y +1)2
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Apres calcul, nous aurons

20 —x+2
2?2+ (y+1)%

2?24y +y

Re(f(2) =g o e e Ime(f() =

Dans ce cas, I’ensemble des points vérifiant f(z) € R implique forcement
2y —z+2=0.

Par conséquent, I’ensemble des points est la droite y = %w — 1 privée du point
(Oa _1)
L’ensemble des points tel que f(z) € iR vérifie

22 =20+ y? +y=0.
Cette équation doit étre réécrite comme suite

1 1
22—+ 149y +y+-=1+-.
4 4
Ce qui donne I’équation du cercle privée du point (0, —1) suivante (centre (1, —0.5)

et du rayon }1)

2

(m—1)2+<y+%) =2

Pour résoudre cette équation du second degré, on calcule le discriminant
A=0b>—4ac=(-1)2 —4x1x (1—i)=(1+2i)%

Automatiquement les solutions sont données par la formule

—b+ VA

Z12 =
2a
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A noter qu’ici VA reflete deux valeurs. Nous obtenons donc

1—(1+2¢
le%z_l,

o 1+ (1+2i
oy — +(2+ z):1+

Posant, pour z # 1,

. z+1
w:i=1 1)

Nous allons vérifier que w = w et dans ce cas forcément w € R. On a

i (EtL
- z—1

En utilisant le fait que |z| = 1, on obtient

1
=
SR R YRR
1_1 z—1 '

Donc,

w=w.

Ceci implique que, pour |z| = letz # 1,

1
i(” )GR.
z—1
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1/ Déterminons 6 tel que z = 0, c’est-a-dire,

cos®(0) + i sin(f) cos(d) = 0.

Autrement dit,
cos(6)[cos(0) + isin(h)] = 0.

Puisque cos(6) + isin(#) = e # 0, alors

cos(f) =0 = 0=g+2kﬂ', ke Z.

2/ Siz # 0, calculant z~!. On a

Onpose z =z + iy pour x,y € R.On a

z—1 xz—-1+1dy (v—1+4iy)(z+1—1iy)
z4+1 z+l+iy (r+1+dy)(z+1—1y)
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Apres calcul, on trouve

z—1 22+ -1 Y 2y
z+1 (z+1)2+92  (z+1)24y2

En utilisant le fait que |z| = 1, alors
z? + y2 =1.
Par conséquent,

z—1 2y
=1 .
z+1  (z+1)2+42

Ainsi, ce complexe est purement imaginaire. Il est donc clair que

E, si Img(z) =y > 0,
(z — 1) 2
Arg =

771', si Img(z) =y < 0.

Pour tout z € C*, on a

Puisque Zz = |z|?, alors

Par conséquent,
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1) Soient z = x + iy et Z = x — 1y, alors I’équation 2z + 7z = 3 devient

20+ 2wy +ix +y =3,

= 2z+4+y+i2Qy+z)=3.

Par identification, on a

2z + 1y = 3, T =2,
=
2+ 2z =0, y=—1.
2) On a
e*l = —ied.

En utilisant le logarithme complexe, nous avons
In(e* ') = In(—ie?),

qui implique que
z—1=In(—i) +1In(e?).

Sachant que
In(z) = In(|z|) + iArg(z),

alors nous obtenons In(—4) = In(1) — 4%. Ainsi,

z—lz—ig+3 - z:—ig+4.
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1/ Larésolution de I’équation se rameéne au calcul de la racine quatrieme du nombre

complexe . Les racines sont données, pour k = 0, 1, 2, 3, par

= V1 [eos (LT pisin (2T,

4 4
Par conséquent,
™ ™
wo = [cos <§> + 2sin <§)} ,
5T . %8
wy = [cos (?) + ¢ sin (§>] ,
97 .. (97
wo = [cos <§> + ¢sin (?)] ,
et
137 . 137
w3y = [cos (?> + 7sin (T)] .

2/ I’équation est équivalente a
i(e¥)* — e —i =0, z e C.
On pose X = e'* et on obtient
iX?2 - X —i=0, XeC.
On calcule le discriminent

A =1—4i(—i) = -3 = 3i%.



12 Nombres complexes

Les solution sont données par

1—1 1+i4v3
X = Z\/§ et Xy = + l\/_
21 21
Une réécriture conduit a
L » 3
X, = ZTﬁ o Xy — HTW

La résolution en terme de la variable z donne

zlzl,ln (L\/g) et Zgzlh’l <M>

7 2

Par définition, nous avons

eiz +e—iz
cos(z) = —
Par conséquent,
) iz —iz )
2cos(z) —e ¥ =1+42i = 2% —e " =142i
On obtient
e =14 2i.

Ce qui implique que

€?=1+2i = iz=Ilog(1l+2i),
1 1
= 2= -log(1+2i) = - <1n(\/5) + jarctan(2) + 2km'> , ke,
= z=—iln(v/5) + arctan(2) + 2km, k€ Z.
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On a I’équation suivante,

cosz = 3 + 2¢%%.

Nous avons

elZ + e—’LZ

= 3427 =

On pose X = €', alors on a

€ te P =6+4e” =

3e?* 466 —1 = 0.

X24+6X-1=0.

Les solutions de cette équation sont
X1 = -3+ 6,

Ainsi,
e = —3 + /6,

=iz = In(—3 +V6),

= iz = In |=3+V6|+in+27ki,

iz = In|34V6|+im+27k'i,

Xy = —3— /6.

€2 = —3— /6,
izy = In(—3 — V6),

kK €Z.
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Pour monter cette égalité, on suppose que 21 = 1 + i1y et za = T2 + iy2. Nous

obtenons
eA1tee _ gritaati(yitye) _ pritae Gi(yitye)

Ce qui donne
e %2 = e™e*2 [cos(yy + y2) + isin(y; + y2)] .
En utilisant, la formule trigonométrique associée, on obtient

e T2 = e cos(yr) cos(yz) — sin(y1) sin(y2)

+isin(y1) cos(yz) + i cos(y1) sin(yz)].

On peut observer qu’on
€A1 2 = "™ [ cos(y1) + isin(y1)] [ cos(y2) + isin(yz)].

Enfin, on a obtenu

e 22 — %122

1/ Le module |z — ¢| traduit la distance entre z et le point i. Encore, |z + i| est la

distance entre z et le point —¢. Donc,
|z —i] = [z +

permet de conclure que le point z se situe & la méme distance entre (0, 1) et (0, —1),
c’est-a-dire z parcoure la médiatrice (Droite perpendiculaire a un segment de droite
en son milieu) du segment reliant (0, 1) et (0, —1). On peut remarquer que cette

médiatrice est tout simplement I’axe réel, donc z décrit tout les réels.
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2/ Rappelons que I’équation du cercle de centre z( et de rayon I est donnée par
|z — 20| = R.
Essayons d’écrire
|(V3+i)z—1—i| =4,

sous une forme convenable (équation d’un cercle). Nous réécrivons I’expression

ci-dessus et nous obtenons

144
V3+i

z —

(V3 +1)| x

Ceci implique que

_ VB4l VB

— =2 avec
|z — 20| 20 1 ) 1

Par conséquent, I’ensemble des points est le cercle de centre z; et de rayon 2.
1.2 Exercices supplémentaires

Exercice 1 - On considere les nombres complexes suivants

1—i 1+4]"
074 aa\ Z2 — bl
i?(1 + 2i) V2

21 =
Ecrire z; et zo sous forme algébrique.

Exercice 2 - 1) Calculer les racines quatriemes de 1.

2) Calculer v/i + v/3.

Exercice 3 - Développer le nombre complexe
(V3 — )13,
Résoudre I’équation z? = —5 + 12i.
Exercice 4 - Résoudre dans C les deux équations suivantes

22 —i=0 puis 2cos(z) — e % = —V2 4+ iV2.
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Exercice 5 - Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z € C tel que

z+7%Z =2

Exercice 6 - 1. Calculer la racine carrée du nombre complexe w = .

2. En posant z = x + 1y, résoudre dans C 1’équation suivante :

1+

V2

|z = 1] =

R(z—1).

Exercice 7 - Résoudre dans C 1’équation

22— 2iz—1+2i=0.

Exercice 8 - Résoudre dans C, 1’équation suivante

cosz = 3 + 26,

Exercice 9 - Résoudre dans C I’équation suivante

z°—1= —i.

Exercice 10 - Résoudre dans C 1’équation

Exercice 11 - En posant z = x + iy résoudre dans C I’équations suivante

2] + 1 = 2(2 +19).
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Exercice 12 - On considere les nombres complexes suivants

. . z
Z1:1+Z\/§, 20 =141, 2’3:*1.
22
1) Ecrire z3 sous forme algébrique.

2) Ecrire z3 sous forme trigonométrique.

i

3) En déduire les valeurs exactes de cos({5) et sin({3).

Exercice 13 - Soit le point M d’affixe z différent de —i. On pose

1—2z

w = -
1—1z

1) Déterminer I’ensemble des points M tels que Re(w) =

0
2) Déterminer I’ensemble des points M tels que Im(w) = 0.

Exercice 14 - 1) Montrer les formules suivantes

e cos(iz) = ch(z) e sin(iz) =ish(z) o 1 —th’(z) = ()

2) Trouver les parties réelles et imaginaires de sin(z) et cos(z).

Exercice 15 - 1) Démontrer que

2

1+ eiﬂ'/5 + ei27r/5 + ei371'/5 + e1'47r/5 _ )
1 — ein/5

2) En déduire les valeurs des sommes

4 4

km .k
S = kzocos(S), S = kzosm(5)

Exercice 16 - Résoudre dans C, les équations suivantes

D224+ (1 —i)z—3i =0, 2)22 +24+1=0.
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Exercice 17 - Résoudre dans C, les équations suivantes

e =5 —bi, e —(1+i)e =i et cos(z) = 2.

Exercice 18 - Calculer les racines cubiques de

z = —8.

Exercice 19 - Trouver les lieux géométriques suivants

1) 0 < Re(iz) < 1, 2) Re(z) +im(z) < 1,
_ . 1
3)z—4+i| =1, 4)Re(1—z)<§,
. 1 1
5) |z —2i| <3, 6) Re (z) = ¢, Img (z) =c,
7)1 < |2| < 3, 8) z =t? +itt e R.

Exercice 20 - Soient z; et z5 deux nombres complexes tels que z1Z2 # 1. On pose

Z1 — %9
= .
1—2’12’2

Montrer que

|zl =1 |z1|=1 ou |z|=1

Exercice 21 - Trouver I’'image de I’ensemble
A={z€eC,|z| <1}
par les applications suivantes

1) f(2) = 22 +1, 2 f(2) = -
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Exercice 22 - Calculer
1) sin(1—i), 2) In(=1), 3) (=3)Y", 4) In(1+1i),

5) 6) arcsin(i), 7) (cos(@)f, 8 (=1)VZ

Exercice 23 - 1) Déterminer les nombres complexes solutions de z* = 1.

2) Déterminer sous forme trigonométrique les solutions de I’équation
2 =8(1-1iV3).
3) Soit

V6—v2  V6+V2
a= 5 +1 5 .

Vérifier que a* = 8(1 — i1/3) et en déduire sous forme algébrique les résultats du
2).

P 117 .
4) En déduire les valeurs exactes de cos <12> et sin <) .

Exercice 24 - 1) Résoudre ’équation z3 = 1 en utilisant la forme exponentielle.
2) On note j la solution complexe de partie imaginaire positive.

a) Vérifier que ;2 est aussi solution.

b) Montrer que j2 = % =3
¢) Calculer 1 + j + 52
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2.1 Exercices corrigés

Soit g : C\{0} — C définie par

. .Y
gz +iy) = T Ege
Posons
T
u(z,y) = x2——|—y2’
et
o(z,y) = —5

- 22 4+ y?
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Les dérivées partielles de u et v sont données par

([ Ou  —x? 492

ar (@ + )2
ov —z% + o2

[ 9y (@2 + D)

et
((Ou 2wy
oy " Wy
ov 2zy

( 0z (a2 +y2)%
Nous remarquons que les conditions de Cauchy-Riemann sont satisfaites sur C\{0},

c’est a dire,

du  Ov
dr Oy’
ou v
dy Oz

Ce qui implique que, pour tout z € C\{0}, la fonction f est holomorphe.

Posons u(z,y) = €2? [cos(2y)] + = et v(x,y) = €2* [sin(2y)] — y. Les dérivées

partielles de u et v sont données par

(Ou 5.
Fr 2e" [cos(2y)] + 1,
o 4
3y 2e** [cos(2y)] — 1,
) ou
-7 2T o]
By 2e** [sin(2y)],
ov g
5 = 2e** [sin(2y)] .
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Nous remarquons que les conditions de Cauchy-Riemann, c’est a dire,

ou v
or oy’
ou v
dy  ox

ne sont pas satisfaites, pour tout x et y. Ce qui implique que la fonction f est n’est

pas holomorphe.

Soit f(z) = (—e®siny + 3) + i(e” cosy + 5). Posons
u=—e"siny + 3, v=-e"cosy+ 5.

En utilisant les conditions de Cauchy-Riemann, on obtient

ou v

— = —€siny = — = —e”siny,
oz Y oy Y
ou . ov
— = —¢e"cosy = —— = ¢€” cos
dy Y= "o Y

Ainsi, f est holomorphe dans C.
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Pour z € C, prenant f(z) = e %" cos(2xy) + ie” ~¥" sin(2zy). Posons
u(z,y) = e’ v cos(2zy) et  o(z,y) = e v sin(2zy).

Les dérivées partielles de u et v sont données par

(0
8_u = 22"V cos(2zy) — 2ye” Y’ sin(2ay),
x
ov 222 222
v —2ye® 7Y sin(2zy) + 2ze® Y cos(2zy),
{ on
90 = —2ye™” V" cos(2xy) — 2we® Y sin(2ay),
Y
ov 2_ .2 . 2,2
i 2xe™ V" sin(2xy) + 2ye® Y cos(2zy).
\ T

Nous remarquons que les conditions de Cauchy-Riemann sont satisfaites pour tout

x,y € R, c’est a dire,

du  Ov
o Oy’
du v
dy  ox

Ce qui implique que, pour tout z € C, la fonction f est holomorphe. Ainsi, f est

analytique sur C.

Selution

Posons u(z,y) = 2% — y? + 2z et v(z,y) = —2xy + 2y. Les dérivées partielles
de u et v sont données par

ou

A P
o T+ 2,
0

9V _opyo,
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et

ou

= _ _9
ay y’
ov

— = —2.
ox Y

Nous remarquons que les conditions de Cauchy-Riemann, c’est a dire,

ou v
or Oy’
ou v
oy Oz

sont satisfaites pour (x,y) = (0,0). Ce qui implique que la fonction f est holo-

morphe au point 0.

Soient z = x + 2y et V la fonction définie par

1
Vi(z,y) — xyz — 5933.

1) Remarquons que la fonction V' admet des dérivées partielles d’ordre 2 continues
dans R? et
o?v _ oy 0*V _ 9y
ox? ooy T

ce qui donne
o’V o’V
— + =5 =0.
ox?  Oy?

Ainsi, V' est harmonique.

2) Trouver une fonction U telle que la fonction complexe f(z) = U(z,y) +



26 Fonctions complexes

iV (z,y) soit holomorphe. Si f est holomorphe alors les conditions de Cauchy-
Riemann sont vérifies, c’est a dire,

o _ov
or oy’
v _ v
oy Oz’
Donc,
a—U—a—V—Q:B
or Oy Y
oUu ov 9

By T o —(y* — 2?).

oU

or Y
= Ulz,y) = /nydw =2’y + c(y),
= gg =22+ (y)

D’apres la deuxieéme condition de Cauchy-Riemann, on a

oy T =y
Par conséquent,
/ 2 1 3
cy)=-y =cly)=-3y"+¢, ceER

D’ou,

1
U(.T,y) = $2y - §y3 +Ca ce Ra

et la fonction f prend la forme

1 1
f(2) =22y — §y3+c—|—i <:1:y2— 3:r3>, ceR.
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1) Nous remarquons que la fonction U admet des dérivées partielles d’ordre 2

continues dans R?, ce qui donne

a—U=6xz—6y2—i-2m, a—U=—12acy—2y—1,
Oz oy
et 2 2
o°U o°U
Ainsi, , ,
0°U  0°U
AN =—+— =0.
0x? + Oy?

Dongc, la fonction U est harmonique.

2) La fonction f est holomorphe si et seulement si
ou_ov. . oU_ oV
oxr Oy oy Oz’

Ainsi, 5

6_‘; = 62% — 6y* 4 2z (1)
ov

— =12 2 1 2

e Ty + 2y + (2)

En utilisant (1), nous avons

V(z,y) = /(6:32 — 6y° + 22)dy = V(z,y) = 622y — 2> + 2zy + c(x).
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D’autre part,
oV

P 12zy + 2y + ().
En utilisant (2), nous avons

dx)=1=c(x)=z+c ol ¢ est une constante.

Ainsi,

V(z,y) = 622y — 2y° + 22y + z + c.

On pose
u(z,y) = xe Ycos(z) —ye Ysin(z) et wv(z,y) =ye Ycos(x)+xe Y sin(x).

La fonction f est holomorphe si elle vérifie les conditions de Cauchy-Riemann

suivantes

u_ov  ou_ o
dr  dy oy Oz

Ainsi, nous remarquons que

%
ox

=e Ycos(x) — xe Ysin(x) — ye Y cos(x).

— =e Ycos(z) —ye Y cos(x) — ze  Ysin(z).

et

— = —ze Ycos(z) — e Ysin(x) + ye Y sin(x).

— = —ye Ysin(x) + e Ysin(z) + ze Y cos(x).
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Ceci implique que la fonction f est bien analytique dans C.

Nous avons la fonction f donnée par
f(2) = ax + iy + ie®.
Nous remplagons z = x + iy, nous obtenons
f(z +iy) = ax + iy + ie®"Y = azx + iy + ie®(cosy + isiny).

Ainsi,
U(z,y) = ax — e”siny,
V(z,y) =y + e* cosy.

2) La fonction f est holomorphe si elle vérifie les conditions de Cauchy-Riemann :

ou v
dr Ay’
ou oV
dy  ox
Ainsi, nous avons
oUu o o
9 a— e*siny,
8—V =1—-¢€"siny
oy ’
et
oUu -
8_y = —e”cosy,
oV

= e* cosy.

En
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Ceci implique que @ = 1.

2.2 Exercices supplémentaires

Exercice 25 - Soit la fonction complexe suivante :
f(z) = Re(z) x Img(z).

Etudier la dérivabilité de f par deux méthodes.

Exercice 26 - Soit z = x + iy ou z et y sont deux réels et soit la fonction
f(2) = ax® — y* + ibxy.

Déterminer les constantes réelles a et b pour que la fonction f(z) soit holomorphe.

Exercice 27 - Soit z = x + iy ou z et y sont deux réels et soit la fonction

F(2) = 2+ 2ye” + iy + ).
Examiner si la fonction f est holomorphe dans C.
Exercice 28 - Soit z = x + iy ou z et y sont deux réels et soit la fonction
f(2) = 22 +sin(iz).

1) Trouver les parties réelles et imaginaires de la fonction f.

2) Montrer que f est analytique (holomorphe) dans C.

Exercice 29 - Soit f : C — C définie par f(z + iy) = x + 2ixy. La fonction f

est-elle holomorphe sur C ? Préciser I’ensemble des points de C ot f holomorphe.
Exercice 30 - Soit z = x + iy ol x et y sont deux réels et soit
f(2) = 2% +Z + cos(iz), z e C.

1 - Trouver les parties réelles et imaginaires de la fonction f.

2 - Par deux méthodes différentes, étudier la dérivabilité de la fonction f.
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Exercice 31 - Ecrire la fonction complexe
f(z) = |2 + 322,

sous la forme u(z,y) + iv(z,y) avec z = x + iy, puis étudier la dérivabilité de

cette fonction.

Exercice 32 - Soit f la fonction de la variable complexe z = x + iy ol x et y sont
deux réels et f(z) = u(x,y) + v(x,y). Supposons que u soit la fonction définie
dans R? par

u(z,y) =zt — 622y% 4+ y.

Déterminer la fonction v telle que la fonction f soit holomorphe.

Exercice 33 - 1. Montrer que la fonction
V(z,y) =2zy —y*> — 2y +2° — 3z

est harmonique.
2. Soit z = x + 1y, trouver une fonction U(x, y) telle que la fonction complexe
f(z) =U(x,y) +iV(x,y) soit holomorphe.

Exercice 34 - Soit z = x + ¢y ol z et y sont deux réels.

1 - Soit la fonction
f(2) =3z —y+5+ilax+ by —3).

Pour quelles valeurs de a et b; la fonction f est holomorphe sur C?
2 - Soit la fonction

—z

g(z) = ze

- Mettre g(z) sous la forme U(x,y) + iV (z,y).
- Vérifier que U et V vérifient les conditions de Cauchy-Riemann.

Exercice 35 - Soit la fonction complexe
fz) =2 +2z+1.

- Calculer u et v tel que f(z) = u(x,y) + iv(z,y) avec z = x + iy.
- Montrer que f est holomorphe sur C.

- Montrer que u et v sont harmoniques.
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Exercice 36 - Soit la fonction complexe
f(2) =22+ alz|® +1, avec « € R.

- Calculer u et v tel que f(z) = u(z,y) + v(z,y) avec z = x + 1y.
- Déterminer o pour que f soit holomorphe sur C.

- Pour cette valeur de o, montrer que u et v sont harmoniques.
Exercice 37 - Ecrire la fonction complexe
f(2) = 22 + R(2) + Img(2)

sous la forme u(z,y) + iv(x,y) avec z = = + iy, puis étudier la dérivabilité de

cette fonction.

Exercice 38 - Indiquer parmi les fonctions suivantes celles qui sont holomorphes

|

) Im(z), 2)e*,  3)22+5iz+3—14,  4)(Re(2))?

Exercice 39 - Indiquer parmi les fonctions suivantes celles qui sont analytiques

1) ze*,  2)z2%,  3)sin(3z),  4)e” Y cos(2ay) + ie” Y sin(2xy).

Exercice 40 - Soit z = x + iy ou z et y sont deux réels et soit la fonction
f(2) = 2 + axy + by? + i(ca® + dzy + y°).
Pour quelles valeurs de a, b, c et d, la fonction f est holomorphe sur C?

Exercice 41 - 1) Soit v(z,y) = 22 — y* + .
1)Montrer que v est harmonique.

2)Trouver une fonction f holomorphe sur C dont la partie imaginaire est v.

I) Trouver la constante a € R pour que la fonction u(z,y) = y* + ax?y soit

harmonique.



Chapitre 3

Intégration complexe

3.1 Exercices corrigés

La paramétrisation du chemin est donnée par :
FO)=(+DA—t)+1xt=i+1—it, 0<t<I1.

Clairement, on a

Par définition, nous obtenons
1
/ 2Z +5dz = / [—2i + 2 + 2it + 5](—1)dt.
o 0
Par conséquent,

/22+5dz = —i[—i+7=—-1-"7i.
Y
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1) La paramétrisation du segment de droite joignant les points (0, 0) et (0, 1) est

y(t)=1it, 0<t<1, avec +(t)=1.

Nous avons

[/(22+3z)dz = /01 ((it)* + 3it) idt = z‘/ol(—t2+3it)dt =i ([%’3]; + 3i [g] :) _

Alors, )
/7(22 +32)dz = _73 - %

2) La paramétrisation du quart de cercle de centre (0,0) joignant les points (2,0)
et (0,—2) est

y(t) = 2¢™, ¢ varie entre 0 et _7” avec 4/(t) = 2ie®.
Ainsi,

—7/2 —7/2 ) ) )
/ (22 +32)dz = / (4e*™ + 6¢™) 2ie™ dt,
0 0

—pi/2 ) )
= 4i / (23 + 32t dt,
0

—7/2 —7/2
4 [gew] / +[36m] a
3t 0 21 0

—As z —3mi/2 i —ir
=4 (3@, (e 1)+ 5 (e 1)) ;
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2 3
—4i( ZGi—-1)+2(=1-1
7’(31(2 )+ 5 >>’
_ 8 8
3 3

A

La paramétrisation des chemins est donnée par :

et
Yo(t) =t 0<t<1, %(t) =1,

/Edz = /Edz—i—/ zZdz,
¥ 7 72

1 1
_ /O (i 4 it)(—i)dt + /O ] (1)dt,

= —054+0.5=0.

Par conséquent,
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|
)
Y
5
\/

\}

Rappelons que ~; est le demi cercle de centre zp = 0 et de rayon r = 2 et yp est le
segment reliant —2 a 2. Donc, nous avons les deux paramétrisations (sachant que
d’autres paramétrisations sont possible)

nt)y=2¢" 0<t<m et )=t -2<t<2

Alors, en appliquant la définition pour le calcul des intégrales complexes, nous

obtenons

/(2z+3|z|2)dz - /(22+3|z|2)dz+/ (22 + 3]2]%)dz,
Y 71 72
2

= / (47 +12) x 2ie® dt + / (2t + 3t%) x 1 dt,
0 —2

= 42'/ 2 + 6etdt + 16 = 81 — 32.
0

Remarque : Comme une deuxieéme méthode, on peut paramétriser le chemin 9
par
Yo (t) = =2(1 —t) + 2t, 0<t<1.

Le calcul découle de la méme maniere en utilisant la définition d’intégrale com-

plexe.
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1/ La singularité de f est
20 =1+ 3.

Nous remarquons que i + 3 est a I’extérieur du domaine inclus dans |z — i| =
%. Autrement dit, la fonction f est holomorphe sur ce domaine. Le chemin en
considération est fermé et le domaine pris est simplement connexe.

Cette intégrale vaut zéro d’apres le théoreme de Cauchy. Ainsi,
2
— X = 0.
Jos =ims

20 =1+ 2.

2/ La singularité de f est

Cette singularité est a I’intérieur de notre domaine. Les conditions de la formule in-
tégrale de Cauchy sont satisfaites (chemin fermé, domaine S.C, e* est holomorphe).
Ainsi, I’intégrale se calcule comme suit

ez
. / L
|z—1—i|=3 (2 —i—2)?
= 2mig'(i +2) = 2mie' 2,
avec

g(z) =e*.
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1/ Les singularités de f sont
t et — 1.

Nous remarquons que i et —i sont a I’extérieur du domaine inclus dans |z| =
Zi' Autrement dit, la fonction f est holomorphe sur ce domaine. Le chemin en

considération est fermé et le domaine pris est simplement connexe.

Cette intégrale vaut zéro d’apres le théoreme de Cauchy. Ainsi,

e+ z
/|z|:% (z—1)(z+1)

2/ [On peut aussi utiliser le théoreme des résidus] Les deux singularités de f
{ et —1

sont a I’intérieur du domaine. On applique la formule généralisée de Cauchy pour
ramener le calcul d’intégrale au calcul de la somme des intégrales autour de chaque
singularités. Les conditions de la formule intégrale de Cauchy sont satisfaites (che-
min fermé, domaine S.C, fonctions holomorphes). Ainsi, I'intégrale se calcule

comme suit

/|z|=3 % de = /71 (zg(j)i) dz+/72 (j(_Z)i) dz,

= 2mifg(—1) + h(3)]
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1/ Nous avons zg = 7 est bien a ’intérieur du cercle de centre 0 et de rayon 4. De

plus, la fonction g(z) = ze* est holomorphe sur C qui est simplement connexe.

Par conséquent,
zeiz
_ ;!
/ ﬁdz = 27Tlg (71'),
lo|=4 (2 =T
= 2mi(—1 — mi).
2/ Par un raisonnement similaire, nous avons cette fois-ci zg = —1 est bien a

Iintérieur du cercle de centre —2 et de rayon 1.5. De plus, la fonction g(z) =
(22 4 1) /2 est holomorphe sur le domaine de bord ~ qui est simplement connexe.

Par conséquent,

211
/ LG = omig(—1),
oy G4 D)

= —4mi.

La paramétrisation du chemin est donnée par :

y(t)=i+2"  avec 0<t<2m
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40

Par conséquent,

2 ) )
m/ [—i + 2e"]2ie" dt,
0

2izdz

/

= —4[—€ +2t]3" = —167.

27
= —{/ [—ie™ + 2]dt,
0

Solution

1) Nous calculons I’intégrale suivante

z —r

e R

La fonction

22 — 62

est holomorphe a I’interieur du cercle |z — 2|

de

le théoreme

es

1, alors d’apr
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Cauchy

ez
dz = 0.
/|Z—2:1 22 — 62

2) Nous avons

e? e?
dz / —dz.
/|z2|:3 2% — 62 |o—2|=3 2(2 — 6)

|z—2]=3

NGAR

Posons f(z) = Ze_z6, alors f est holomorphe a I'intérieur du cercle |z — 2| = 3,

ainsi d’apres la formule intégrale de Cauchy, on a

/ c dz:27rif(0):27rii:——.
|

272|:3 22 — 6z —6

3) Soient y; un cercle de centre 0 et de rayon 71 et v un cercle de centre 6 et de

rayon r9 (comme dans la figure).
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Ainsi, nous avons

e® e? e®
—dz = / dz +/ dz,
/|;_2|:5 22 — 62 W 2(z = 6) 4 2(2 = 6)
[ [ 2,
m 2 vy 2 — 0
avec B
e
g(Z) - - 67
et .
e
h(z) = —.
(2) =~

Les fonction g et h sont holomorphes a I’intérieur de ~; et o, respectivement.
Ainsi d’apres la formule intégrale de Cauchy on obient

eZ
dz = 2mig(0)+ 2mwih(6),
A (0) + 2nih(6)
1 e
— omi(—— 4+
i ( 6-|- 6)
= e6_17ri
= 3 .

22
1) Nous remarquons que la singularité de la fonction (zi—zz)f est 27 qui est a I’exté-

rieur du cercle |z| = 1.
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A 4

dh
NI

Donc la fonction est holomorphe a I’intérieur du cercle. Ainsi, par le théoreme de
Cauchy,

2

e?
———dz=0.
/z|=1 (Z - 2Z)2 ¢

2) Considérons maintenant cette intégrale

cos(7z)
/zi:2 (z+ 20)%(z — 2i)2dz.

Les deux singularités de la fonctions f sont —2¢ et 2i. Le point —2¢ est a I’extérieur

du cercle |z — i| = 2 et le point 2i est a I’intérieur de cercle.

\

| —2

Ainsi,

cos(mz) B f(2) »
/|z—i|2 (2 + 20)%(z — 2i)2dz a /|z—i|2 (z — Qi)Qd 7

avec
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En utilisant la formule intégrale de Cauchy, nous avons

cos(7z) 27t
dz = T p(2).
/w:Q EESHEEC AR TR

La dérivée de f est donnée par

—7(z + 2i)?sin(nz) — 2(2 + 2i) cos(wz)‘

') = (2 + 2i)*

Ainsi,

/ cos(7z) gy — 7 sinh(27) 4+ 7 cosh(27)
milm2 (24 20)2(z — 20)27 32

3) Soit I’intégrale suivant

eZ
dz.
/|Z|:3 22(22—22+42) :

La fonction

eZ

22(22—-22+42)

posseéde 3 singularités 0 , z; := 1 + i et 29 := 1 — 7. (Notons que le polynome
22 — 22 4+ 2 = 0 posséde un A = 442). Nous remarquons que ces 3 singularités

sont a ’intérieur du cercle |z| = 3.

»
»

Ainsi, nous avons

eZ d ez d eZ d
/|Z|:3 22(22 — 22+ 2) °T /71 22(22 — 22+ 2) et L2 22(22 — 22+ 2) .
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/ 32}
+ dz
vy 22(22 =22 +2)

2me . )
=1 "(0) + 2mig(21) + 2mih(22),
avec
e* e® e?
- - h(z) = .
/() 22 —-22+2’ 9(2) 22(z — 2z3)’ : 22(z — 21)
Ainsi,

a de = 2mi(1) + 2mi (— ) +2mi (4
[ om0 oot (5

A
1 1
Y1 Y2
| L >
0 0

La paramétrisation du chemin v, est donnée par

7 (t) = it, avec —1<t<1.

1
/ Zdz = / —iti dt = 0.
71 -1

D’un autre coté, v, est donné par vo(t) = e’ avec ¢ varie de —7/2 a —37 /2. Nous

_ 37
- 2 it it .
zZdz = e "ie" dt = —im.
71 -

Alors, nous obtenons

avons,

[ME]
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(1) L’intégrale est donnée par (y(t) = (24 i)t avec 0 <t < 1)

/ (22 + 22)dz = / 24P+ 2 P2 4 Dt = 22 4+1),
[0,241] -1

(2) Nous avons

/ 43z =4 / * 8e3i14eit gt — 64 / *etit gy — 0.
ol 0 0

(3) La paramétrisation est donnée par
Yyt =1 —t)+(2+i)t, 0<t<1

Nous obtenons

/ ldz—/lidt—[ln(1+(1+i)t)]1—ln(2+i)
[1’2+1']Z a 0 ].+(].+Z)t a o= ’

(4) La paramétrisation est donnée par

y(t) =14i+2e",  0<t<2m.
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Ona

2 . it
z 1+174 2e .
— —dz = T (2ie™) dt.
/7(1+z'—z>2 ‘ /o S

On obtient

z i [ ity —it
——dz = = 14+i+2e")e " dt = 2im.
/7(1+z—z)2 2/0 (I+i+2e")e im

(5) Nous avons

= 2 it —it )
/Re(z)dz = / i “dz = / i(z'fzzt) dt =im.
~ N 2 0 2

Nous remarquons que la fonction

sin(7z2) + cos(mz?)
(z=1)(z—2)

possede deux singularités, 1 et 2.

x
I

~_|
v
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Ainsi, la fonction f est holomorphe a I’intérieur de |z| = % (2 n’appartient pas).

Donc,

sin(mz2) + cos(nz?) | ~
/|z|=g (z—1)(z - 2) dz = 2mif(1).
avec
_sin(w2?) + cos(wz?)

Ceci implique que,

dz = 2mi.

(z—=1)(z—2)

/ sin(mz?) 4 cos(mz?)
jel=2

1/ Les singularités de f sont
z0 =1, z1=1 et z9 = —3.

Tout d’abord, nous avons

1

L =
! loj=2 (2 =) (22 + 22 = 3)

dz,

1
- /|z|=2 (z—i)(z=1)(2+3) +
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Ainsi, I’intégrale se calcule comme suit

1 1

_ [ GEDGrY [ ety
11_/% — d+/w et

— omilga(i) + ga(1)] = 2mi [

avec ) )
g1(z) = CESEES)] et g2(2) =

2/ Les singularités de f sont

Tout d’abord, nous avons

22 Z2
e Ll W e 2= ey

Cette intégrale vaut zéro d’apres le théoréeme de Cauchy. Ainsi,
2
z
Iy = / ————=dz = 0.
|z\:% (Z — 2)(22 + 4)

3/ Les singularités de f sont
zo = 2, z1 =21 et z9 = —21.

Tout d’abord, nous avons

z+1 z+1
Ir = —————dz = —dz.
2 /Z|:3 2(22 — 4iz — 4) : /|Z|:3 2(z — 2i)? :
Ainsi, I’intégrale se calcule comme suit
z+1 z+1
Il = / Mdz + / #.dea
gt c 2 (z — 2i)

= 27i[g1(0) 4 g4(23)] = 2mi [_41 + ﬂ =0,

dz.
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avec

(2) = z+1
P = G2
et .
z 4+
g2(2) = pot

(1) Il y a une singularité en O (le point 1 n’est pas dans le domaine de bord le cercle

|2| = 1) et donc nous avons

z
/|| 1 ﬁdz = 2mif(0) = —2ri,
zl=3

avec (clairement, cette fonction est holomorphe sur le domaine de bord le cercle

|2l = 3)

(2) De la méme maniére nous avons

eZ
————dz =27 f(1) = 2mwie,
/|z_1|:% z2(z—1) (1)

avec
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(3) Les singularités sont

Z0=1 et zZ1 = —1,

et nous avons

€3Z €3z
[
z+1)=1 22 + 1 z+1)=1 (2 —1)(2 + 1)

Cette intégrale vaut zéro d’apres le théoreme de Cauchy. Ainsi,

632
/ 5 dz = 0.
le1)=1 2~ + 1

(4) Tout d’abord nous avons

/ L _/ e
j+il=1 (22 +1)? o= (2 — )2 (2 +4)2

En utilisant les formules intégrales de Cauchy, nous obtenons

iz -
/ Cdr=2mif(—i) = 2mi S,
|z+i]=1 8

(22 +1)2
avec A
eZZ
f(Z) - (Z_,L-)Q'
(5) Les singularités de f sont
z0o=—1 et 29 = 2.

Ainsi, I’intégrale se calcule comme suit

cos(mz) cos(mz)
cos(mz) . (2 —2) . z+1 4.
/Z|:3(z—|—1)(z—2)d /7 PR +/w GC-2%
= 27ri[gl(—1)+gg(2)] = 274 I::;-i—;:| = %
avec . .
gl(z)zL et gaz) = Gy

(z — 2i)? z
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(6) En utilisant les formules intégrales de Cauchy, nous avons

ze? f'(1)
——dz =2m——= = ;
/|z—1|:2 Go1p z e o1 3emt,

avece

f(z) = ze®.

(7) En utilisant les formules intégrales de Cauchy, nous avons

1 F10)  —1
e dr =2 S
/|Z|=1 BT T T ™

avec

A
T 3 ‘_,,,777¢77777747,,,,,4‘,,
,,,,,r,,,{2ﬂu,,,,,,L,,,,,,i,,,,,,%,,
[ :L,,,,]:_ ,,,,,,, R [ 4:,,
; v,
T o 5
R T S R

Le chemin v est un demi-cercle de centre 1 + ¢ et de rayon 1. Ainsi, nous avons

W) =1+i+ed, —Z<t<.
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v (t) = ie™.

L’intégrale curviligne devient

us 1 . it )
[oimt= (L) ic*d,
5 (z—1—1) —z et

M

12

1) Nous remarquons que la fonction

eZ

22(22 + m2?)

posseéde 3 singularités 0, im et —im.
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\

avec

f(2)

24

Les fonction f, g et h sont holomorphes a I’intérieur de 1, 2 et 3, respectivement.

Ainsi, d’apres les formules intégrales de Cauchy, on obtient

e* . i o
/Z|4 mdz = 27TZf/(O) -+ 27T2g(Z7T) —+ 27TZh(—Z7T),

1 ) 1 o -1 21
= 271 <7r2> + 2 <27r3z> + 2 (27?%) = gt

2) Nous remarquons que la fonction

2241

est holomorphe a I'intérieur de |z + 1| = 1.
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v

Ainsi, par le théoreme de Cauchy,

3z
e
dz = 0.
/Z+1|1 22 + 1

3) La fonction
2244
23 4222 422

posseéde 3 singularité

0, zp:=—1+17 et z9:=-1—1.

|z| =3
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Ainsi,

2244 2244
3—2dz = 3—2dz
|2|=3 2° + 22° + 22 j 20+ 22° 422

+/ SHd

——dz
e 23222 + 22

+/ S+d

. S—
s 254222 + 22

h
g / f(z)d2+/ g(z)dz_‘_/ &dz7
n o 72 (z—21) V3 (z — 22)

avec

2244 2244
f(Z)— 2’2—|——|—22+2’ (Z)— Z(Z_ZQ)’
et 9
4
h(z):i.
z2(z — z1)

Les fonction f, g et h sont holomorphes a I’intérieur de 1, 2 et 3, respectivement.

Ainsi d’apres les formules intégrales de Cauchy, on obtient

2 . .
z*+4 —i42 —i+42
———————dz =2mi(2) + 27i | —— 27 .
/Z|3z3+2z2+2zz mi(2) + m<_i_1>+ m(i_1>

Donc,

/ 22+ 4 d o
——————dz = 2mi.
12|=3 23 +222 + 22

4) La fonction
sin(mz?) 4 cos(mz?)
(z—=1)(z—2)

possede une singularité a I'intérieur de |z| = 3. Ainsi,

sin(mz?) + cos(mz?) .
/|zg (z—1)(z—2) dz = 2mif(1),

avec
_sin(mz?) + cos(mz?)

Donc,
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Le chemin 7; est un quart de cercle de centre 0 et de rayon 2. Ainsi, nous avons
T (t) =2¢", 0<t< 3. Ainsi, ¥ (t) = 2ie. L'intégrale curviligne devient

/2 ) ) )
/ 12 2dz = / zds — / (267 (2¢=11) (24e™)dt
Y1 Y1 0

/2 cit17/2 .

= 8i/ edt = 8i [—] =8(e'2 —1) =8(i — 1).
0 tlo

Le chemin 7, est un segment d’origine 2i et d’extrémité —2. Ainsi, o (t) = 2i(1—

t)—2t, avec 0 <t <1.Ainsi, v4(t) = 2¢ — 2. L’intégrale curviligne devient

1
2|%dz = | 2zdz = —2t 4+ 2i(1 — ) (=2t — 2i(1 — t))(—2i — 2)d
[ 1 / /0< E+2i(1 — ) (—2¢ — 2i(1 — ))(~2i — 2)dt

= (—=2i—2) /01 (4% +4(1 — t)?)) dt = (-2i — 2) /01 (8t +4 —8t)) dt

3 1
= (~2i—2) [Si + 4t — 4t2] = (—2i — 2)§.
3 0 3
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Finalement,

/|z|2dz:/ |z|2dz+/ 122d = 8(i — 1) + (~2i — 2)>.
i 71 72 3

La paramétrisation du chemin (quart de cercle positif de centre 0 et de rayon 2) est
donnée par :
v(t) = 2€™, avec 0<t< g,

et
7' (t) = 2ie™.

Pa définition, on a

244 /2 /fe2it 4 Yy )
/ 2 : dz — /0 (%) (2ie™)dt..
Y

Ce qui donne

2.4 /2 2it
/Z ha dz=4i/ (e + 1)dt = 4i | —|7* +1]7%] .
v 2 0 27




3.2. Exercices supplémentaires 59

Donc,

z 24 2

2 4 it _ 0
/z = 4i [e c +Z} — 4+ %m.
Y

Soient 71 un cercle de centre 1 et de rayon r; et 2 un cercle de centre 0 et de rayon

r9. Ainsi, nous avons

COS T2 COSTTZ Cos Tz
/ ——dz = / “—dz + / z_; dz = 2mih(1) + 27ig (0).
l2j=2 22(2 — 1) m 2= va Z

Posons h(z) = “7* qui est holomorphe a I'intérieur de 1 et g(z) = =% qui est

holomorphe a I'intérieur de ~2. Donc, d’apres les formules intégrales de Cauchy,

COsS Tz CoOsTz
cos Tz == o
[ e
=2 2°(2 = 1) mz—1 v

= 2mih(1) + 2mig'(0).

on obtient

Ainsi,

/||_2 %dz = 2mi(—1) + 2mi(—1) = —4mi.

3.2 Exercices supplémentaires

Exercice 42 - Calculer I’intégrale curviligne suivante

[ (55

ol v = 71 U~z U3 est le chemin suivant
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[ 72

0 M1 2

Exercice 43 - Calculer les intégrales suivantes :
/z—ldz, avec y1 = [1 — 4,14+ U[1+1i,—1+1],
7

et
/ 2i dz, avec 7y estle chemin |z —i| = 2.
72

Exercice 44 - Calculer I’intégrale complexe suivante :

/ 4dz, avec v = 71 U2 est le chemin suivant
v

Exercice 45 - 1- Calculer I’intégrale suivante :

1
/5iz dz, avec 7 est le chemin d’équation |z —i| = £
g
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2- Calculer I’intégrale suivante :

/ 22 —Zdz, avec v = 71 Uy est le chemin suivant
gl

Exercice 46 - Calculer les intégrales suivantes :

e + 22 cos(z)
w | dz. @ | ) 2,
o) (7 —2)? c(-ily (2 —1)?
e” + 2* cos(z)
3 / dz, 4 / <5 dz
3) c(iny (2 —2)2 ) oy (2 —1)?
Exercice 47 - Calculer par deux méthodes différentes les intégrales suivantes :
(1) / 22— 2z dz (2) / _ dz
C(0.2) ’ Clatig) 2 — (2+1)
3 / z —5i)% dz, 4 / #dz,
) 0(51,2)( ) @) Ci4i2) # — (i +1)
. 1
C(0,3) c(tiny (2 — 319)
1
(7) / 2 4 ds dz, (8) / LI
C(0,1) C(%i,l) zZ— 31

Exercice 48 - Calculer I’intégrales suivante

/]z\zdz, ol
g
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A 4
v

Exercice 49 - En utilisant les formules intégrales de Cauchy, calculer les intégrales

D[ %

|z|=24 2% T @
/|Z+1 122—1-1
/ g 22 z2+7r)dz’
/|Z —3 (z—1)2 22—2z)dz'

suivantes :

Exercice 50 - En utilisant les formules intégrales de Cauchy, calculer les intégrales

/zw:;mdz . /|z|= Z;f;%dz-

1
2

suivantes



Chapitre 4

Séries de Laurent et résidus

4.1 Exercices corrigés

1) Dans la région |z| < 3, on a

On obtient donc

—1 I Z\ "N
10=32)
2) Dans la région |z| > 3, ona

Donc,
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1) On considere la fonction f comme étant

f@) = i = e
VT DEr2) -1 2t2
Donc,
f(z)_az+2a+bz—b_(a+b)z+2a—b
- D(z+2)  (z-D(z+2)
Ainsi,
a+b=1, a=1/3,
=
2 — b =0, b=2/3.

Ceci implique que

11 1 2
f(z)—§ [z—l +z+2]'
2) Le développement de la fonction f(z) en série de Laurent autour de 0 se fait

comme suit :

e Dans la région |z| < 1, nous avons

f(z) = g[

+oo +oo n
[— ;zn + ;(—1)71 (g) ] .

Wl
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e Dans la région 1 < |z| < 2, nous avons

1/t 1 21 111, 2%, 2.,
f@:g[; R :ﬁlznzzo(;) +I2 0D H]

Dans un premier temps, on essaye d’écrire la fonction sous une forme convenable.

Posons,
1 A B

&=y -1t 72

Par identification, on aboutit a

1 1 1 1
1O = e -1 25[2—1‘z+2]'

Nous commence par le premier cas (autour de 0) :
1- Si |z| < 1, alors

11 11
=) = §[z—1_§§+1]’
1 .1 n(2\"
= 5|2 ()
n>0 n>0
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2-Sil < |z| < 2, alors

1 1 1 1
z1-1 2241
z

fe) = 3

3-Si2 < |z| < 400, alors

1 1 1 1
z

1 11 1 1 2\"
A 1 s e ar-iyen(?)

n>0 n>0

Nous passons au deuxieme cas (autour de —2) :
1-Si0 < |z + 2| < 3, alors

Wl =

1 1 1 1 1
1) = [z—l_z+2]:§[z+2—3_z+2]’

B 1[1 1 1 1 1Z(z+2)" 1
= — | = ) — = — —_— —
31355 -1 =z+2 3 3n20 3 z+2
2-Si3 < |z + 2| < 400, alors
1 1 1 1 1 1
1) = §[2—1_2+2]_§[z+2—3_z+2]’
1 1 1 1 1 1 Z( 3 >n 1
= = 3 — = — | — —
3|z+2 25 -1 z+2 3 z+2n20 z2+2 z2+2

1. Soit
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Nous remarquons que les points singuliers sont 0, 1 et 2. Le point 0 est un pdle

double, par contre 1 et 2 sont des pdles simples. Donc, nous avons

z

Rmm>=1mk@@iwﬁc
-2
zmmuzggﬁ—%%_awmy

Res(f,2) = lim [(Z - Q)Zz(z —i;(z - 2)} ’

62

Z.
2. Soit f(z) = % Le point 0 est un pole simple et donc
eZ
Res(f,0) = lim z— = 1.

z—=0 z

3. Nous avons

Cl-—cosz 1-(1-5+%+..) oz 2P

Par conséquent, 0 est une singularité apparente. Donc, Res(f,0) = 0.
4. Soit

1 1 1
J(2) = 23— 31—22
Le point 0 est un pdle d’ordre 3, par contre —1 et 1 sont des pdles simples. Nous
avons
1. [41 1 1"
&Wm::ﬁ%Fﬁpﬂ}’
= 1
Res(f,1) = lim [(z— 1)11]
’ z—1 231 — 22 ’
B 1
= —5
Res(f,—1) = lim [(z + 1)11}
’ z——1 231 —22]|
1
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1. Soit f(2) = % Les points 7 et — sont des pdles simples. Nous avons

Res(f,i) = lim [“‘“%]’
Res(f,~i) = lim [(H")#Z(Zz—i)]’
_i%.

2. Soit f(z) = ln(i—jz) Puisque autour de 0, on a

In(l+2)=2z-22/2423/3+ ..,

alors, nous avons

In(l+2) z—-2%/2+23/3+... 1 1 2
f(Z)— 22 = 22 —;—§+§+
Donc, 0 est un pdle simple et on observe Res(f,0) = 1.
3. Soit Lo
—e
1z) = 1+e*

Sil+ e? =0, alors
2z = (2k + 1)mi, ke Z.

Nous avons

L h(Zo) B 1 _e(2k+1)7ri B
Res(f, (2k + 1)mi) = Tl) R —2.
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4. Soit f(z) = de_zl. Les points —1 et 1 sont des pdles simples. Nous avons

Res(f,1) = lim [(2_1) 2’ ]

z—1 22 —1

Res(f,—1) = lim [(z—i—l) i ]

1/ Les singularités de f sont solutions de
5
2
- = 1=0.
z 5 z+
Ses singularités sont données par
1

20 —

De plus, f s’écrit sous la forme
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Clairement, les deux singularités sont des poles simples. En effet, pour zg = %, on

a

__'1( 12)
R
Soit L1
P(z) = ERCED)
et nous avons 1
¢(§) #0

Ainsi, zg est un pole d’ordre 1, autrement dit, zy un pdle simple. On applique un
raisonnement similaire pour z; = 2, soit z; aussi un p6le simple.
2/ En utilisant la premiere question, le résidus de f au point 0.5 est donné par
1 . 1 2 =2
Res(f,5) = le_fg(z —)fx) = 3= 3

2

D’apres le théoreme des résidus, on déduit le calcul de I’intégrale

(z)dz = 2miRes(f, 1)
|2=1 2

Par conséquent,

-2t 4
/ f(z)dz = omi ot = 1
j2/=1 3

sin z
/ tan(z)dz :/ dz.
|z|=2 |z|=2 COS 2

1. Nous avons
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Sicos z = Oalors 2, = (2k+1)F, k € Z. Dans notre cas (|z| = 2), les singularités

o S
sont — et 7" Ainsi,

/|Z2 tan(z)dz = 2mi (Res(f, 5) + Res(f, —5)) ,

i (L + ) < an

)

2
—sin(3

2. Nous avons
z

e? e
5% = ————dz = 27iRes(f,0
/|Z|=2 A5 /|z|:2 23(z +5) z = 2miRes(f,0),
e }”) 17
)

1
= omi(Zlim || ) =2
7”<221—I>r(1) [Z B(z+5 125

3. On sait que

. 1 1 1
Sln<z>22_3!23+... = ReS(f,O):].

Ainsi,
1
/ sin (> dz = 2mi.
|z|=1 z

4. Nous avons

dz : . - ,
/z_i; = 2miRes(f,i) = 2mi lli%(z —1) ] p¥;

24 _

4.2 Exercices supplémentaires

Exercice 51 - Soit la fonction

1) Déterminer « et b tels que

f(z):z—2+z—3'

2) Développer la fonction f en série de Laurent autour de 0 dans la région 2 <
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|z| < 3.

Exercice 52 - Soit la fonction

1
&=ty
1) Calculer f7 f(2)dz avec v = ygr U [ R, R], pour R assez grand.

A

TR

Y
\

2) Montrer que lim / f(2)dz = 0, et en déduire la valeur de I’intégrale
R—+00 YR
/ oo dy
oo T2H49

Exercice 53 - Soient f1(2) = 23sin(2) et fa(2) = m

1) Calculer Res(f1,0) et Res(f2,0).

2) Prenons f(z) = fi(2) + fa(z). Déduire

Exercice 54 - Donner le développement en série de Laurent de la fonction suivante
en précisant dans quelles parties de C elle est valable.
1

1) ———— tour d 0, de 1, d — 2.
)(z+2)(z—1)’ autour de , de 1, de
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2) 2227_1, autourde 0, de 2, de 1.

Exercice 55 - Quels sont les points singuliers des fonctions suivantes ; préciser

leurs types.

e* e* 1 —cos(z) 1
1 2) — 3 4
)zQ(z—l)(z—2)’ ) z’ ) z ’ )z3 25’
e’ In(1+ 2) 1—¢€*
) aiT 6) ——— Do

Exercice 56 - Soient les deux intégrales suivantes

1) Tracer les chemins 7; et 92 en représentant les singularités.

2) Calculer les intégrales I et J.

Exercice 57 - Calculer les intégrales suivantes

e* 1
1 / tan zdz, 2 / ——dz, 3 / sin(—)dz,
) " ) s P4 B ) o (2)

z dz e?
4 d 5 ——\ 6 ———dz.
)/z+3i|:3 (2 44z + 1327 )/|z—i|:1 2 =17 )/|z|:2 Zr12”

2

Exercice 58 - 1) Calculer les résidus a I’infini des fonctions suivantes

DfE =5 @=L A =1

2) Calculer I’intégrale suivante.

1
2Pezdz
I2|=2 ZIOO +1 :
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Exercice 59 - Donner le développement en série de Laurent de la fonction suivante
en précisant dans quelles parties de C elles sont valables.

autour de 0, de 2, de 1.
22 -1

Exercice 60 - 1. Développer en série de Laurent la fonction dans les couronnes

indiquées :
1
(2—2)(2—3)’

a)2 < |z| < 3, b) 3 < |z] < +o0.

f(z) =

2. Examiner les différents développement en série de laurent de la fonction

22— 243

9= 2372

en posant zy = 0.

Exercice 61 - Calculer les résidus des fonctions suivantes

_1—¢f

1+4e?’ f(z):eQZ—H'

flz)=2""(1+2)7" 2. f(2)

Exercice 62 - 1. Trouver les résidus de la fonction

1
z) = —
1) 2441
en ses points singuliers.
2. Trouver le résidu de la fonction f (z) = 2®sin 1 en son point singulier.

Exercice 63 - 1. En utilisant la formule des résidus, calculer I’intégrale

1

/ exp (z) "

q_3 2241 7
|z—z|7§
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2. En utilisant la formule des résidus, calculer I’intégrale

(L
/ Sm(Z)dz.
|z|=2 z—1

Exercice 64 - Soit f la fonction suivante

z

IO =T

1) Déterminer les résidus de f en chacun de ses poles.

2) En déduire les intégrales suivantes

e e I W

Exercice 65 - Soit f la fonction suivante

1

f(z):m~

Développer la fonction f en série de Laurent au voisinage de 0 en précisant les

domaines de convergence.






Chapitre 5

Application des résidus

5.1 Exercices corrigés

On fait le changement de variable suivant

z =€, 0 <z <2m.
Ce qui implique que
z+ 271
cos(z) = 5
et
dr = %

1z
De plus, on remarque que

2| = 1.
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L’intégrale devient donc

/27r dx B / 1 dz
0o 2+ cos(x) =1 24 3 (2 + 1) i’
B 2/ dz
g |Z|:122—|—4Z+1'

Donc,

/27r dx B 2/ dz
o 2+cos(z) i Juo1 (z4+2+V3)(z+2—V3)

2 1
N g27”1%8((z+2+x/§)(2+2—\/5)’_2+\/§)

1 1

= 47 lim —— =271—.
sm—243 (2 + 2+ V/3) V3

On fait le changement de variable

z=e", 0<6<2rm
Ce qui implique que
cos(f) = s z_l,
2
et
do = @

12

De plus |z| = 1. Nous avons

I do / 1 dz
0o V2+cos(d) =1 V2 + 1 (2 + 1) iz’
-2 dz

7 |2|=1 22—2\/§z+1'
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Donc,
o 2 dz
0 V2+cos(0) i Jg=1 (= 1= V2)(z+ 1= V2)
—2 1
= —Z2rmiR NV2-1),
i es((z—l—\/ﬁ)(z+1—\/§) )
. 1 1
= —47 lim =

covi 1 (z-1-V2)(z+1-v2) 2

1/ Les singularités de f satisfont
5
2
- = 1=0.
z 5 z+
Apres calcul, nous trouvons deux singularités,
1

z0:§ et z1 = 2.

On peut remarquer facilement que f s’écrit sous la forme
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Les deux singularités sont des poles simples. En effet, pour zy = % (on applique

un raisonnement similaire pour z; = 2), on a

1
0=y
Soit
olz) = _2'1(212)'

Nous avons qb(%) # 0. Ainsi, 2o est un pdle d’ordre 1, autrement dit, un pdle
simple.

2/ En utilisant la premiere question, le résidus de f au point 0.5 est donné par

Apres calcul, on obtient

1. 2 —2
R _—) = — = —.
es(f5) =3, =3

D’apres le théoreme des résidus, on déduit le calcul de 1’intégrale
_ 1
f(z)dz = 2miRes(f, =).
|2]=1 2

Par conséquent,

-2 4
/ f(z)dz = omi ot = 1
|2l=1 3

3/ On pose cos(#) = z +2Z etdo = = (apres le changement de variable z =
iz

¢'?). Nous obtenons

/2” dé B / 1 dz
0 %—2cos(6) ‘Z|:1§_2z—|—z*1 iz’

2 2
Jimmms
S 5 — 22— 2271z

1 1
7 |z|=1 QZ—Z —1

1 -1
U =1 27— 52+ 1
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Donc, on se ramene au calcul de I’integrale donnée dans la deuxieéme question. Par

/2” do _Ar
0o 5—2cos() 3

conséquent,

1) Nous remarquons que z2 — 2z + 2 = 0 implique que
z1=1+1 et z9=1—1,

qui sont des pdles d’ordre 2 pour la fonction f(z) (voir la figure). Ainsi,

| N 242
/yf(z)dz = 2miRes(f(2),z1) = 2mi 21321 (z=21)* (z — zl;(z — 22)?
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Encore, on obtient

[2(2 — 25)? (—z 2_(zz2—)4z2)(2z + 2)} |

/f(z)dz = 27i lim
”

zZ—z1

Ce qui donne

/f(z)dz o (2(2@')2 —2(24)(2(1 +14) + 2)> .

(2d)*

Donc

2) Nous remarquons que

/ 22 + 2 J / 22 +2 d+/R 2z + 2 J
e AR = o5 0% G B e—— ¢ 7
4 (22 —2242)2 g (22 =224 2)2 _p (@2 =2z +2)?

Par passage a la limite, quand R — 400, 0on a

2 2
A | a0
TR

Nous avons aussi
2242 P(z)

(2-2:+22 Q)
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avec P(z) = 2z + 2 est un polynome de degré 1, Q(z) = (22 — 2z + 2)? est de
degré 4 et 4 > 1 + 2. Par conséquent,

Foo 2x + 2
T gy =on.
/_OO (@2—2z0+227 "

1) Remarquons que 7 est un pdle d’ordre 2 de f donc

/

/ Z+1 li ( .)2 Z+1
—_— im [(z—1)*—5——=
7(z2+1)2 (2—1).z—>i (2241)2] 7
/
= 27rilim[ ]
21 Z+’L
= 27'rilim(z+z) (2 +1,
z—i (Z+Z)3
-2
—omi—— =T

—8i 2
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2) Nous remarquons que

z+1 241 LV |
L(z2+1)2dz [m (22 +1)2 ”/_R @+1)2""

Par passage a la limite, quand R — 400, on a

1
lim %dz =0.
R—+00 R (Z + 1)

Nous avons aussi
z+1 P(z)

(Z+1? " Q)
avec P(z) = z + 1 est un polyndme de degré 1 et Q(z) = (22 + 1)? est de degré
4 avec 4 > 1+ 2. Ainsi

/+°° r+1 T
a =g
o (2241) 2
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2

1) En utilisant la méthode des résidus, on a

2 iR NP Oy 2 2 '
e = primests =2 (i“ - (z—i)z(z+i>2]>’

Soit

flz) =

2) Nous remarquons que

22 d 22 d R $2 d
L(z2+1)2 z_/m @+ 1?2 ”/_R(x2+1)2 T

En passant a la limite, on obtient

252 22 R .’B2
I S = i —E_de+ i S
R—1>I—|r—loo/7(z2+1)2 : Rfi‘oo/m Tt e L @™

+oo m2 T
= / ﬁdm 5
oo (22 +1) 2
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1. Soit
/+oo dx
oo (@2 A1) (224 9)
Nous avons
dz _ ' .
/ Er(E o) o fes(f i)+ Res(f,30)].
v

Apres calcul, on obtient

Res(f,3i) = —i.

Res(f,i) = =

16i°

Par conséquent,

/ dz PR
L@+ \de 48i) 12

D’autre part,

dz B dz n R dx
[r(22 +1)(22+9) /m (22+1)(22+9) /_R (22 +1)(22 +9)°

Si R — 400, alors va #@:QM) — 0 car le degré de (22 + 1)(2% + 9) est

4 > 0 + 2. Nous obtenons

/+oo dx B 1
Ceo (@2 ET1)(2249) 127
/-I-oo dx
oo (X2 1)3

d
Y

2. Soit

D’un autre c6té, nous avons

Nous calculons
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Par conséquent,

dz (3 3
4 (22 +1) 164 8

/ dz _/ dz +/R dzx
L (22413 ) (22413 g (a4 1)

Si R — 400, alors fVR (2,2‘1%)3 — 0 car le degré de (22 +1)3 est 6 > 0 + 2. Nous

On a aussi

obtenons
/+°° dx 3
feo (@2HT1)3 8T
3. Soit
/+oo dx
oo T
On calcule

/ dz

1 .

42441

2kt 1)mi mi 3w

Sizt+1=0,alorsz, =e 1 k= 0,1,2,3.Onobtientdonc zg = e4,e 4,

e 4 ete 4 . Clairement, les singularités a I’intérieur de y sont zg et z;. On a

d s’ T
/724_7_1 = 2mi [Res(f,ef)+Res(f,eST) .

Apres calcul, nous obtenons

s’ ]_ 3mi 1
Res(faef) = 373 ) Res(fve%) = Omi *
4e 1 4e 1
Donc,
d 1 1 2
/ 4Z 2271'2'[ 3 T gm]:ﬂ—f
5 25+ 1 4e 4 4e 1 2

D’autre part
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Si R — +o0, alors f'm ?1% — 0 car le degré de 2% + 1 est 4 > 0 + 2. Nous
obtenons

/+°° dx ™2

N

Soit oo
/ czosac d.
oo X4+
Nous avons
eiz
dz = 2miR ,1),
/yzz-l—l z miRes(f,1)
eiz
— 9l .
miime =9y
-1
— omi— — we L.
i) 5 e
D’autre part
iz R T iz
/ 26 dz = / 26 da:-i-/ ;;dz,
527+ 1 _px+1 N 27+ 1

= me L.

Si R — +o0, alors

1z
lim 26; =0, carlepdlynome 2z2+1 estde degré2 quiest > 0+1.
R—+o00 R % +1

Donc,

+oo iT
€ -1
3 dr = me .
feo TP+
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Ce qui implique que

T cosx 1
3 dr =me ".
oo T4+

5.2 Exercices supplémentaires

Exercice 66 - Calculer I'intégrale réelle suivante

2 1
/ — dz, avec o > 1.
0o -+ cos(x)

Indication : En utilisant un changement de variable approprié, transformer cette

intégrale en une intégrale complexe.

Exercice 67 - Calculer I'intégrale réelle suivante

2m :
/ M dx, avec o > 1.
0o «a+sin(x)

Indication : En utilisant un changement de variable approprié, transformer cette

intégrale en une intégrale complexe.
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