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Chapitre I

Vocabulaire de la logique

I.1 Qu'est-ce qu'une proposition ?

DEFINITION L.1.1 PROPOSITION
|| Une proposition est un énoncé qui est soit vrai soit faux.

Exemple Considérons un quadrilatére ABCD, dans le plan.

On peut envisager les propositions, P : « ABCD est un carré »;

Q: «ABCD est un parallélogramme ».

Suivant la nature du quadrilatére ABCD la proposition B comme la proposition Q, est soit vraie, soit fausse.

I.2 Négation d’'une proposition

DEFINITION 1.2.1 _
La négation d’'une proposition P est la proposition, notée « non P » ou « P » ou encore « =P », qui est fausse lorsque P

est vraie et vraie lorsque P est fausse.

Exemples

1. Reprenons les propositions de I'exemple précédent.

Ona, P: « ABCD n'est pas un carré »; Q : « ABCD n’est pas un parallélogramme ».

2. Soit n un nombre entier.

La négation de T: « nn est pair »; est T : « n n’est pas pair »;

c’est-a-dire : « n est impair ».

3. Soit x un nombre réel.

LanégationdeR:«x>2»;est, R:«x<2».

4. Lanégation deS: « pour tout réel x : 0 < x* »; est S : « il existe un réel x (au moins) tel que : 0 > x* ».

Remarques

1. La négation de la négation d’une proposition P, ¢’est-a-dire P, est synonyme de la proposition P elle méme. On
écrit : P= P.

2. Désignons par K l'intervalle 12; +oo[ et par K le complémentaire de K dans R ; K est donc l'intervalle | — oo; 2].

Les propositions R et R s’écrivent alorsR: « x € K»; etR: «x € K».

En effet, les propositions « x ¢ K » et « x € K» sont synonymes.

.3 Le«et»

DEFINITION L.3.1



2 I. Vocabulaire de la logique

Soit Q, P deux propositions.
La proposition (P et Q) est la proposition qui est vraie lorsque P et Q sont toutes deux vraies, et fausse dans le cas
contraire.

Exemples

1. Soit x un nombre réel, on considére les propositions P: « 1< x»; Q:«x<3».

Pet Qestlaproposition: «1 < x etx <3 »;cest-a-dire: «1 <x <3 ».

2. Considérons un quadrilatére ABCD et les propositions P : « ABCD a deux c6tés perpendiculaires »; Q : « ABCD est
un parallélogramme ».

On a, Pet Q: « ABCD est un parallélogramme qui a deux cotés perpendiculaires ».

Remarques

1. Dans le premier exemple, si on désigne par I I'intervalle ]1;+o0[ et par J I'intervalle ]—oc; 3], P et Q s’écrivent res-
pectivement : « x € I » et « x € ] ». La proposition (P et Q) s’écrit alors : « x € In ] ». En effet, les propositions « x € I et
x€J»et«xelIn]»sontsynonymes.

2. Laproposition P et Q est parfois notée : PA Q.

Exemple Soit A et B parties d’'un univers Q et x un élément de Q. Considérons les propositions P: « x€e A» et Q:
« X € B ». La proposition PA Q : « x € A et x € B » est synonyme de :« xe AUB »

I.4 Le«ou»

Dans le langage courant, le mot « ou » a deux sens distincts : un sens exclusif comme dans I'affirmation « le menu
propose fromage ou dessert », et un sens inclusif comme dans la phrase « Les Canadiens parlent I'anglais ou le fran-
¢ais ». Dans le premier cas il signifie « soit fromage,soit dessert », dans le second cas il n’est pas exclu que certains
Canadiens parlent les deux langues. C’est dans ce sens inclusif que « ou » est utilisé en mathématiques et en logique.
Quand il est utilisé dans son sens exclusif, en général on le précise.

DEFINITION 1.4.1
Soit Q, P deux propositions.

La proposition (P ou Q) est la proposition qui est vraie lorsque I'une au moins des propositions Q, P est vraie, et fausse
dans le cas contraire.

Exemple Soit x un nombre réel, on considere les propositions P: « x<1»; Q:«3< X ».
Pou Qestla proposition: « x<1ou3 < x».

Remarques

1. Reprenons les intervalles I et ] introduits dans la remarque précédente.
Les propositions P et Q s’écrivent respectivement : « X € I » et « X € ] ».

La proposition (P ou Q) s’écrit alors : « x € TuJ».

En effet, les propositions « x € T ou x € ] » et « x € IUJ » sont synonymes.

2. Laproposition P ou Q est parfois notée : Pv Q

Exemple Soit A et B parties d’'un univers Q et x un élément de Q. Considérons les propositions P: « x€e A»et Q:
« X € B ». La proposition Pv Q : « x € A et x € B » est synonyme de :« x € AUB »

I.5 Propositions et parties d’'un ensemble
Nous avons constaté a travers les remarques précédentes et nous admettons que de facon générale :
- lanégation est aux propositions ce que le complémentaire est aux parties d'un ensemble;

- la conjonction (le « et ») est aux propositions ce que l'intersection est aux parties d'un ensemble;
- la disjonction (le « ou ») est aux propositions ce que I'union est aux parties d’'un ensemble.

I.6 Lois de MORGAN

F et G désignent deux parties d'un ensemble Q.

LYCEE PONTUS DE TYARD Terminale VI
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Colorier FUG Q ColorierFNG Q

® © ® ©

Colorier FNG Q Colorier FUG Q

® © ® ©

Soit Q, P deux propositions. Dire que la proposition (P ou Q) est fausse signifie que les propositions Q, P sont toutes
deux fausses.
La proposition (non(P ou Q)) est donc synonyme de la proposition ((non P) et (non Q)).

vQ=PAQ

jae)

De méme, dire que la proposition (P et Q) est fausse signifie que I'une au moins des propositions Q, P est fausse.
La proposition (non(P et Q)) est donc synonyme de la proposition ((non P) ou (non Q)).

AQ=PVvQ

jae)

Exemples

1. x désigne un nombre réel.

Lanégationde«0<xetx<l»est«0=xoux>1n»

Lanégationde«0<xoux<-lrest«0=xetx>—1»

2. ABCD désigne un quadrilatére.

La négation de « ABCD est un parallélogramme mais n’est pas un carré » est « ABCD est un carré ou n’est pas un pa-
rallélogrammeb.

Remarque Les formules : FUG=FnG; FNnG=FUG;PvQ=PAQetPAQ=Pv Q; sont appelées lois (ou formules)
de Morgan .

I.7 Opérations sur les parties d’'un ensemble

Soit Q un ensemble. Lensemble des parties de Q est noté : Z(Q).
E G et H désignent trois éléments de P Q).

1. MORGAN (AUGUSTUS DE) Inde 1806 - Londres 1871, mathématicien et logicien britannique.
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4 I. Vocabulaire de la logique

Colorier FU(GnH) Q Colorier (FUG)N (FUH) Q

® ® @ © ® ® ©

Colorier FNn (GUH) Q Colorier FNG)u (FNH) Q

® ® © ® ® ©

THEOREME 1.7.1
Soit Q un ensemble. Pour tous éléments E G, Hde £ (Q),ona:

FNG=GnNF N est commutative dans Z (Q) ;

FuG=GUF U est commutative dans 2 (Q) ;
FN(GNnH)=(FNnGnH N est associative dans Z(Q) ;
Fu(GuH)=FuGYUH U est associative dans £ (Q) ;

FN(GUH)=(FnG uUFnH) dans & (Q) n est distributive par rapporta u;
Fu(GnH)=(FuG) nFuH) dans & (Q) U est distributive par rapportan;

QNF=FNnQ=F Q est élément neutre pour N dans PQ;
@pUF=Fug=F @ est élément neutre pour U dans P Q).
Remarques

1. Lorsque Q) est non vide, (@(Q) , U) et (@(Q) , n) ne sont pas des groupes car la plupart des éléments ne sont pas
inversibles.

Par exemple il n’existe pas d’élément Q' dans & (Q) tel que : QU Q' = @.

2. Lassociativité permet de légitimer des écritures telles que FUGU Hou FnGn H.

On peut réécrire le théoreme précédent en remplagant les parties de Q par des propositions. On obtient alors le théo-
reme suivant.

THEOREME 1.7.2
Soit B, Q, R trois propositions.

Les propositions (P et Q) et (Q et P) sont synonymes.

Les propositions (P ou Q) et (Q ou P) sont synonymes.

Les propositions (P et (Q et R)) et ((P et Q) et R) sont synonymes.

Les propositions (P ou (Q ou R)) et ((P ou Q) ou R) sont synonymes.

Les propositions (P et (Q ou R)) et ((P et Q) ou (P et R)) sont synonymes.
Les propositions (P ou (Q et R)) et ((P ou Q) et (P ou R)) sont synonymes.

Remarques

1. Pour démontrer les propriétés du théoréme ci-dessus, on peut utiliser un tableau de vérité. Par exemple le tableau
ci-dessous envisage dans les trois premiéres colonnes tous les cas possibles et on constate qu’a chaque fois les pro-
positions (P et (Q ou R)) et ((P et Q) ou (P et R)) ont la méme valeur, ce qui prouve qu’elles sont synonymes. 2. Pour
démontrer les propriétés du théoreme 1.7.1, on peut utiliser également un tableau de vérité. Par exemple la propriété
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| P | Q [ R [[Pet(QouR) [ (PetQ) ou(PetR) ]

vrai | vrai | vrai vrai vrai
faux | vrai | vrai faux faux
vrai | faux | vrai vrai vrai
faux | faux | vrai faux faux
vrai | vrai | faux vrai vrai
faux | vrai | faux faux faux
vrai | faux | faux faux faux
faux | faux | faux faux faux
TABLE I.1 —

Fn (GUH) = (FNn G) U (FN H) signifie que pour tout élément x, les propositions x € FN (GUH) et x € (FNG) U (FN H)
sont synonymes; ce qui est démontré par le tableau de vérité suivant.

| xeF | xeG | xeH || xeFn(GUH) [ xe FnGU(FnH) |

vrai vrai vrai vrai vrai
faux | vrai vrai faux faux
vrai faux vrai vrai vrai
faux | faux vrai faux faux
vrai vrai faux vrai vrai
faux | vrai faux faux faux
vrai | faux | faux faux faux
faux | faux | faux faux faux
TABLE 1.2 —

1.8 Implications

1.8.1 Introduction

Considérons un quadrilatere ABCD, dans le plan, et les propositions P : « ABCD est un carré » et Q : « ABCD est un
parallélogramme ». On sait que : « siABCD est un carré, alors ABCD est un parallélogramme ». On dit que la proposition
P implique la propositions Q; on écrit: P = Q.

Lorsque P = Q, on dit que P est une condition suffisante de Q (pour que ABCD soit un parallélogramme, il suffit
que ABCD soit un carré) ou que Q est une condition nécessaire de P (pour que ABCD soit un carré, il faut que ABCD
soit un parallélogramme).

Enlogique, on déduit d'une proposition fausse n'importe qu’elle autre proposition, vraie ou fausse. Donc si la pro-
position P est fausse alors la proposition P = Q est vraie. Ainsi, P = Q est synonyme de (Q ou non P).

Remarques

1. Dans une argumentation une implication se reconnait généralement a la structure « si ... alors ... », mais il arrive
qu’elle soit moins reconnaissable. Ainsi on énonce parfois : « Dans un triangle rectangle, le carré de I'hypoténuse est
égal a la somme des carrés des c6tés de I'angle droit. »

Cette phrase signifie : « Si un triangle est rectangle, alors le carré de I’hypoténuse est égal a la somme des carrés des
coOtés de I'angle droit.»

2. En mathématique, pour démontrer une proposition Q on démontre souvent une proposition du type : (P et
(P = Q)). En pratique, ce type d’argumentation (appelée modus ponens) se traduit par une structure « P donc Q »
qui signifie que I'on sait d’une part que P est vrai et d’autre part que P= Q.

3. Ilexiste une autre régle, appelée modus tollens qui permet de déduire P de (P=>Q et 6)

Le modus tollens est a la base du raisonnement par I’absurde.

I.8.2 Réciproque d’'une implication

La réciproque de I'implication « P = Q » est I implication « Q = P » (ou « P < Q »).
Exemples
1. Considérons un quadrilatére ABCD.
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6 I. Vocabulaire de la logique

Limplication « si ABCD est un carré, alors ABCD est un parallélogramme » est vrai et pourtant son implication réci-
proque, « si ABCD est un parallélogramme, alors ABCD est un carré », est fausse.

2. Considérons un triangle ABC et désignons par a, b, c les distances respectives BC, AC, AB. Le théoréme de Pytha-
gore peut s'énoncer ainsi : « si le triangle ABC est rectangle en A, alors a* = b* + ¢* ».

La réciproque du théoréme de Pythagore peut s’énoncer ainsi : « si a* = b* + ¢, alors le triangle ABC est rectangle en
A ». Nous savons que la réciproque du théoreme de Pythagore est vraie.

1.8.3 Contraposée d’'une implication

La contraposée de I'implication « P = Q » est I'implication « Q = P » (ou «P < Q »).
Exemple Considérons un quadrilatére ABCD.
La contraposée de I'implication « si ABCD est un carré, alors ABCD est un parallélogramme » est I'implication « si
ABCD n’est pas un parallélogramme, alors ABCD n’est pas un carreé ».

Nous constatons que ces deux dernieres implications sont vraies. Plus généralement, on a la propriété suivante.
THEOREME L.8.1
|| Deux implications contraposées sont synonymes.

Démonstration En effet : (P = Q) = (Q vﬁ) = (5 v@) = (6 = 5). O

Exercice 1.8.1. Soit n un nombre entier, démontrer que si n?

Solution On sait que le produit de deux entiers pairs est pair. Donc, en particulier, si n est pair alors n® est pair; donc,
par contraposition, si n? n'est pas pair alors n n'est pas pair; c’est-a-dire si n> est impair, alors n est impair. O

est impair, alors n est impair.

I.8.4 Implication contraire

Limplication contraire de « P = Q » est 'implication « P = Q ».
Les propositions « P = Q » et « P = Q » ne sont pas équivalentes et 'une n’est pas la négation de 'autre.

.9 Double implication ou équivalence

Lorsqu’une implication « P = Q » et sa réciproque « P < Q » sont toutes les deux vraies, on dit qu’on a une double
implication. Les propositions P et Q sont dites équivalentes, ce qui se note : P < Q.

Dans les propriétés et les raisonnements, les équivalences sont signalées par des expressions telles que « si et
seulement si » ou « équivaut a ».
Exemple Considérons un triangle ABC et désignons par a, b, c¢ les distances respectives BC, AC, AB.
Le théoréme de Pythagore et sa réciproque peuvent étre regroupés dans I'énoncé suivant :
« Le triangle ABC est rectangle en A si et seulement si a* = b* + c*. »

Remarques

1. Lorsque laréciproque d’une implication est fausse, on n’a pas I'équivalence. Ainsi, en reprenant I'exemple du qua-
drilatére ABCD, I'énoncé « si ABCD est un carré, alors ABCD est un parallélogramme », en revanche I'énoncé « ABCD
est un carré si et seulement si ABCD est un parallélogramme » est faux.

2. Sideux propositions sont équivalentes alors, par contraposition leurs négations sont équivalentes.

Exemple Soit x un nombre réel.
Ona:lx|<2o -2<x<2;
donc, par contraposition : |x| 22 & x< -2 ou2 < x.
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I.10 Formules récapitulatives

Les principales propriétés évoquées dans cet exposé sont résumées par les formules suivantes.

P=P
PAQ = PvQ .
PvQ = PAD } (lois de Morgan)
PAQ = QAP s
PVQ = QVP } (commutativité)
PAQAR) = (PAQAR s
PVQVR) = (PVQ)VR } (associativité)
PAQVR) = (PAQV(PAR) e
PVQAR) = (PVQAPVR) } (distributivité)
P=>Q = Pe 6
_ (contraposée)
PeQ = [PeQ

I.11 Raisonnement par récurrence

Considérons les premiers entiers naturels non nuls et comparons la somme de leurs cubes au carré de leur somme.
Ona: 1¥=1 et 12=1
1°+23=9 et 1+2)*=9
1°+2°+3%=36 et  (1+2+3)°=36
P+2°+3°+43=100 et (1+2+3+4)*=100
Cette étude nous amene a conjecturer que pour tout entier naturel non nul r, la proposition

Pp:«34+22+ 4 =1+2+--+n)?»

est vraie. Il est malheureusement impossible d’examiner la véracité de chacune de ces propositions. Pour démontrer
ces propositions, nous allons utiliser une nouvelle méthode de raisonnement appelée raisonnement par récurrence
dont le principe est le suivant : on vérifie que la premiere proposition est vraie et on démontre que chacune des
propositions implique la proposition suivante ; on prouve ainsi, de proche en proche, que toutes les propositions sont
vraies.
— D’apres I'étude menée, P; est vraie.
- Supposons la proposition Py vraie pour un certain k € N* (hypothese de récurrence) ; c’est-a-dire :
B+28+. 4k =QQ+2+---+k)?; déduisons-en que la proposition Py, est vraie; c’est-a-dire :
P42l Bt k+ D = (1424 +k+(k+1)°;
Ona:

BB+ 413+ (k+ 1)3 = 142+ + k)2 +k(k+ 1)2 + (k+ 1)2 (hypotheése de récurrence et développement)
k(k+1) 12 k(k+1) ) ) o
= 5 +2 (k+1D)+(k+1) (somme de termes d’une suite arithmétique)
k(k+1 2
= [ ¢ 5 ) +(k+1) (identité remarquable)
= (1424 +k+ K+ 1))2 (somme de termes d’une suite arithmétique)

Donc, par récurrence, pour tout entier naturel non nul 7 :

B4+ 4nd=1+2+--+n)?

@ Pour démontrer par récurrence qu’une proposition Py est vraie pour tout entier naturel n supérieur ou égal & ng, on procéde en deux
étapes :

— on vérifie que la proposition Py, est vraie

— on démontre, pour tout entier naturel k supérieur ou égal a ng, que si Py est vraie alors Py est vraie.

ExerciceI.11.1. Démontrer que pour tout entier naturel n, 10" — 1 est multiple de 9.

Solution Considérons pour tout n € N* la proposition P, : « 10" — 1 est multiple de 9 ».

10°-1=1-1=0=9x0 donc Py est vraie.

Soit k un entier naturel. Supposons que 10F-1 soit multiple de 9, démontrons que 10F+1 -1 est multiple de 9.

101 -1= 9x10* + 10F -1 ; donc 10¥*! — 1, comme somme de multiples de 9, est multiple de 9.
———— ————

multiple de 9 multiple de 9 d’aprés
I’hypothése de récurrence

D’ou, par récurrence, pour tout entier naturel n, 10" — 1 est multiple de 9. O

Exercicel.11.2. (Inégalité de BERNOULLI)

Démontrer que pour tout réel « vérifiant a = —1 et pour tout entier naturel non nul n, (1+ )" = 1 + na.
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8 I. Vocabulaire de la logique

Solution Soit o un réel vérifiant a = —1. Considérons pour tout n € N* la proposition By, : « (1+a)" =1 + na ».
Pourn=1,0ona:(1+a)"=1+aetl+na=1+a;doncB; est vraie.

Soit k un entier naturel. Supposons que : (1+a)" =1+ na; démontrons que : (1+ )" =1+ (n+1a.
Ona:(1+®)" =1+ naet1+a est positif, donc par produit : (1+)"™ = (1 + no)(1 + ).

Or:(1+no)(1+o) =1+ (n+ 1o+ no? et no® = 0;donc:(1+na)(l+a) =1+ (n+1)a; puis par transitivité : (1+«)
1+(n+1a.

Donc par récurrence, pour tout entier naturel non nul n, ona: (1+ ®)"=1+na.0

n+1
=

Remarques

1. La premieére étape du raisonnement (vérifier que la premiere proposition est vraie) est essentielle. En considérant
les propositions Qy, : « 10" est multiple de 9 » ; on démontre comme dans 'exercice I.11.1. que pour tout k : Qg = Qpy1;
et pourtant aucune des propositions Q, n’est vraie.

2. Lorsqu’un raisonnement par récurrence est entrepris, I'expression « donc par récurrence » doit apparaitre dans
l'argumentation. Si de plus I'hypothese de récurrence n’est pas utilisée, le raisonnement est alors faux.
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Chapitre Il

Révisions

II.1 Identités remarquables

On obtient les identités remarquables suivantes par simple développement. Elles servent a développer des expres-
sions factorisées ou a factoriser des expressions développées.

(a+b? = a*+2ab+1D? (IL.1)

(a-b? = a*-2ab+1D? (IL.2)
(a-b)(a+b) = a*-b° (IL.3)
(a+b?® = d®+3a*b+3ab*>+1b° (I1.4)

(a+b?® = a*-3d°b+3ab®>-b° (IL5)
(a-b)(@®+ab+b*) = a®-b° (1L.6)
(a+b)(@®-ab+b?) = a+b° (IL.7)

II.2 Eléments de symétries d’'une courbe

Dans toute cette partie f désignera une fonction numérique a variable réelle, D son ensemble de définition et
Cff sa représentation graphique relativement a un repére orthogonal (O;7, 7).

I1.2.1 Symétries dans R

a+h a a—h
Soit a € R. Pour tout réel h, a+ h et a— h sont symétriques par rap- } } }
port a a; en effet leur demi-somme vaut a. De méme x et 2a — x sont
symétriques par rapport a a. } } }
X a 2a-x

Dans tout ce document f désignera une fonction numérique a variable réelle, D¢ son ensemble de définition et cgf
sa représentation graphique relativement a un repére orthogonal (O;7,7).

Exemple Le symétrique de x par rapport a3 est6— x. ! ! !



10 II. Révisions

I1.2.2 Axe de symétrie d’'une courbe

Une observation graphique permet d’énoncer les théoréemes suivants que nous admettons.

THEOREME I1.2.1 fla+h)=fla—h)

La courbe Cff est symétrique par rapport a 'axe d’équation x = asiet
seulement si :

(1) Dy est symétrique par rapport a a.

(2) Pourtoutréel htelquea+heDy:

fla+h) = f(a—h). \
Remarque La condition (2) du théoréme I1.2.1 peut également s’écrire :
VxeDy, fRa—-x)=f(x)
Exercice 11.2.1. Démontrer que la droite D d’équation x = 2 est axe de symétrie de la courbe représentative ¢ de la fonction f : x —

x*-8x3+22x2 - 24x+8.

Solution f est une fonction polynéme, son ensemble de définition est donc R et R est symétrique par rapport a 2.

1 méthode Soit h unréel, on a:
f+h) C+m*-8R2+h3+22(2+h)?-242+h)+8

= (2+h3Q2+h-8)+22h* +88h+88-48-24h+8

= (hW*+6h*+12h+8)(h—6)+22h* +64h+48

= h'-24h*-64h—48+22h* +64h+48

= h-2K?

fe-h = @2-hm*-82-h3+222-n?>-242-h)+8
= 2-mQ2-h-8)+22h*-88h+88—-48+24h+8
= (-h*+6h*>—12h+8)(~h—6)+22h> —64h+48
= h'-24h?+64h—48+22h°> —64h+48
= nt-2n?
Pour tout réel h te]que2+h€Df, ona:f2+h)=f2-h);
donc la droite D d’équation x = 2 est axe de symétrie de la courbe G.

2¢ méthode Pour tout réel x € Dy, ona:

f4—x) d-x'-8@4-x%+224-0?-244-x+8

= (@-x°@4-x-8)+22x>-176x+352—-96+24x+8
= —(x+4)(-x>+12x* —48x+64) +22x* — 152x +264
= x*-8x%+128x-256+22x> — 152 x + 264

= x*-8x*+22x*-24x+8

= fx)

donc la droite D d’équation x = 2 est axe de symétrie de la courbe %. 0

On peut également traiter le probleme par un changement d’origine.

=

THEOREME I1.2.2

Soit cgf la représentation graphique d'une fonction f relativement a Cgf

un repere orthogonal (O;'i, f) et Q le point de coordonnées (a, 0). 7

La courbe Cff est symétrique par rapport a 'axe d’équation x = asiet 7

seulement si (ff est la représentation graphique d'une fonction paire

relativement au repere (Q;T, 7)- / ol i ql 1 \
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I1.2. Eléments de symétries d'une courbe 11

Exercice 11.2.2. Démontrer que la droite D d’équation x = 2 est axe de symétrie de la courbe représentative ¢ de la fonction f : x —
x*-8x3+22x% —24x+8.

Solution SoitQ(2,0), M un point du plan, (x, y) ses coordonnées dans le repére (O;T, f) et (XY) ses coordonnées dans
le repére (Q;7,7). On a donc :

OM =QM +0Q avecmzx7+y]’; (N:X'I#Y}’etﬁ:Z?

Deux vecteurs sont égaux si et seulement si ils ont le méme couple de coordonnées, on a donc la formule de change-
ment de repére :

x=X+2
y=Y

On adonc:

Me¥¢ < y:x4—8x3+22x2—24x+8
— Y=(X+2*-8X+23+22X+2?%-24X+2)+8

= yv=x'-2x?
La fonction polynéme p: x— x* — 2x* est définie sur R et pour tout réel x :

p(=x) = (=0)* - 2(-x% = x* - 2x* = p(x).

Donc p est une fonction paire et par suite la droite D d’équation x = 2 est axe de symétrie de la courbe €. 0O

I1.2.3 Centre de symétrie d'une courbe

Une observation graphique permet d’énoncer les théoréemes suivants que nous admettons.

THEOREME I1.2.3
La courbe Cff est symétrique par rapport au point Q(a, b) si et seule- fla-m > Cgf
ment si: o . b,______Q,r/ :
@) Poortoutréel hclque e Dy o o1
fla+h)+ fla—h) L | |

=b. i a+th\a a-h
2 Alx\z,c

Remarque La condition (2) du théoréme I1.2.3 peut également s’écrire :
Vx €Dy, 2b-f(2a-x) = f(x)

Exercice I1.2.3. Démontrer que le point ©.(2;1) est centre de symétrie de la courbe représentative ¢ de la fonction f : x — 162;3'7);”
Solution f est une fonction rationnelle, son ensemble de définition est Dy = R\ {2} et Dy est symétrique par rapport
az.

1 méthode Soit h un réel tel que2+he Dy, ona:

2+h)?*-3@2+h)+3 2-h?-3(2-h)+3
2 h = Z—h =
fe+h 2+h) -2 Je=h @-m-2
_ h*+4h+4-3h-6+3 _ h*—4h+4+3h-6+3
- h - —h
1 1
= h+l+— = —h+1-—
+ +h + "

Pour tout réel h tel que2+ h € Dy, ona:

fe+m+fe-n _1 hele X _pe1-L)oq
2 2 h h

donc le point Q(2;1) est centre de symétrie de la courbe %,
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2¢ méthode Pour tout x de D¢, ona:

2_(4—x)2—3(4—x)+3

2- f(4-x)

4-x)-2
2(2-x)—(x*-8x+16+3x—12+3)
- 2—x
_ -x*+3x-3
B 2-x
= f®

donc le point Q(2;1) est centre de symétrie de la courbe % o

On peut également traiter le probleme par un changement d’origine.

THEOREME I1.2.4
H ¢,
Soit cgf la représentation graphique d'une fonction f relativement a ) > !
un repere orthogonal (O;7,J) et Q le point de coordonnées (a, b). b QL
La courbe (gf est symétrique par rapport a Q si et seulement si Cgf est 7 S
la représentation graphique d'une fonction impaire relativement au /‘\
repere (Q;7,7). A i \ a
x2-3x+3
Exercice II.2.4. Démontrer que le point Q(2;1) est centre de symétrie de la courbe représentative ¢ de la fonction f : x — 2

Solution Soit M un point du plan, (x,y) ses coordonnées dans le repére (0;7,7) et (X,Y) ses coordonnées dans le

repére (Q;7,7). Onadonc:

OM = QM +0Q avecmzx7+yf; OM =X7+Yjet(ﬁ>=27+f

Deux vecteurs sont égaux si et seulement si ils ont le méme couple de coordonnées, on a donc la formule de change-

ment de repére :
x=X+2
y=Y+1
On adonc:
x*>-3x+3
Me¥4 < y=—"
x—2
X+22-3X+2)+3
— Y+1=
X+2)—-2
1

— Y=X+2
X
. . 1 o x c
La fonction rationnelle g : x — x + — est définie surR" et pour tout réel non nul x :
x
1
X+ =
x

1
g=x)=(—x)+ i =—-g(x).

Donc g est une fonction impaire et par suite le point Q(2;1) est centre de symétrie de la courbe 6. 0

II.3 Trigonométrie

I1.3.1 Quelques valeurs remarquables

Le tableau ci-dessus a été vu en classe de 2¢.
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y
1
SRR n Vi
6 4 3 2 2
V3| V2| 1 V2
cosx | 1| — | — — 0 2
2 2 2 .
1 2 3 >
sinx | 0 - L— i 1 2
2 2 2
3
tanx | 0 T\/_ 1 V3 | non déf.
0
Pour toutréel x,ona:
cos?x +sinx =1 ; (I1.8)
—1<cosx<let—-1<sinx<l1 (I1.9)

I1.3.2 Quelques formules

I1.3.2.a Formules de symétries

Les formules de ce paragraphe se déduisent des figures I1.1 et I1.2.
Pour tout réel x,ona:

cos(—x) =cosx cos(m—x)=—-cosx cos(m+x)=—cosx (II.10)
sin(—x) = —sinx sin(m—x) =sinx sin(m+x) =—sinx (IL.11)
cos(z—x) =sinx cos(z+x) =—sinx (I1.12)

2 2
sin(g—x) =CcoSsx sin(z+x) = —CoSX (II.13)

2 2

1
tan x

tan x

tan x

Mo (1 + x) —tanx

U U
FIGURE II.1 - Images de x, —x, T — x et T+ X FIGURE 1.2 - Images de x, 2 x et 92 tx

Si de plus x n'est pas multiple g, ona:

tan(—x) = —tanx tan(m—x) =—tanx tan (m+ x) =tanx (I1.14)

1
 tanx

tan(E —x) (II.15)

T
tan(— +x) =—
2 2

tanx
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14 II. Révisions

I1.3.2.b Formules d’addition

Pour tousréel aet b,on a:

cos(a+ b) =cosacosb—sinasinb sin(a + b) =sinacosb +sinbcosa (11.16)

cos(a—b) =cosacosb+sinasinb sin(a— b) =sinacosb—sinbcosa (I1.17)
Si de plus ni a ni b ni a + b ne sont de la forme g +kn(keZ),ona:

tana+tanb tana—tanb
tan(a+b) = ——— tan(a—b) = ——— (I1.18)
1-tanatanb 1+tanatanb

II.3.2.c Formules de duplication

En prenant : a = b = x; dans les formules (I1.16), (I1.17) et (I1.18), on obtient les formules suivantes.
Pour tout réel x, ona:

cos2x=cos®x—sin®x=2cos’x—1=1-2sin’x sin2x =2sinxcos x (I1.19)

Si de plus x n'est pas multiple g, ona:

2tanx
tan2x = ———— (I1.20)
1-tan2x

X
En posant: f =tan > ; on déduit des formules (I1.19) et (I1.20), lorsque ¢ et tan x son définis :

1- ¢ . 2t . 21 (1L.21)
cos X = sinx = anx = .
1+ 2 1+ 2 1-12
II.3.2.d Sommes différences et produits de fonction circulaires
Enposant p=a+betq=a—bdans (11.16) et (I1.17), on démontre que pour tous réels p et g, ona:
_ p+tq p—q . . L (PTq p—q
cos(p) +cos(q) = 2c0s( 2 )cos( > ) sin(p) +sin(qg) = 2s1n( 2 )cos( > ) (I1.22)
_ sun(PTA\.. (P4 . o _ p+tqy . (P-4
cos(p) —cos(q) = 25111( 2 ) sin (—2 ) sin(p) —sin(q) = 2cos ( 2 ) sin (—2 ) (I1.23)
On déduit par addition ou soustraction dans les formules (I1.16) et (I1.17) que pour tous réels aet b :
cosacosb =cos(a+ b) +cos(a—b) (11.24)
sinasin b = cos(a+ b) —cos(a— b) (I1.25)
sinacos b = sin(a + b) + sin(a — b) (I1.26)

11.3.3 Equations trigonométriques
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I[I.3.3.a cosx =cosa

n

'HEOREME II.3.1
Soit o un nombre réel.

x=o+k2m
COS X = COSX — ou (keZ)
X=-a+k2mn

Remarque On peut aussi écrire :

x = a(mod2m)
COSX = COSQX — ou
X = —a(mod2m)

Exercice 11.3.1. Résoudre dans R les équations suivantes et re-
présenter les solutions sur le cercle trigonométrique (unité gra-
phique :3 cm).
a.2cosx =-1.

b
b. cos2x = cos [x— Z)

Solution a. Résolvons I'équation :
2cosx=-1 (E1)

Ona: )
(E;) <= cosx= —5

n
<= COSX=C0S—
2
x=?n+k2n(k€Z)
= ou
2
x=—§+k’2n (k'€ 7)

Les images des solutions sur le cercle trigonométrique

sont représentées sur la figure I1.4.
b. Résolvons I'équation :

b
COS2X = CoSs (x— —)
4
Ona: .
2x=x—Z+k2n(k€Z)
(E2) = ou
2x=-x+ % +k'2n (k' €Z)

KN(Q)
|
|
0 i
|

N(-«)

FIGURE I1.3 - Equation cos x = cosa

h
|/

FIGURE I1.4 — Images des solutions de (E;)

x=—%+k2n(k€Z)
e ou
3x=g+k'2n (K €7)

x=—%+k2n(k€Z)
— ou

2
x=l+k'—n(k’€Z)

Les images des solutions sur le cercle trigonométrique
sont représentées sur la figure I11.5.0

FIGURE II.5 — Images des solutions de (E;)
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16 II. Révisions

I1.3.3.b sinx=sina

THEOREME I1.3.2
Soit o un nombre réel.

X =0+ k21
sinx = sina — ou (keZ)
X=T—a+k2n

Remarque On peut aussi écrire :

x = a(mod2m)
sinx =sina — ou
X =m—oa(mod2n)

FIGURE I1.6 — Equation sin x = sina

Exercice I1.3.2. Résoudre dans IR et représenter les solutions sur le cercle trigonométrique (unité graphique : 3 cm) : 2 sinx=1.

Solution Résolvons I'équation :

2sin’x=1 (E3)
2
2
Ona:(E3) < sinx— 7\/_) =0
< |sinx——||sinx+—|=0
. 2 . 2
< sinx=— ousinx=-——

2
. X . . T
— s1nx=st ou smx:sm(—z)

x=g+k2n(k€Z)
ou
b
xzn—z+k2n(k€Z)
= ou
x=—%+k2n(k€Z)
ou
b
x=n+z+k2n(k€Z)

x=%+k2n(k€Z)

ou
x=3% +k2n (keZ)

(E3) = ou
x=7% +k2n (keZ)

ou

x=5%+k2n(k€Z)

x=%+(4k)xg(k€Z)

ou
x=%+(4k+l)x g;(kEZ)
(E3) = ou
x=%+(4k+3)xg(k€Z)

. ou . FIGURE IL.7 - Images des solutions de (Es)
X = 1 +(4k+2) x > (keZ)

Or (4k), (4k +1), (4k+2), (4k + 3) sont des entiers et réciproquement tout entier n est de la forme : 4k +r avec r €
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I1.3. Trigonométrie 17

{0;1;2;3}; en effet, k et r sont respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de n par4; donc:

(E3)<=>x=£+nE (ne?)
4 2

Les images des solutions sur le cercle trigonométrique sont représentées sur la figure I1.7. O

I1.3.3.c tanx =tana

THEOREME I1.3.3
Soit a un nombre réel tel que tan « soit défini.

tan x = tan« — x=a+kn (keZ)

Remarque On peut aussi écrire :

tan x = tano — x = a(modm)

FIGURE I1.8 — Equation tan x = tana

I1.3.3.d acosx+bsinx=c

On rappelle que les formules de passages entre coordonnées rectan-

ro= Va?+b?

a M
gulaires et coordonnées polaires sont par : cos = NS ) o I
: a‘+b |
. _ |
sin0 Nra ) S |
ot @ =T cos0 R ! :

b = rsin0 - J \ 0 [
Pour plus de précisions, on pourra se référer au paragraphe VII.2.4 '
page 81. On se propose de résoudre I'équation : ol i a

acosx+bsinx=c 11.27)

FIGURE I1.9 - Coordonnées polaires

Ou a, b, c sont des réels tels que a et b ne soient pas tous nuls.

Va?+b?

r =
0 a a rcos0
cos = — = e .
Posons : ‘/a2b+b2 ;onaalors:{ b = rsin® ; d’otril vient :
sin6 = ———
va?+b?
c
(I1.9) — rcosOcosx+rsinfsinx=c — cos(x—0)=-—.
r

On est ainsi ramené au type d’équation étudié au paragraphe I1.3.3.a (page 15).
Exercice I1.3.3. Résoudre dans R et représenter sur le cercle trigonométrique les solutions de I'équation :

3cosx+ V3sinx=-3 (I.28)
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2
SolutionOn a: /32 + ( \/§) = V12=2V/3; on en déduit que :

3 1
(I1.28) <— Zﬁ(%—cosx+—sinx =-3

2
T . R 3
<= CO0SXCOS— +sinxsin— =———
6 6 2v3 7
51

b
— cos(x— —) =C0S—
T[6 5n 6 M(m)

X——=—+k2n =
6 6 l O
— ou (keZ)
T 5T
X——=——+k2n
6 6
x=m+k2n
— 20;1 (ke?)
x= 3 +k2n FIGURE II.10 - Images des solutions de I'équation (I1.28)

II.4 Géométrie du triangle

Dans toute cette partie ABC désigne un triangle, K, ﬁ, 6, désignent respectivement les angles géométriques B/E,
X]ﬁ, ACB ; a, b, ¢ désignent respectivement les distances BC, CA et AB et o désigne I'aire du triangle ABC.

I1.4.1 Aire d’'un triangle

Comme chacun sait, 'aire d'un triangle se calcule par

la formule : b h
t
o= ase x hau eur'

- 2
Dans le triangle ABC ci-contre, si on choisit AB pour
base alors la hauteur CH est déterminée par :

CH = BCcosK]il = asinB.

1 -
On en déduit que : .&7= 5ca sinB.

FIGUREIL.11 -
Plus généralement :

1 ~ 1 ~ 1 ~
/= =bcsinA = =casinB = = absinC (I1.29)
2 2 2
I1.4.2 Théoreme des sinus

THEOREME I1.4.1
Soit ABC un triangle et .27'son aire et R le rayon de son cercle circonscrit, on a:

2o/ SinA  sinB  sinC 1
abc a b ¢ 2R

2
DémonstrationEn multipliant (I1.29) membre 2 membre par —, il vient :
a

20/ sin/i sinﬁ sina

abc  a b c

Les trois angles du triangle ABC ne peuvent étre tous droits ou obtus, car sinon leur somme serait strictement

supérieure a un angle plat. On en déduit que I'un des angles au moins est aigu, par exemple C. SoitIle milieu
du segment [AB] et O le centre du cercle circonscrit. Le triangle OAB est isocele en O et, d’aprés le théoréeme
de I'angle inscrit, AOB = 2ACB. On en déduit que le triangle OBI est rectangle en I et que : BOI=C;d'ouil FIGUREIL.12 -

sinC 1

c ~
vient : 3 =BI=RsinC; donc:
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11.4.3 Théoreme d’AL KASHI

THEOREME I1.4.2
Soit ABC un triangle, on a:

1) a® = b+ c® —2bccosA
(2) b? = c? +a* - 2cacosB
3) ¢? =a?+b*>-2abcosC

Démonstration (1) Ona:a®=BC?%= (E —ﬁ)z =AC% +AB% —2AC -AB = b? + ¢ - 2bccosA.

On démontre de méme (2) et (3). O

Remarques

1. Lorsque I'un des angles est droit, on retrouve le théoréme de PYTHAGORE ; en effet si par exemple I'angle A est
droit, (1) devient : a®=b*+ 2.

2. Le théoréme des sinus (I1.4.1) et le théoreme d’AL KASHI (I1.4.2) permettent lorsqu’elle est possible la résolution
des triangles’.

I1.4.4 Théoréme de la médiane

THEOREME 11.4.3
Soit ABC un triangle et A’ le milieu de [BC],on a:

1
1) 2AA’2=AB2+AC2—EBC2;
_— l
(20 AA”?=AB-AC +ZBC2.
L —\2 ., 2
Démonstration (1)  Ona:2AA" :(AB +BA’) +(AC +CA’)
— 11—\ (— 1—)2
:(AB +—BC) +(AC ——BC)
2 2
2 1 2 == — 2 1 2 == =
=AB +ZBC +BC -AB +AC +ZBC +BC -CA
1 — —
=AB2 +AC? + EBCZ-#BC .CB
1
= AB? +AC? - =BC?
. o 1, 1
2) En utilisant (1),11V18I1tZ§BC :5
—_ — 1
d’otilon tire: AA”? = AB -AC + ZBCZ. |

— —2 1 —_ — 1 1 —
(Ac —AB) :E(AB2+AC2—2AB ~AC):§(2AA’2+§BC2—2AB AC |;

I.5 Polynémes du second degré

Un polynéme P de degré 2 défini par P(x) = ax® + bx + ¢ (avec a # 0), est aussi appelé trinome du second degré.
Lobjectif de cette section est de savoir factoriser P(x), résoudre 'équation P(x) = 0, étudier le signe P(x) suivant les
valeurs de x, représenter graphiquement P et trouver I'extremum de P.

II.5.1 Forme canonique

Pour factoriser un polynéme P, de la forme : P(x) = ax®+bx + c¢; on écrit P(x) sous forme canonique pour faire
apparaitre soit la différence de deux carrés (auquel cas P(x) est factorisable) soit la somme de deux carrés (auquel

, . . b\> b*-4dac .
cas P(x) n'est pas factorisable). La forme canonique de P(x) est: P(x) = a||x+ —| ————/|. Pour obtenir cette

4q?

formule, on utilise la démarche explicitée dans le tableau ci-dessous.

1. Résoudre un triangle : étant donnés un certain nombre d’angles et de c6tés d'un triangle, déterminer les angles et les cotés non donnés.
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étapes | cas particulier cas général
1. P(x)=3x2+5x—7 P(x):ax2+hx+c
2,9 7 , b ¢
P(x)=3|x"+-x—-— Px)=a|x"+—x+—
3 3 a a
2 5 (5Y% (5 7 , b b2 (B ¢
2. P(x)=3[x"+2=x+(=] —|=| — = Px)=alx*+2—x+|—| - |—]| +=
6 6 6 3 2a 2a 2a a
5\2 (5\% 7 b\2 (b\ ¢
Px)=3[|x+—=| —|=| —= Px)=al|lx—-—| -|=]| +=
6 6 3 2a 2a a
5\ 25 84 b\? P> 4ac
Px)=3[x+=]| ——=—-— P =allx——=| ——+-—
6 36 36 a 4a’>  4a?
( 5)\2 109]
Px)=3|[x+=| ——
6 36 )
5\2 (V109 b2 B2-4
3. | Pw=3|[x+2] [ X2 P(x)za(x+_ _ b -dac
6 6 4q2
5 V109 5 V109
Px)=3|x+-——||x+=-+——
6 6 6 6
( -5+ 109)( —5— 109)
P(x)=3|x—- xX—
6 6

Récapitulatif des étapes
1. On met, si besoin est, le coefficient dominant en facteur
2. Onreconnait la somme des termes de degrés 2 et 1 comme le début d'une identité remarquable.

3. Sil'expression entre crochets est la différence de deux quantités positives, alors on reconnait la différence de
deux carrés et on factorise; sinon, I'expression entre crochets est la somme de deux quantités positives et il
n'existe pas de factorisation en produit de facteur de degré un a coefficient réels.

DEFINITION IL.5.1
|| Le nombre, A, défini par: A = - 4ac; est appelé discriminant de P.

La forme canonique de P devient alors :

P(x) ( + by’ A (I1.30)
X=allx+—| -— .
2a 4a?
I1.5.2 Représentation graphique et sens de variation
Le plan est muni d’'un repére (0;7,7).
D’apres (I1.30), pour tout réel x :
P(x) + b )2 A (I1.31)
X=alx+—| —— .
2a 4a

Introduisons la fonction u : x — ax® et 6, sa représentation graphique. D’apres (I1.31) la courbe, &2, de P est I'image
b

de %, par la translation de vecteur ZA“ .

4a
THEOREME I1.5.1

La représentation graphique &2 de P(x) = ax® + bx + ¢ (avec a # 0) est une parabole d’axe parallele 2 Oy et de sommet

b A
S (— Yl 4—) ; de plus, dans le repére (S;7,7), &7 a pour équation : Y = ax?.
a 4a

A b
Remarque D’apreés (I1.31) ona:P (—2—) =~1a’ donc en pratique on obtient I'ordonnée de S en calculant P (—2—)
a a a

Exemple On se propose de représenter graphiquement la fonction f définie par : f(x) = x* —5x+ 4.

b 5 5 25 5 16 25 9
Ona:—-—=-etf|-|=——--+4=——-—=——.
2a 2 2 4 2 4 4 4

5 9
Introduisons le point S (5 ;= Z)’ dans le repere (S;7,7), € a pour équation : Y = X°.

Nous en déduisons la courbe de la figure I11.13.
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~i
/
~

~

| ®

FIGURE II1.13 — Représentation graphique de f.

On déduit du théoréme I1.5.1 le tableau de variations de P en fonction du signe de a.

b b
X —00 - +00 X —00 -—— +00
2a 2a
+oQ +00 -4
(x) X
f \ R / f / \
~1a —00 —00
FIGURE II.14 — Lorsque a > 0. FIGURE II.15 - Lorsque a < 0.

II.5.3 Factorisation et résolution d’équations

Dans une décomposition en produit, tout facteur de degrél apporte une racine au polynéme. On en déduit que si
P peut se décomposer en produit de deux facteurs de degré 1 alors P a au moins une racine. Ou encore, par contrapo-
sition : Si un polyndéme de degré 2 n’a pas de racine alors on ne peut pas le décomposer en produit de deux facteurs
de degré 1.

Reprenons la forme canonique de P, (I1.30) dans le cas ot1: A > 0. On a alors :

b2 A b\? (VA b VA b VA
P)=a|lx+—| ——|=al|lx+—| -|—| |=a|lx+———||x+—+—|.
2a 4a? 2a 2a 2a 2a 2a  2a
On en déduit la factorisation :
-b+ VA -b- VA
Px)=al|lx- xX— .
2a 2a
En particulier P a deux racines distinctes :
b+ VA -b— VA
X =— et  xp=—m—m0r.
2a 2a

Nous en déduisons le théoréme suivant.
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THEOREME I1.5.2

Soit P: x— ax®+bx+c (avec a # 0) un trindbme du second degré et A = b? - 4ac son discriminant.
SiA>0 P a deux racines distinctes :
-b+ VA -b- VA
X1=— € Xp=—"—"
2a 2a
et pour tout réel x :
P(x)=a(x—x1)(x—x2).
SiA=0 P aune racine double : b
Xo=——
0 2a
et pour tout réel x :
P(x)=a(x— xo)z.
SiA<0 P n’'a pas de racine et n’est pas factorisable en produit de deux facteurs de degré 1 a coefficients réels.
Remarques
b
1. Sionremplace A par0 dans les formules de calcul de x; et x,, on obtient : x1 = X, = vl Xo.
a

2. Siaetc sontde signes contraires, alors A > 0 et P a deux racines distinctes.

3. Bien qu’exhaustive, cette méthode n’est pas opportune dans le cas ou la factorisation du polynéme est immédiate
(identité remarquable ou polynéme P qui est la somme de 2 mondmes).

4. Lethéoréme I1.5.2 peut étre aussi bien utilisé pour factoriser un polynéme du second degré,P, que pour résoudre
I'équation, P(x) = 0 (voir corollaire I1.5.3).

Exercice IL.5.1. Factoriser lorsque cela est possible.
a.P(x)= 2x%+3x-6.

b.P(x) = 2x%-8x+8.

c.P(x) =2x% - 5x+8.

d.P(x) = -5x% +3x+2.

Solution
a.0na:A=3%-4x2x(—6) =57; doncA >0 etP a deux racines :
-3—-v57 -3+ V57
XJ:? et xng.

On en déduit que pour tout xe R.:

4

P(x)=2(x— _3_4\/§)(x— -3+ \/ﬁ) .

b. Méthode des identités

P(x)=2(x*—4x+4)=2(x-2)%|

Meéthode du discriminant Ona: A= (—8)2 —4x2%x8=0;doncA =0 etP auneracine double :

On en déduit que pour tout xe R :

P(x)=2(x-2)%|

c.Ona:A:(—5)2—4x2x(8)=39;doncA<0.

‘ P n’est pas factorisable.

d. Méthode de la racine évidente On voit que 1 est racine évidente, donc pour tout réel x :

Px)=(x-1)(-5x-2) |

Méthode du discriminant On a: A= 3% -4 x (=5)x2=49= 72 ;donc A >0 etP adeuxracines :

-3-7 -3+7 2
xn=—-r—=1 et X2 = =—-.
-10 -10 5
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On en déduit que pour tout xe R :
5

Px)=2(x-1){x+ E

O
COROLLAIRE I1.5.3
Soit a, b et c trois réels (avec a # 0), E 'équation
ax’*+bx+c=0 (E)

et A = b® — 4ac son discriminant.
SiA>0 (E) a deux solutions distinctes :

-b+ VA -b- VA
X =— et Xp = ———.
2a 2a

SiA=0 (E) a une seule solution :

Xo=——.
2a

SiA<0 (E) n'a pas de solution dans IR.

Exercice IL.5.2. Résoudre dans R..

a.3x2+5x-7=0.

b.3x% -5x-2=0.

c.3x2+5x+7=0.

d.—5x% +4x— % =0.

Solution a.Ona:A=25-4x3x(=7) =109; donc A > 0, I'équation a deux solutions :

-5- /109 _ -5+ /109

X1=—" et X:
! 6 2 6

S =

{—5— V109 -5+ \/109}
6 ’ 6 [

b. Méthode de la racine évidente On voit que 2 est racine évidente, donc pour tout réel x :

3x2-5x-2=(x-2)Bx+1).
1

S={2;——} .
3

4

4 4
—5x% +4x—— =—5(x2——x+—
5 5 25

-]

4
Méthode du discriminant Ona: A =16—-4x (-5) x (_E) =0, donc A =0, I’équation a une seule solution :

c.Ona:AN=25-4%x3x7=-59;doncA<D0.

d. Méthode des identités

=_5(x_§)2.

-4 2

2010-2011

série S



24

II. Révisions

I1.5.4 Signe d’un trindme

On se propose de déterminer le signe de P(x) = ax® + bx + ¢ en fonction de x. On a vu en I1.5.3 que lorsque A > 0,

on a la factorisation :

P(x)=a(x—x1)(x—x2).

Donc en supposant que x; < x», on en déduit le tableau suivant :

X X1 X2

a signe de a
xX—Xx - 0 + | +
X— X - - (1) +
P(x) | signedea (|) signede —a (i) signe de a

2

Lorsque A <0, d’apres (I11.30) : P(x) = a ; donc P est du signe de a.

( b
X+—
2a

strictement  positif

4a?

Nous en déduisons le théoréme suivant.
THEOREME I1.5.4

Soit P: x— ax®+ bx+c (avec a # 0) un trindme du second degré et A = b? - 4ac son discriminant.
SiA>0 P(x) est du signe de a al'extérieur des racines et du signe contraire a 'intérieur.

SiA=0 P(x) est du signe de a et s'annule en x = ~og"
a
SiA<0 P(x) est du signe de a.

Exercice II.5.3. FEtudier le signe des polynémes suivants.
a.Py:x— —2x% +3x+4.

b.Pz:xH3x2+3x+4.

c.P3:x— —5x2 +2x— 1

Solution a.Ona:A=9-32=41; donc A >0 etP; adeuxracines :

-3—- v4l -3+ v4l
= Xp=—"7T-—.

X
! —4 4

On en déduit que le signe de P, est donné par le tableau suivant.

3- V41 3+ V41
* 4 4
Py (x) — (# + (# -

b.Ona:A=9-48=-39;doncA<0.

‘ P, >0 surR. ‘

c.Ona:AN=4-4=0;doncA =0 etP3 a une seule racine :

2 2
Xo=——=-.
°""10 5

2
P, = 0 sur R et P, est s’annule seulement en 5
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I1.5.5 Tableau récapitulatif

Calcul du discriminant et
reconnaisance du signe

P(x) = ax? +bx+c

signe de A

Recherche
des racines

Pas de racine dans R

[Factorisation

torisation

Etude
du signe

=

P(x)

Signe de a

Interprétation graphique

a>0
b
2a

\

X2

a>0

©)

251

gl

a>0

o

~| =
R’Itglw

/

X2

J
/F\o

2a

<4

2a

<

=)

| =

[\
Q

I1.5.6 Compléments

THEOREME I1.5.5

THEOREME I1.5.6

SOMME ET PRODUIT DES RACINES
Soit ax* + bx + ¢ un triome du second degré qui a deux racines : x; et x. Ona:

I1.5.7 Travaux dirigés

X1+Xp=——
a

EQUATIONS EN SOMME ET PRODUIT
Soit deux nombres dont on connait le produit P et somme S. Ces deux nombres sont les racines du trinéme :

c
X1 X2 = —.
a

¥ -Sx+P
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26 II. Révisions

II.5.7.a Factorisation d’expressions bicarrées

Les trindmes bicarrés sont les trindmes de la forme P : x — ax* + bx* + c.
Lobjectif de ce travail dirigé est de dégagé a travers quelques exemples une méthode générale permettant de décom-
poser n'importe quel trindme bicarré en produit de deux facteurs de degré 2.

Partie A — avec le discriminant

Factoriser (lorsque c’est possible) les polynémes suivants en utilisant la méthode du discriminant (on pourra poser :
X =x%).

LPp:x—2x+3x% - 1.

2.P2:x»—>x4+x2+1.

3.P3: x— 6x*—5x% 8.

4.P4:x»—>x4+16.

5.P5: x—2x*—7x% +8.

6.P6:x»—>2x4—x2+8.

Partie B - sans le discriminant

On constate que certains polynémes considérés ci-dessus ont un discriminant strictement négatif et ne sont donc pas
factorisables par la méthode du discriminant. On se rappelle alors que cette méthode découle de la forme canonique
que nous avions obtenue en factorisant par le coefficient dominant puis en considérant les deux premiers termes du
facteur de degré 2 comme le début d’un carré. Lidée est alors, non pas de considérer les deux premiers termes du
facteur de degré 2 comme le début d'un carré, mais de considérer les termes extrémes du facteur de degré 2 comme
les termes extrémes d'un carré.

Factoriser les polynémes qui ne I'ont pas été dans la partie A.

11.5.7.b Equations en somme et produit

1. Soit P: x— ax® + bx + ¢ un trinéme du second degré dont le discriminant est strictement positif.
Exprimer en fonction de a, b et ¢ la somme et produit des racines.

2. Soit a et § deux nombres dont on connait la somme, s et le produit, p.

Démontrer que « et f sont les racines du polynéme : P : x — x> — sx + p.
3. Unrectangle a pour périmetre 24 et pour aire 35, déterminer ses dimensions.
) N . x+y=4
4. Résoudre dans R? le systeme suivant : { xy 3/ 1
2, .2
P N . xX“+y =25
5. Résoudre dans IR? le systéme suivant : { Xy _y_ 12

11.5.8 Exercices

Le plan est muni d'un repére orthonormé (0;7,7) (unité
graphique : 1 cm). IL.5.d. Tracer la courbe &2 d’équation y = x> — 2x + 2.

IL.5.a. Ecrire P : x — x? — 2x + 2 sous forme canonique. IL5.e. Tracer la courbe & d’équation y = -3x%-12x—4.
IL5.b. Ecrire Q : x — 4x® — 2x + 2 sous forme canonique.

IL5.c. Ecrire R: x — —5x% +10x +2 sous forme canonique.

I1.6 Exercices résolus

Exercice IL.6.1. Le plan est muni d’'un repére orthonormé (0;7,j ) (unité graphique:1 cm).
2x+1

Représenter graphiquement la fonction f : x — =71
Solution L'ensemble de définition de f estDf =R \{-1}.Ona:

2x+1 | x+1
-11]2
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11.6. Exercices résolus 27

Donc pour tout x € Dy :

2(x+1)-1 1
= =— +2.
x+1 x+1

fx)

1
On en déduit que la courbe représentative de f, Cff, est 'image de I'hyperbole .7¢’d’équation : y = —— ; par la transla-
X

tion de vecteur U (_21) On en déduit le graphique de la figure I1.16. O

|
I
|
I
l

~

|
l
I
|
l

FIGURE I1.16 — Représentation graphique de f.

Pour représenter graphiquement une fonction homographique, on peut transformer son écriture en utilisant une division de fonctions
affines puis en déduire la courbe par un argument de fonctions associées.

Exercice I1.6.2. m désigne un nombre réel. On considere les fonctions f;, : x — mx+5m+3eth:x — %_32 ainsi que leurs représentations
graphiques respectives 9y, et I,

1. Déterminer, suivant les valeurs de m, le nombre de points d’intersection des courbes @m et
2. Démontrer que les droites 9y, concourent en un point A dont il conviendra de préciser les coordonnées.
3. Le plan est muni d’'un repére orthonormé (0;7, j) (unité graphique : 1 cm).

Hacer%@,zl, _@,1 et .@0.

Solution 1. Pour tout réel m, les abscisses des points d’intersection des courbes 9, et .7¢sont les solutions de
I'équation :

Jm(xX) = h(x) Em)

dont I'ensemble de validité est R\ {—3}.
Les courbes 9, et 7 ont autant de points d’intersection que (E ;) a de solutions.

-x-2
(Em) = mx+5m+3=
x+3
— mx? +3mx+5mx+15m+3x+9 =—x—2
=  mx*+@m+4x+15m+11=0.
(Eo) n’est pas une équation du second degré et :
11
(Eo) — 4x+11=0 — x:—I.
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28 II. Révisions

Donc, pour m =0, (E,;) n’a qu’une solution et donc Het Do n'ont qu’un point d’intersection.
Pour m #0, (E;;,) est une équation du second degré et le nombre de ses solutions est déterminé par le signe de son
discriminant :

Ap = (Bm+4)? —4m(15m+11) =4 (dm+2)* —15m* = 11m) =4 (m* +5m +4).

-5-3 -5+3
A estdusignede(m2+5m+4).A=25—4x4=9, donc A, a deux racines : my = 5 =—4etm; = 5 =

-1.

On en déduit le signe de A, suivant les valeurs de m :

m -4 -1 0
A [+ 0 - 0 + | +

D’ot1'on tire que :

- pourme {—4;-1;0}, et I, Wont qu'un point d’intersection ;
— pourme]—4;-1|, Jet Dy, nont pas de point d’intersection ;
— pour m €] —oo;—4[U] —1;0[U]0; +ool, Het Dy ont deux points d’intersection.

Un point A(x, y) appartient a toutes les droites Yy, si, et seulement si pour tout me R : y = mx+5m+3. Or:
y=mx+5m+3 — (x+5)m+3-y=0.

On cherche donc x et y pour que le polynéme en m : (x+5)m+3—y; soit le polynéme nul. Cette condition est réalisée
uniquement lorsque :
x+5=0
{ 3-y=0

C’est-a-dire lorsque : (x;y) = (=5;3).

Les droites 9, concourent en A(-5;3)

2. D_4, D1 et Dy sont les droites d’équations respectives : y = —4x—17, y=—x—2 et y = 3.
-x-2 -x-3+1

x+3  x+3

De plus, pour tout x € Dy, on a: h(x) = 3 Donc 7 est 'image de I'hyperbole d’équation

1
y = — par la translation de vecteur —37 + . On déduit de cette étude la figure I1.17.0
X

\

4

A
S
>

|
l
\
\ \
\

AQ

\
\
\
\
\

\

FIGURE I1.17 — Représentation graphique de f.
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Exercice I1.6.3. Le plan est muni d’'un repére orthonormé (0;7,j ) (unité graphique : 1 cm).
1
On considere les fonctions f : x — 2x+3 eth:x — =73 ainsi que leurs représentations graphiques respectives 7 et 7.
x

Déterminer algébriquement la position relative des courbes & et .7 puis tracer ces deux courbes.
Solution La position relative des courbes & et 7 est déterminée par le signe de la fonction f — h dont I'ensemble de
définition est : R \ {—3}. Pour tout réel x :

1 2x+3)(x+3)—1 2x%2+9x+8
(f—h)(x)=2x+3— _@x+3t3 -l 2x +9x .
xX+3 xX+3 xX+3

Calculons le discriminant du numérateur : A=81-4x 16 =17.
Donc le numérateur a deux racines :

-9- V17 -9+ V17
X =—— e Xp = ——.
4 4
On en déduit le signede f — h :
-9- V17 5 -9+ V17
x —_— — S
4 4
2x* +9x+8 + 0 R 0 +
x+3 - - 0 + +
(f-h) - 0 + | - 0 I

D’ot1l'on tire que :

- D et #se coupent aux points d’abscisse
p p

-9- V17 U -9+ V17

-9- V17 t_9+ V17
e .
4 4

- pourxe 2 ;-3 1 ;+oo|, 9 est au-dessus de 7
-9- V17 -9+ V17
- pourxe | —00j— — | U _S;f , 9 est au-dessous de F.

1

De plus 7 est 'image de I'hyperbole d’équation y = — par la translation de vecteur —37. On déduit de cette étude la
X

figureI1.18.0

|
\
\
\
\

~i

FIGURE I1.18 — Représentation graphique de f.
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Chapitre II1

Suites numériques

III.1 Vocabulaire de l'ordre dans IR

III.1.1 Majorants, minorants...

Considérons une partie E de R, par exemple : E =] —3;0] U {2};
On a pour tout x € E: 2,5 = x; on dit que 2,5 est majorant de E. Tout nombre plus grand que 2,5 est également un
majorant de E. Lensemble des majorants de E est I'intervalle [2;+oo].

On a pour tout x € E : —4 < x; on dit que —4 est minorant de E. Tout nombre plus petit que —4 est également un
minorant de E. Lensemble des minorants de E est I'intervalle | — co; —3].

E a un plus grand élément, 2, mais n'a pas de plus petit élément.

Un ensemble qui a des majorants (respectivement des minorants) est dit majoré (respectivement minoré). Un

ensemble a la fois minoré et majoré est dit borné. Certaines parties de R, comme N, ne sont pas bornées.
Le plus petit élément (s'il existe) de I'ensemble des majorants (respectivement minorants) est appelé borne supé-
rieure (respectivement borne inférieure). Par exemple la borne supérieure de E est 2 et sa borne inférieure est —3.

THEOREME III.1.1
| Une partie E de IR est bornée si et seulement si il existe un nombre réel A tel que pour tout élément x de A: [x| <A

Démonstration Pour tous nombres réels x et A :
x| <A — —A<x<A.

Soit E une partie de R.
S’il existe un nombre réel A tel que pour tout élément x de E : |x| < A; alors —A est minorant de E et A est un majorant de E; on en déduit que E
est borné.

Réciproquement, si E est borné. Soit m un minorant de E et M un majorant de E. Posons : A = max{—m, M}.
Ona:-m<AetM<A;donc: —A<metM<A;or pour tout élément x de E: m < x < M; donc par transitivité : —~A < x <A.

Soit finalement, pour tout élément x de E : [x| <A. O

III.1.2 Théoreme de la borne supérieure (complément)

Ce paragraphe est hors programme, il peut ne pas étre lu et est destiné aux éleves désireux d’en savoir plus.

Soit maintenant une partie majorée non vide E quelconque. Les considérations envisagées ci-dessus laissent supposer
que 'ensemble des majorants de E est un intervalle qui serait donc de la forme [a;+oo[ ou ]a; +oo] (a € R). Mais si a
n’était pas un majorant de E, alors il existerait un élément x de E tel que : a < x.

%I}_ se trouverait alors dans la situation contradictoire suivante : atx
est un majorant de E (car €la;+oo[) et n’est pas un majorant de E (car

< X).

On en déduit que a est le plus petit des majorants de E et donc la borne supérieure de E.
Cette étude nous conduit a énoncer le théoréme suivant que nous admettons.

THEOREME III.1.2 THEOREME DE LA BORNE SUPERIEURE

Toute partie majorée (respectivement minorée) non vide de R a une borne supérieure (respectivement inférieure).

Remarque Ce théoréme est faux dans Q.

Exemple Dans @) I'ensemble
E={xeQ|x*<2}

; 3 . . ; .
est majoré par 3 mais n'a pas de borne supérieure; alors que dans R il a une borne supérieure : V2.
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32 III. Suites numériques

I11.2 Définitions

I11.2.1 Introduction

DEFINITION III.2.1 SUITE NUMERIQUE

Une suite numérique est une fonction d'une partie de N dans un ensemble de nombres (généralement R).

Exemples

1. On peut considérer la suite (uy) ,eN définie par : Uy = n?.
Onaalors:uy=0;u;1=1;u,=4;u3=9;u3=16...

Pour chaque terme u, ona: u, = f(n); oii f estla fonction x — x°.

On dit que la suite (u,) est définie explicitement.

On peut calculer directement des termes de « grands indices » (U199 = 10000).

1
2. On peut considérer la suite (v,) 2 définie par : { UZ_E )
Un+1 = Uy
o 1 1 1 1
naalors: vy=—;v3=—; V4= — -+
2T Ty T 1

Vg et v1 ne sont pas définis.

Pour chaque termeon a: v+ = f(vy) ; ou f estla fonction x — X2
On dit que la suite (v,) est définie par récurrence.

Pour calculer un terme il faut connaftre les termes précédents.

—

La suite (v,) peut cependant étre définie explicitement, pour tout entier natureln=2: v, = T

wo=w; =1

3. On peut également considérer la suite (wy,) définie par : { .
p & nineN p Wpe1 = Wpe1+Wp— 1

Déterminer les cinq premiers termes de cette suite.

Remarque Toutes les suites étudiées en classe de Premiére et de Terminale seront définies sur N ou & partir d’'un
certain indice.

II1.2.2 Composée d’une suite par une fonction

DEFINITION III.2.2
H Soit f une fonction et (v,) une suite d’éléments de 'ensemble de définition de f.

La composée de (v,) par f est la suite (1) de terme général : u, = f(v,).

Exemple Si (v;),cN et f sont définies par : vy, = n? et f(x) =2x—-3; alors (up) ,eN est définie par : u, = 2n?-3.

II1.2.3 Exercices

IIL.2.a. Calculer les cinq premiers termes de la suite | u, = u5_, +1.

PP 2
(Un) nen définie par: u, =4n”—n+1. III.2.c. Calculer les cinq premiers termes de la suite
I11.2.b. Calculer les cinq premiers termes de la suite | (v),eN, composée de la suite (u,) de I'exercice précé-
(un) peN définie par : ug = 0 et pour tout n € N*; dent par la fonction f: x — x*-1.

III.3 Représentation graphique d’une suite

I11.3.1 Représentation graphique d’'une suite définie explicitement

Pour représenter graphiquement une suite définie explicitement (par une relation du type u, = f(n)), il suffit de
représenter graphiquement la fonction f sur la partie positive de son ensemble de définition.
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II1.3. Représentation graphique d’'une suite 33

2
Exemple Pour représenter graphiquement la suite (u,) ,>1 définie par : u, = 2— — ; il suffit de tracer la représentation
n

2
graphique de la fonction f : x — 2 — — ; pour chaque indice n, u, est 'ordonnée du point de la courbe d’abscisse n.
X

Les termes de la suite apparaissent alors sur 'axe des ordonnées (voir figure I11.1).

T T T T
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
T T T T

T T T

| ! | | |
| | | ' | | |
| | | ' | | |
I I I | I I I
| | | | | | |
| | | | | | |
T T T T T T T

T
|
I I

| I

| |

[ |

| |

1 1

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
FIGURE III.1 — Représentation graphique d’une suite définie explicitement.

=}

~

N

o - =

I11.3.2 Représentation graphique d’'une suite définie par récurrence

Pour représenter graphiquement une suite définie par récurrence (par une relation du type u,+1 = f (1)), on re-
présente graphiquement la fonction f sur un intervalle contenant tous les termes de la suite et on trace la premieére
bissectrice '. On place le premier terme puis les autres de proche en proche par la méthode suivante.

Méthode pour placer u,,,; sur I'axe des abscisses lorsque u,, est placé

— On place sur la courbe le point A,, d’abscisse u;,. Ce point a donc pour ordonnées f (i), c’est-a-dire u;41.

— On place sur la premiere bissectrice le point B, de méme ordonnée que A,. B, est le point d’'intersection des

droites d’équations y = x et y = u,+1, B, a donc pour abscisse #,,41.

— Il nereste plus qu’a placer u,+; sur I'axe des abscisses.

uo=10

Exemple Pour représenter graphiquement la suite (u,,) ,cv définie par : D Un + 2
ntl1= -+ —
2 Up

x 2
on trace sur [0;+oo] la représentation graphique de la fonction f : x — > + — etla droite A d’équation : y = x.
X

Les termes de la suite apparaissent alors sur I’axe des abscisses (voir figure I11.2).

By

B

B

I
I

I

I

I

I

I

I

A1 |

I

I

A, |
I

I

I

I

I

~i

~
<
w
S
)
<
&
<
(=)

0]

FIGURE III.2 — Représentation graphique d’'une suite définie par récurrence.

II1.3.3 Exercices

II1.3.a. f désigne la fonction x — X et (un) ne estlasuite | définie par : up = 0,5 et pour tout entier naturel non nul,

définie par: u, = f(n). n, up = f(up-1).
Représenter graphiquement la suite (u,) et déterminer sa | Représenter graphiquement la suite (u,) (unité gra-
limite. phique : 20 cm) et conjecturer sa limite.

IIL.3.b. f désigne la fonction x — x° et (1) yeiv estlasuite | IIL3.c. Le plan est muni d’un repére orthonormé (0;7,7)

1. la premiére bissectrice est la droite d’équation y = x
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34 III. Suites numériques

2 . . .
(unité graphique : 2cm). f est la fonction : x — 3 — =. 1. Déterminer les éventuelles asymptotes de cgf'
X

. . . 2
cgf est la représentation graphique de f. (1) est la suite 2. Déterminer les points fixes” de f.

vérifiant, uy = 5, et pour tout entier naturel non nul, n : | 3. Représenter graphiquement les cinq premiers termes
Uy = f(un-1). de la suite (u,,) puis conjecturer sa limite éventuelle.

II1.4 Suites bornées

II1.4.1 Généralités

DEFINITIONS 111.4.1 SUITE BORNEE

1) Dire qu'une suite est majorée (respectivement minorée) signifie que I’ensemble des termes de cette suite est
majoré (respectivement minoré).
2) Une suite a la fois majorée et minoré est dite bornée.

Exemple Considérons la suite (uy,) ,cN définie par : u, =2sinn+1.

Soit n un entier naturel. La fonction f : x — 2x+1 est croissante sur R, (fonction affine de coefficient dominant positif)
etonsaitque:—1<sinn<1;donc: f(-1) < f(sinn) < f(1); c’est-a-dire : -1 < u, < 3. La suite (u,) est donc majorée
par 3 et minorée par —1

Notations et vocabulaire

1. Lorsqu’une suite (u,) est majorée, par abus de langage nous appellerons borne supérieure de (u,) la borne supé-
rieure de I'ensemble de ces termes.

2. On défini de méme la borne inférieure d’une suite minorée.

Exercice II1.4.1. On considére la suite (1)1 définie par :

1
n+i

n
wn= Yy
i=1

1. Calculer les trois premiers termes de cette suite.

1
2. Démontrer que la suite (uy) est minorée par 3 et majorée par 1.

Solution 1.0na:

1 1 2 1 1 7 301 1 1 1 37
ulzz - = = uZZZ - = + = — u:;):z - = + + = —
S1+i 2 S1+i 241 2+2 12 ~=3+i 3+1 3+2 343 60

2. Soit n un entier naturel non nul. u,, est une somme de n termes, elle donc minorée par n fois le plus petit et majorée
par n fois le plus grand. Donc :

1 1
nx Sup<nx .
n+n n+1
1 . . .
Or:nx =—etnx =——;donc:nx <1 (car est un quotient de deux nombres réels strictement
n+n 2 n+l n+1

positifs et numérateur est inférieur au dénominateur). Donc :

<up<l.

1
La suite (u,,) est minorée par > et majorée par 1.

I11.4.2 Exercices

I11.4.a. Démontrer que la suite (u,) >0, de terme général | III.4.b. Démontrer que la suite (1) ,>0, de terme général

2
, est bornée et préciser un majorant et un | ;- (5 +sin n) , est bornée et préciser un majorant et un

minorant.

Upn = ——
. 2+sinn
minorant.

2. Les points fixes de f sont les solutions de I'équation : f(x) = x.
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2 . P n 1
II1.4.c. Démontrer que la suite (u,),>0, de terme général U, = Z — est bornée et préciser un majorant et un
k=147

minorant.

III.5 Suites monotones

II1.5.1 Définitions

DEFINITIONS II1.5.1 SUITE MONOTONE

1) Dire qu’'une suite est croissante (respectivement décroissante) signifie que cette suite est une fonction crois-
sante (respectivement décroissante).
(2) Les suites croissantes et les suites décroissantes sont dites monotones.

Soit (u#,) n=n, une suite. Dire que (u,) est croissante signifie que pour tous entiers p et g supérieurs ou égauxa no :
p<gq = Up < Ug.

Remarques

1. On définit de méme les suites strictement monotones.

2. Toute suite croissante est minorée par son premier terme
3. Toute suite décroissante est majorée par son premier terme

DEFINITIONS II1.5.2

Soit (445) n=n, une suite.
(1) La suite (u,) est dite constante lorsque pour tout nombre entier, 7, supérieur ou égal a ng : U, = Uy,.

()] La suite (u,) est dite stationnaire lorsqu’il existe un nombre entier, p, tel que pour tout nombre entier, n,
supérieur ou égala p : u, = up.

Remarques

1. Les suites constantes sont les suites a la fois croissantes et décroissantes.

2. Les suites stationnaires sont les suites constantes a partir d’'un certain indice.
3. Les suites constantes sont des cas particuliers de suites stationnaires.

II1.5.2 Méthodes d’étude du sens de variation d’une suite
III.5.2.a Cas général

THEOREME IIL.5.1
Soit (uy) n=n, une suite numérique.

(1) Si pour tout entier n = ng, ona: Uy — Uy
(2) Si pour tout entier n = ng, ona: Uy — Uy

0; alors la suite (u;,) est croissante.
0; alors la suite (u;;) est décroissante.

NV

Démonstration Démontrons (1). Soit p et g deux entiers telsque: npo < p<¢qg.Ona:
Up S Up+1 S S Ug-1S Ug

donc la suite (u;) est croissante. On démontre de méme (2). O )
Exercice II1.5.1. Etudier le sens de variation de la suite (uy,) nelN* définie par: u, = —.
n

Solution Soit n un entier naturel non nul. On a:

1 1 n-(n+1) 1
u —-—Upyp=—-—-—= = -
e nn+1) nn+1)
. .. ) 1
or n et n+1 sont tous deux strictement positifs donc pour tout entier naturel non nulnona: — P <0;
n(n

c’est-a-dire : Uy — Uy < 0.
La suite (uy) est donc décroissante. O
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36 III. Suites numériques

IIL.5.2.b Lorsque tous les termes de la suite sont strictement positifs

THEOREME II1.5.2
Soit (u5) n=n, une suite dont tous les termes sont strictement positifs.

. . Un+1 . .
(1) Si pour tout entier n = ng,on a: = 1; alors la suite (u;) est croissante.
u
n
. . Un+1 . . .
(2) Si pour tout entier n = ng,on a: < 1; alors la suite (u;;) est décroissante.
u
n

Démonstration Ce théoreme se déduit du précédent car les termes de la suite étant strictement positifs, on a:

Up+1 Up+1
—— =21 = upy1=UuUp et —— <1 = upy1<uy.0O
Un Un

- 1
Exercice IIL.5.2.  Etudier le sens de variation de la suite (uy,) .\~ définie par:u, = —.
n

Solution Tous les termes de cette suite sont strictement positifs. Soit n un entier naturel non nul.

1
un+1_n+1 n _I’L+l—1 1 1

1

n

T n+l n+1 n+l

Un

Un+1 . . .
2 < 1. La suite (uy) est décroissante. O

Un

Donc:

III.5.2.c Lorsque la suite est définie explicitement, u,, = f(n)

THEOREME IIL.5.3
Soit (u5) n=n, une suite définie par une relation du type : u, = f(n).

1) Si la fonction f est croissante sur [ng; +oo[; alors la suite (u,) est croissante.
(2) Si la fonction f est décroissante sur [ng;+ool; alors la suite (u,) est décroissante.

Démonstration Ce théoreme est une conséquence immédiate de la DEFINITIONII1.5.10

_ 1
Exercice II1.5.3. Etudier le sens de variation de la suite (u,) ,cy* définie par: u, = —.
n

1
Solution On sait que la fonction x — — est décroissante sur [1;+oo[ donc la suite (u,) est décroissante. O
X

Remarque La réciproque de ce théoréme est fausse, la suite (u,) peut étre croissante sans que la fonction f le soit.

X 1
Pour s’en convaincre il suffit de considérer, par exemple, la fonction f : x — > + s sin(2mx).
B

La fonction f n’est pas monotone car sa dérivée, la fonction ' : x — 3 + cos(2mx), est strictement positive sur les in-

5 7
tervalles (k € 7) et strictement négative sur les intervalles |k + P sk + P (k € Z); et pourtant la

5 5
k- —k+—
1277 12

suite (uy), définie par u, = f(n) = PX est strictement croissante (voir figure I11.3).

III.5.2.d Composée d’'une suite monotone par une fonction monotone

Le théoreme suivant est un cas particulier du théoreme ?22.
THEOREME II1.5.4

Si u, est une suite monotone d’éléments d'un intervalle I et si f est une fonction monotone sur I, alors f(u,) est une
suite monotone; plus précisément, le sens de variation de f(u,) est donné dans le tableau ci-dessous.

f est croissante sur I f est décroissante sur I
(u;,) est croissante (f (up)) est croissante (f (up)) est décroissante
(uy) est décroissante | (f(uy)) est décroissante (f (1)) est croissante

1

>

=1

Exemple Considérons la suite (v,) ,eN+ de terme général : v,, =

=
=

LYCEE PONTUS DE TYARD Terminale VI



II1.6. Suites arithmétiques - suites géométriques

37

Uis

uis

Uil

Ug

Uz

Us

us

U

FIGURE III.3 - Suite croissante définie explicitement, sans que le fonction soit croissante.

LA 1
(vp) estla composée de la suite (u,) ,e N+ de terme général, u, = Z T par la fonction f : x — —. (u,) est strictement
X

k=1

1 1
positive (comme somme de nombres strictement positifs) et croissante (Vn € N*, u,,1 — u, = — avec — > 0) de plus
n n

la fonction f est décroissante sur ]0;+ool; donc la suite (v,) est décroissante.

II1.5.3 Exercices

II1.5.a. Etudier le sens de variation de la suite (u,,) ;>0 dé-
n
1
finie par: u, = )_
i=1
IIL.5.b. Etudier le sens de variation de la suite (1) ;>0 dé-
n

n+i

finie par: u, = —.
P "

IIL.5.c. Etudier le sens de variation de la suite (u,,) >0 dé-

finie par: u, = n® +4n—7.

II1.5.d. Etudier le sens de variation de la suite (u,,) ;>0 dé-
n?+3

n+4’

IIL.5.e. Etudier le iens de variation de la suite (1) >0 dé-

finie par: u, =

finie par: u, =
1+

S

III.6 Suites arithmétiques - suites géométriques

III.6.1 Suites arithmétiques

I1I.6.1.a Définition

DEFINITION II1.6.1

Une suite arithmétique de raison r est une suite (1) =5, telle que pour tout entier n=ng : Uyt =up +7.

Remarque Une suite arithmétique est entiérement déterminée par sa raison et son premier terme.

Exemple Pour la suite arithmétique de raison —2 et de premier terme uz =5,ona:us=3;us=1;us=-1...

La figure I11.4 suggere que pour une suite arithmétique de raison r : up44 = up +4r.
Enposant: n=p+4;ilvient:4=n-petu,=u,+(n-pr.

Plus généralement, on a le théoréme suivant.
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38 III. Suites numériques
Up Up+1 Up+2 Up+3 Up+4

r r r r
FIGURE II1.4 - Suite arithmétique.

THEOREME IIL.6.1
Soit (u45) n=n, une suite arithmétique de raison r.

Pour tous nombres entiers n et p supérieurs ou égauxa ngona:

Up=up+((n-phr.
Démonstration  Procédons par disjonction des cas.
1*casn=p Ona:up+(n—pr=uy+0xr=up;donclethéoréme est vérifié.

2¢casn>p Ona:upsl =Up+7;Upt2=Upsl +T5 Upt3 = Ups2 +T5...
plus généralement, a chaque étape on passe d’un terme au suivant en ajoutant r. On passe de up a u, en n— p étapes, c'est-a-dire en
ajoutant n— p fois r, d’ot: up = up + (n-pjr.

3ecasn<p Ona:p>n;donc, d'apres le cas précédent (en permutant n et p), il vient: up = up+(p—njr;d’ot: up =up+(n-pr.

Dans les trois cas la formule est vérifiée. O
Exemple Si (u,) est une suite arithmétique de raison —5 et si u13 = 52 alors : uy21 = u13 —5(121 —13) = —488.

Lorsque p = np, on en déduit le corollaire suivant.

COROLLAIRE I11.6.2
Si (uy,) est la suite arithmétique de raison r et de premier terme u;,, alors pour tout nombre entier n (avec 7 = ngp), on

a:
Up =1(n—np) + Upy,.

Exemple La suite arithmétique (u,) de raison 3 et de premier terme uy = —1 est définie par: u, =3(n—-2)—-1=3n-7.

Remarques

1. Lexpression obtenue dans le corollaire 111.6.2 fournit une définition explicite d’'une suite arithmétique.

2. le terme général d’une suite arithmétique est une fonction affine de I'indice dont le coefficient de degré 1 est la
raison.

III.6.1.b Propriétés

Le théoreme suivant est une conséquence immédiate de la définition I11.6.1.

THEOREME II1.6.3
H (1) Une suite arithmétique est croissante si, et seulement si, sa raison est positive.

2) Une suite arithmétique est décroissante si, et seulement si, sa raison est négative.

DEFINITION I11.6.2

. - . a+b
La moyenne arithmétique de deux nombres réels a et b est le nombre : .

THEOREME II1.6.4
|| Si a, b, ¢ sont trois termes consécutifs d'une suite arithmétique, alors b est la moyenne arithmétique de a et c.

Démonstration Soit (1) la suite arithmétique, r sa raison et k 'indice de b.

a=Ug-1
a+c b-r+b+r
Ona b=up=up_j+r=a+r ;donc: =——=b.0
_ _ _ 2 2
C=Upp =Up+T=Db+r

II1.6.1.c Somme de termes consécutifs
Soit (u,) n=n, une suite arithmétique et m et p deux entiers tels que : np < m< p.

p
On se propose de calculer la somme : S = up, + U1+ + Up = Z Up.
~ ~  n=m

p—m+1 termes
Um + (Um+7) + o+ (upt+(p-mr)
= (up+(p-mr) + Wm+p-m-r) + - + Um

Onadonc:{ g
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II1.6. Suites arithmétiques - suites géométriques 39

puis par somme : 2S = (U, + Uy, + (p—m)T) + (U + U+ (p—m)T) + -+ + (U + Uy + (p—m)r) ; d' ol finalement :

Um + Up
um+um+1+---+up=(p—m+1)T

THEOREME II1.6.5
Soit (u5) n=n, une suite arithmétique et m et p des nombres entiers naturels telsque: ngp < m< p.Ona:

p
Z Up = (p—m+l)M
k=m 2
On peut retenir cette formule en remarquant qu'une somme de termes consécutifs d'une suite arithmétique s’obtient
en effectuant le produit du nombre de termes par la moyenne des termes extrémes.
Exercice I11.6.1. Calculer la somme des n premiers nombres entiers naturels non nuls.
Solution Les n premiers nombres entiers naturels non nuls sont les n premiers de la suite arithmétique de raison 1

et de premier terme, u; = 1, donc:

L Uy + Uy 1+n nn+1)
k=n =n = .
=1 2 2 2
O
Exercice I11.6.2. Calculer l1a somme des n premiers nombres entiers naturels impairs.

Solution Les n premiers nombres entiers naturels impairs sont les nombres de la forme 2k—1, pour k variantdel an;
ce sont donc les n premiers termes de la suite arithmétique de raison 2 et de premier terme:u; =1.0na:u, =2n—1.0

II1.6.2 Suites géométriques

I11.6.2.a Définition

DEFINITION I11.6.3
Une suite géométrique de raison q est une suite (1) n=5, telle que pour tout entier 1= n, : Up+1 = qUp.

1
Exemples Considérons les suites géométriques (u,), (v,) et (wy), définies sur N, de raisons respectives 2, —3, — et de
premiers termes respectifs 3, 2, —4. Les cinq premiers termes de chaque suite sont représentés dans la tableau II1.1.

n 0 1 2 3 4
Un 3 6 12 24 48

Un 2 | -6] 18 | =54 | 162

1 1
wo | 4| -2 -1 -2 | -
TABLE I1I.1 — Cinq premiers termes de suites géométriques (uy), (v,) et (wy,).

Remarques

1. Lorsque q =0, la suite est nulle a partir du deuxieme terme, elle est donc stationnaire.

2. Lorsque q =1, la suite est constante.

3. Une suite géométrique est entierement déterminée par sa raison et son premier terme.

4. Lorsque la raison est strictement négative et le premier terme non nul, la suite est de signe alterné, elle est donc
non monotone (ni croissante ni décroissante).

5. Lorsque la raison est strictement positive, la suite géométrique est du signe de son premier terme.

THEOREME I11.6.6
Soit (un) n=n, une suite géométrique de raison g.
Pour tous nombres entiers n et p supérieurs ou égauxa npona:

n—
up=upq" "

Démonstration  Procédons par disjonction des cas.
lercasn=p Ona:upq" P = upqo = up = up; donc le théoréme est vérifié.

2¢casn>p Ona:ups] =Upq; Up+2 = Up+1q; Up+3 = Up420 ...
plus généralement, a chaque étape on passe d’'un terme au suivant en multipliant par g. On passe de up a u, en n— p étapes, c'est-a-dire
en multipliant n — p fois par g, d'olt: uy = upq™ "

3ecasn<p Ona:p>n;donc, daprésle cas précédent (en permutant n et p), il vient: up = upqP~"; d'ott: up = upq"P.
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40 III. Suites numériques

Dans les trois cas la formule est vérifiée. O

1 1
Exemple Si (u,) est une suite géométrique de raison 3 et si uy = ~57 alors : ujp = ~57 x 38 =243,

Lorsque p = ngp, on déduit du théoréme II1.6.6 le corollaire suivant.
COROLLAIRE III.6.7
Si (uy,) estla suite géométrique de raison g et de premier terme uy,,, alors pour tout nombre entier n (avec n = ngp), on
a:
Up = Up,q" ™.

Remarques
1. L'expression obtenue dans le corollaire II1.6.7 fournit une définition explicite d’une suite géométrique.
2. Lorsque g # 0, une suite géométrique admet une définition explicite de la forme : u, = k q" avec k = u,,q~".

Exemples
1
1. La suite géométrique, (1), de raison 3 et de premier terme uy = —1 est définie par : u, = —— x 3",
1 1024
2. Lasuite géométrique, (v,), de raison -3 et de premier terme us = 128 est définie par : u, = —W.

II1.6.2.b Propriétés

Le théoreme suivant est une conséquence immédiate de la définition I11.6.3.

THEOREME II1.6.8
Soit (uy) n=n, une suite géométrique de raison g.

Le sens de variation de (u,;) est donné dans le tableau ci-dessous.

(un) g €]1;+ool q€lo; 1] q €] —o00;0[ qg=0 qg=1
Up, >0 | croissante | décroissante | non monotone | stationnaire | constante
Up, <0 | décroissante | croissante | non monotone | stationnaire | constante
Upy =0 constante

DEFINITION II1.6.4
H La moyenne géométrique de deux nombres réels strictement positifs a et b est le nombre : vV ab.

THEOREME II1.6.9
Si a, b, ¢ sont trois termes consécutifs d'une suite géométrique a termes strictement positifs, alors b est la moyenne

géométrique de a et c.

Démonstration Soit (1) la suite géométrique, g sa raison et k I'indice de b.
a=uUug—1 b

La suite est a termes strictement positifs donc: g#0.Ona:{ b=up=qui_;=qa ;donc: vac=/—xgb=|bl=b.0O
C=Upy =qug=qb 9

Représentation graphique d’une suite géométrique
Pour représenter graphiquement une suite géomé-
trique de raison ¢, on peut tracer les droites d’équa-
tions y = x et y = gx puis utiliser la méthode proposée By
§II1.3.2 page 33.

Désignons par h 'homothétie de centre O et de rapport
qg. Sur la figure ci-contre, on a pour tout entier naturel
n:, D:y=qgx
OBj+1 = un+2_i_": Un+2] =_)Ci(un+l_i+ Un+1]) B,
c’est-a-dire : OB,4+1 = g OB,,.
Donc B+ estl'image de B, par h. B>

}Cl)n démontre de méme que A, est 'image de A, par 7 -

|
|
|
|
|
|
|
Ay |
|
|
|
|
|
|

0 1
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I11.6.2.c Somme de termes consécutifs
Soit (u,) n=n, une suite géométrique de raison g (avec g # 1) et m et p deux entiers tels que : np < m < p.

p
On se propose de calculer la somme : S =ty + U1+ + Up = Z Up.
n=m

v

p—m+1 termes

2 _
On a donc - S= um +qum +qum +-- Fupg” "
qs= qum  +GUm  + FUng”™ FupgP
puis par différence : gS—S = u; gP "' - u,y, ; ot finalement :
Um — Up+1
Um + Upsl ++ Up = —————
l-q

On peut retenir cette formule en remarquant qu'une somme de termes consécutifs d'une suite géométrique s’obtient

. premier terme — suivant du dernier
en effectuant le quotient : .

1 —raison
1- qn+1
Remarque En particulier on a, pour tout entier naturelnonnuln:1+q+---+q" = 4
—-q
. < * n 1
Exercice II1.6.3. Démontrer que pour toutx € [0;1[ ettoutne N™ ;ona:1+x+---+x" < 1—
—X

Solution 1+ x+---+ x" est la somme des n+ 1 premiers termes de la suite géométrique de premier terme 1 et de

raison x, donc:
1-— xn+1
l+4x+-+x"'=——
1-x
Or 1 - x est strictement positifet : 1 — x"1 <1 (carx est positif) ; donc par quotient :

l_xn+1 1
1-x 1-x

c’est-a-dire :

O

COROLLAIRE I11.6.10
Pour tous nombres réels a, b et pour tout entier naturel non nul n,on a:

a"-b"=(a-b)(a" ' +a"*b+a" 3+ +ab"?+ ")

Démonstration Pour a = 0, I'égalité devient : —b" = —b x p" L qui est vraie.
Pour a = b, I'égalité devient: 0 =0 x na"'; qui est vraie.
b
Lorsque a # 0 et a # b, le second facteur du second membre de I'égalité est la somme des termes consécutifs d'un suite géométrique de raison —,
a

on en déduit que :

1 2 2 2 1 Ay
a1 +ad" b+ d" 3P+ a4 e ——— 4 =
1- g b-a
En multipliant les membres extrémes par b — a, on en déduit I'identité désirée. O

Remarques
1. Lorsque n =2, on retrouve l'identité I1.3 et lorsque n = 3, on retrouve I'identité I1.6.
2. Lorsque n est impaire, en remplacant b par —b, on obtient :

a"+b"=(a+b)(a" ' -a"*b+a" PP~ +ab" - p")

Lorsque n = 3, on retrouve 'identité I1.7.

I11.6.3 Exercices résolus

I11.6.3.a Suite arithmético-géométrique

up =-2

Exercice I11.6.4. On considere la suite (uy) N\ définie par : 1
Up+1 =~ 3 Un+3

1. Déterminer un réel a tel que la suite (vy,) . définie par : v, = u, — a ; soit géométrique.
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2. Exprimer explicitement le terme général de la suite (vy) ; en déduire celui de la suite (uy).
Solution Pour se faire une idée, entreprenons une étude graphique.

On trace les droites D et A d’équations respectives : Ao

1 B
y=—5x+3ety=x. I 0
I
Les coordonnées du point Q(2;2) vérifient les équations de D et A, | )
: 2

donc Q est le point d’intersection de ces deux droites sécantes.

I

Il semble sur le graphique (on pourrait aisément le démontrer géo- : Q
métriquement) qu'une homothétie h, de centre (), transfonﬁ (pour : 2r—==|-—- !
toﬂn) Ay, en Ayy. Ce qui suggere une relation du type : QA ;41 = : B : | A
kQA 4. . . I N ] T : :
Or les vecteurs QA 41 et QA , ont respectivement pour abscisses : J : : : :
Up+1 —2 et uy —2. ! | [ |

Ug 6 1 uz 2 us U

On auraitdonc : uy+1 —2 = k(u, —2).
Ces observations graphiques nous conduisent a examiner si pour a = 2, la suite (v,) est géométrique.

1
PourtoutneN, 0na:vn+1=un+1—2=—5un+3—2=—§un+1=—§(un—2)=—Evn.

Donc, pour a = 2, la suite (v,) est la suite géométrique de raison -3 et de premier terme vy = —4.

1 n
Par conséquent la suite (v,) est définie par : v, = —4 (—5) .
De plus, pour toutne N,ona: u,=v,+2;
n
donc la suite (u,) est définie par : u, = —4 (—5 +2.0

Pour deviner le comportement d’une suite, une étude graphique (lorsqu’elle est envisageable) est souvent fructueuse.

Pour démontrer qu’une suite (vy) est géométrique, on peut exprimer v, en fonction de v, de fagon a exhiber une relation du type :

Un+1 =qVn.

II1.7 Limites de suites

Soit a un réel et r un réel strictement positif. On appelle intervalle ouvert de centre a et de rayon r I'intervalle ou-
vert]a—r,a+r[. Cetintervalle seranotéI, ;. 1, , est'ensemble des réels dont la distance a a est strictement inférieure

ar.Pour tout réel x on adonc:
a+r
r

a-r
1
xely, — lx—al<r. 1

_—

II1.7.1 Limite finie, limite infinie

II1.7.1.a Définitions

DEFINITION IIL.7.1
Dire qu'un réel £ est la limite d'une suite (u,) signifie que fout intervalle ouvert de centre ¢ contient tous les termes de

la suite a partir d'un certain indice. On écrit alors :

lim wu,=~¢.
n—+oo
. : P 1 L
Exemple Démontrons que la suite (1) ,c+ définie par : u, = ? ; a pour limite 0.
n

Soit] —r;r[ (avec r > 0) un intervalle ouvert centré en 0.
Cherchons un entier N tel que pour tout naturel n =N, on ait : u, €] —r;r[; c’est-a-dire: —r < u, <r.

1
Il suffit de prendre un entier N tel que :N > —..
r

. 1 . . .
En effet, pour tout entier naturel n = N, onaalors:n =N > - ;la fonction x — /x est strictement croissante sur R*™*,
r
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1 1 1
on en déduit que: v/n > = ;lafonction x — — est strictement décroissante sur R**, on en déduit que:r<0< T <r.
r x n
D’oti:uy€l—r;r[;désque:n=N.
Donc la suite (u,,) a pour limite 0.

La définition I11.7.1 signifie que les termes de la suite sont a une distance aussi petite qu’on le souhaite dés que les
indices sont suffisamment grands. On a donc une accumulation des termes de la suite (u,) autour de ¢.

tous les termes a partir
d'un certain indice
A3 1 Ilmu N 293 . AVARV X A4 AV
Up 0 Us UsUy us uz u

D’apres la définition II1.7.1, pour démontrer qu’'une suite (u;) a pour limite ¢, il suffit de démontrer que pour tout
r > 0, il existe un entier N tel que si n > N, alors |u, — €| <r.

DEFINITIONS II1.7.2
1) Dire q'une suite (u,) a pour limite +oo signifie que fout intervalle ouvert du type ]A;+oo[ contient tous les

termes de la suite a partir d'un certain indice. On écrit alors : lirP Up = +00
n—+oo

2) Dire q'une suite (u,) a pour limite —oo signifie que fout intervalle ouvert du type ] — oo;A[ contient tous les
termes de la suite a partir d'un certain indice. On écrit alors : lirP Up = —00
n—+o0o

Exemple Démontrons que la suite (u;) ,c définie par : u,, = v/n; a pour limite +oo.

Soit A un un nombre réel.

Cherchons un entier N tel que pour tout naturel n = N, on ait : u, €]A;o0(; c’est-a-dire : A < uy.

1l suffit de prendre un entier N tel que : N > A%,

En effet, pour tout entier naturel n =N, on a alors: n = N > A? ; la fonction x — /X est strictement croissante sur R™,
on en déduit que : vn>IA|; doil par transitivité : Vn>A.Doil: u, €]A;o00[; dés que:n=N.

Donc la suite (u,) a pour limite +oo.

Remarques

1. Une suite qui a une limite finie est dite convergente.

2. Une suite qui n’a pas de limite ou dont la limite n’est pas finie est dite divergente.

3. Dans les définitions de limites de suites, on peut remplacer I'expression « a partir d’un certain indice » par « sauf
un nombre fini d’entre eux ».

4. Siune suite converge vers un nombre ¢, alors tout intervalle ouvert contenant ¢ contient tous les termes de la suite
a partir d’'un certain indice. En effet : tout intervalle ouvert contenant ¢ inclut un intervalle ouvert de centre €.

5. Dans la définition I11.7.1 on pourrait donc remplacer « de centre £ » par « contenant £ ».

THEOREME IIL.7.1
|| Toute suite convergente est bornée.

Démonstration Soit (un) n=n, une suite convergente et ¢ salimite. (uy) converge ver ¢, il existe donc un entier naturel N tel que pour tout entier
n=N:|uy— €] < 1. Posons alors : M = max{ung, Uny+1, - » UN-1, UN, € + 1} et m = min {uzgy, ung+1,--, un—1, un, £ = 1}.
La suite (uy) est majorée par M et minorée par m, elle est donc bornée. O

THEOREME IIL.7.2 UNICITE DE LA LIMITE
|| Une suite ne peut pas avoir plusieurs limites.

Dé irati 0+ 0
emonstration
0—r 4 2 0 O+r
| | 1 1 |
| | | |
r r r r

Soit (un) n=n, une suite. Nous démontrerons ici que (i) ne peut pas avoir deux limites finies distinctes. Les autres cas se démontrent de la méme

facon.
'~ €| P ’ s ’ /
(r estla demi-distance entre € et €') les intervalles 10 —r;€+r[et]0 —7; 0 +71][

Sila suite (1) avait deux limites distinctes £ et ¢’ en posant: r =
seraient disjoints. La suite (u;) aurait pour limite ¢, donc a partir d’'un certain indice N, tous les termes de la suite (u;) seraient dans 1€ —r;€+r|,
elle aurait de méme pour limite ¢, donc a partir d'un certain indice N’, tous les termes de la suite (u;) seraient dans 10 —r;0' +r[; en posant :
N’ = Inax{N;N’} ; a partir de I'indice N’ tous les termes de la suite (up) seraient a la fois éléments de 1 —r; €+ r[ et de 10" = r; ¢ + r[, donc de leur
intersection, c’est-a-dire de 'ensemble vide ; ce qui est impossible.

La suite (u#7) ne peut donc pas avoir deux limites finies distinctes. O

Le théoreme suivant est une conséquence immédiate des définitions de la limite d’une suite et d'une fonction.
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THEOREME II1.7.3
Soit (ux) n=n, une suite définie explicitement par une relation du type : u,, = f(n).

Si lim f(x)=LavecLe RU{-o0,+00},alors: lim u, =L
X—+00 n—+oo

Remarques
1. Laréciproque de ce théoréme est fausse.
2. Cethéoréme n’est pas applicable dans le cas d’une suite définie par récurrence.

I11.7.2 Théoremes de comparaisons

THEOREME I11.7.4 THEOREME DES GENDARMES 1R FORME
Soit (Un) n=ng> (Vi) n=ny €t (Wn)nz=n, trois suites.
Si (v,) et (wy) convergent vers une méme limite € et si pour tout entier n = ny :

Un < Uy < Wy;
alors (u,) converge vers {.

Démonstration  Soit r un réel strictement positif. il suffit donc de prouver qu’a partir d'un certain indice tous les termes de la suite sont dans
lintervalle ouvert, I . de centre € et de rayon r.

La suite (v,) converge vers ¢, donc a partir d'un certain indice, Ny, sont dans Ip ;..

La suite (wy,) converge vers ¢, donc a partir d'un certain indice, Ny, sont dans Iy ,.

Posons: N = max{N,, ;Nw}. Pour toutentiern=N,ona:{—r<vp<up<wp<l+r.

Donc la suite (u;) converge vers €. O

1+(-D"

Exercice II1.7.1. Déterminer la limite de la suite (uy), .~ définie par: u, =
n

2 sin est pair
Solution Pour tout entiern>0,ona:1+(-1)" = ) p C;dotn:0<1+(-1)"<2.
0 sin estimpair

Pour tout entier n > 0, en divisant membre a membre par n, il vient : 0 < uy <

S

1 2
Oron saitque: lim — =0; donc par produitpar2: lim —=0;
n—+oo n n—+oo n
d’apres le théoréme des gendarmes, on en déduit que : liIP u,=0.0
n—+oo

Remarques

1. Le théoréme III.7.4 reste vrai méme si la condition v, < u, < w, n'est pas vérifiée pour tout n, mais seulement a
partir d'un certain indice.

2. Plus généralement, tous les théoréme de ce paragraphe reste vrai méme si leur condition d’inégalité n’est pas vé-
rifiée pour tout n, mais seulement a partir d’'un certain indice.

COROLLAIRE II1.7.5 THEOREME DES GENDARMES 2E FORME
Soit (145) n=n, une suite.

S’il existe une suite positive (dp)n=n, €t un réel £ tels que pour tout entier n = ng :
|y — L < dy;
alors (u,) converge vers {.

Démonstrationll suffit d’appliquer le théoreme 111.7.4 avec les suites (v5) n=n,y €t (Wn)n=n, de termes généraux: vy =€ —dy, et wy =€+dy. O
1"
Exercice II1.7.2. Déterminer la limite de la suite (uy), .~ définie par: u, =1+ u .

1
Solution Pour tout entiern>0,ona:|u,—-1|< —.
n

1
Or on sait que : lirP — =0; d’aprés le théoréme des gendarmes, on en déduit que : lirP up,=1.0
n—+oo n n—+00

THEOREME IIL.7.6
Soit (un) n=ny €t (Vn) n=n, deux suites.

(1) Si: lim v, = +oo etsipour tout entier n = ng : v, < Uy, alors: lim u, = +oo.
n—+oo n—+oo

(2) Si: lim v, =—oo etsipour toutentier n= ny: v, = uy, alors: lim u, = —oco.
n—+oo n—+oo

Démonstration Pour démontrer ce théoréme, il suffit de s’assurer que dans les deux cas la suite (u;,) vérifie les conditions de la définition II1.7.2.
1) Soit ]A; +oo[ un intervalle. La suite v, tend vers +oo, donc a partir d’'un certain indice N, tous les termes de la suite (v;) sont dans l'intervalle
]JA; +ool. Ainsi, pour tout nombre entier n supérieur ou égal a N, uy, = v, = A; c'est-a-dire : vy, €]A;+oo[. La suite u,, diverge vers +oo.
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2) se démontre de la méme facon. O
-n"
n

Exercice II1.7.3. Déterminer la limite de la suite (uy),,.\* définie par:u, = n+

Solution Pour tout entier n>0,ona: u, =n-1.
Or on sait que : lirP (n—1) = +oo0; par comparaison, on en déduit que : lirP Up =+o00.0
n—+oo n—+oo

THEOREME IIL.7.7
Soit () n=ny €t (Vn) n=n, deux suites convergentes et £ et ¢’ leurs limites respectives.
Si pour tout entier n = ng : u, < v, alors £ < ¢’
o+0

Démonstration -7 4 2
| 1 | 1 |
| | |

,7‘

r r r

Supposons que : £ > £'; posons alors : 1 = (r est la demi-distance entre ¢ et £').
!

Onadonc: ¢ +r=

=0 —r. Les intervalles 10— r; 0+ r[ et ¢ — ;€' + r[ sont donc disjoints. A partir d’un certain indice N, tous les termes

de la suite (1) sont dans ¢ —r;€+ r[ et a partir d'un certain indice N’, tous les termes de la suite (v;) seraient dans 10/ = r;0' +r[; en posant :
!

N” =max{N;N'}; a partir de I'indice N" ona: £’ - r < v, <
Donc:£<¢.0

Remarques

1. En particulier, si M est majorant de (u,), alors : £ <M.

2. Si M est minorant de (u,), alors : m < €.

3. Lethéoreme III.7.7 devient faux si on remplace les inégalitlés larges pa11r des inégalités strictes. Pour s’en convaincre

<up <{€+r;cequicontredit: u, < vy.

il suffit d’étudier les cas des suites de termes généraux : u, = — et v, = ——
n n

I11.7.2.a Suites de références

THEOREME II1.7.8 )
Les suites (¢y) neN*, (Vn) nelN*» (Wn) neN*, (£n) neNx, définiespar: u, = —; vy =—; wp=—;th =
n

ont pour limite 0.

1
Démonstration Soit | — r; r[ un intervalle contenant 0 et N un entier strictement plus grand que —..

r
Pour tout entier n =N, on a:

1
o wnsvnsunstn,car:0<zsl;

1 1 1 1
o n>—; donc : vn > — (car x — V/x est strictement croissante); d’oil : 7_ < r (car x — — est strictement décroissante sur ]0;+oo[);
r r n X
c'est-a-dire: 1, <r;
¢ doncfinalement: —r <0< wp <vy<up<ty<r.
Pour tout r > 0, il existe un indice N a partir duquel tous les termes des suites considérées sont dans l'intervalle ] — r; r[, elles convergent donc vers
0.0
THEOREME IIL.7.9 ) 3
Les suites (4) jeN> (Vn) neN> (Wn) neN»> (En) neN, définies par: uy = n; vy, =n®; wp=n>; t, = Vn;
ont pour limite +oo.
Démonstration Soit A un réel et N un entier strictement plus grand que A% et que 1.
Pour tout entier n =N, ona:
O In<upsvpswp,car:l<n;

o n>A? ;donc: v/n>|A| = A (car x — /X est strictement croissante) ; c'est-a-dire : A< ¢, ;
o doncfinalement: A< t; < up < vy < wy.

Pour tout réel A, il existe un indice N a partir duquel tous les termes des suites considérées sont dans I'intervalle ]A; +ool, elles divergent donc vers

+o00. 0

Remarque Les théoremes I11.7.8 et I11.7.9 peuvent également se déduire du théoréme I11.7.3.

III.7.3 Calcul algébrique de limites

III.7.3.a Somme de deux suites convergentes

Soit (Un) n=ny €t (Vn) n=n, deux suites convergentes et £ et ¢’ leurs limites respectives.
Démontrons que la suite de terme général u,, + v, converge vers £ + (',
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Soit r > 0.
La suite (u;) converge vers ¢, il existe donc un entier N tel que pour tout entier n = N :

r
Iun—€|<5.

La suite (v,) converge vers ¢, il existe donc un entier N’ tel que pour tout entier n = N':
r

|va—0] < 5

Posons : N” = max{N;N'}. En utilisant I'inégalité triangulaire, on a pour tout entier n >N":
|+ vp) = €+ 0)| < lup = 0+ | = 0| <7

Donc la suite de terme général u,, + v, converge vers £ +£'.
En particulier, pour tout réel k, la suite de terme général u, + k converge vers £ + k.

III.7.3.b Produit de deux suites convergentes

Soit (Un) n=ny €t (Vn) n=n, deux suites convergentes et £ et ¢ leurs limites respectives.
Démontrons que la suite de terme général u,, x v, converge vers £ x £
Les suites (uy,) et (v,) sont convergentes donc, d’apres le théoréme I11.7.1 elle sont bornées. En appliquant le théoreme
I11.1.1 on en déduit I'existence des nombres réels M et M’ tels que pour tout entier n = ny : |u,| < Met|v,| < M .
Soit r > 0.
La suite (u,) converge vers ¢, il existe donc un entier N tel que pour tout entier n =N :

.
2M°

lu, — 0 <

La suite (v,,) converge vers ¢/, il existe donc un entier N’ tel que pour tout entier n=N':
r
vy < —.

lvn =] < o

Posons : N” = max{N;N'}. En utilisant I'inégalité triangulaire, on a pour tout entier n>N" :

|(tn x vn) = € x €)]| < |un(Wn =)+ € (U — 0] < lun| x |vn— €| +]€'] % [ty — €] < |up| x ﬁ+|€'| x

2M/
oo lupl r 0 1
| x vn) = @x )] < T2 xS 1o xS
Or, par définition des nombres M et M’ et d’apres la remarque consécutive au THEOREME I11.7.7, |—1\/,[l| <let 15[—,, <1

r
Donc par somme et par produit par 3 qui est positif :

u r ¢ r
M X —=<T.

| x ) = @x )] < T xS+ 1o x o

Pour tout r > 0 il existe un indice a partir duquel tous les termes de la suite (u;, x v,) sont dans I'intervalle de centre
00’ et derayon r.

Donc la suite de terme général u,, x v, converge vers £ x £'.

En particulier, pour tout réel k, la suite de terme général ku,, converge vers k€.

III.7.3.c Inverse d’une suite convergente
Soit (¢,) n=n, une suite convergeant vers une limite non-nulle £.

. L, 1
Démontrons que la suite de terme général — converge vers 7

e ¢

2 14 2 0

} i £ |

T -
2 2 2

FIGURE III.5 -
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N ¢ 3¢
A partir d'un certain indice N, tous les termes de la suite sont compris entre 2 et —.

2
¢
On a alors : |uy| Bg;d’oh:

1
< —.
lunl 1€
A partir de I'indice N, on a donc:
1 1 U, —0 2
lun |< -

S Jugllel e

Soit r > 0. A partir d'un certain indice N’, tous les termes de la suite (u,) sont dans I'intervalle de centre £ et de rayon
2 2

2
2 r,onaalors: |u, —¢| < 2 r.D’ol, par produit par Z°

up 0

2
g—zlun—ﬂlsr.

Posons : N = max{N,N’}. A partir de I'indice N”, on a donc:
1 1 ’
<T.

u, £

1 1
Pour tout r > 0, a partir d'un certain indice tous les termes de la suite (—) sont dans l'interlvalle de centre 7 et de
Up

1 1
rayon r, donc la suite (—) converge vers A
Un

I11.7.3.d Quotient de deux suites convergentes
Soit (Un) n=n, €t (Vn)n=n, deux suites convergentes et £ et ¢ leurs limites respectives (avec 0 #£0).

P . L Un
Démontrons que la suite de terme général — converge vers v
Un

1 1
D’apres I11.7.3.c, la suite de terme général — converge vers A
Un

u 4
Donc daprés I11.7.3.b, la suite de terme général — converge vers 7
Un

I11.7.3.e Cas général

Plus généralement nous admettons les résultats suivants concernant la limite de la somme, du produit ou du quo-
tient de deux suites, ils se démontrent en utilisant des techniques semblables a celles utilisée ci-dessus. Le symbole
« fi » signifie : forme indéterminée; cela signifie que lers regles usuelles liant les opérations et le calcul de limites ne
permettent pas de déterminer la limite éventuelle dans la configuration étudiée.

Limite de la somme de deux suites

lim u, ¢ +00 | —00 | 400 | —0c0 | +00
n—+oo

lim v, 0 0 0 | +o0 | —00 | —0
n—+oo

lim (up+vy) || 6+0 | o0 | —00 | 400 | —c0 | fi
n—+o0o

Limite du produit de deux suites

lirP Un ¢ +00 —00 +oo0ou —oco0 | Y00 | —oco | +oo
n—+oo
lim v, ¢ [HGEND) [HGENV) 0 +oo | —oo | —o0
n—+oo
+00 ,sifl >0 —c0 ,sil >0
im (u,v,) || €€ . . fi +00 | +00 | —o0
n—+00 —-o0o ,s8i0 <0 +oo ,sil <0
Limite de I'inverse d’'une suite
On suppose ici que la suite de terme général — est bien définie.
Un
lim u, 0 0+#0) | +oo | —00 0
n—+oo
i 1 1 0 0 +oo , si (uy)est strictement positive a partir d'un certain indice
im — -
n—+oo Yy, 4 —oo |, si (uy)est strictement négative a partir d'un certain indice
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Limite du quotient de deux suites

u
On suppose ici que la suite de terme général — est bien définie.

Un

Pour calculer la limite de la suite de terme général —, il suffit de remarquer que pour tout nombre entier, n, ou elle

Un

. Un 1

est définie : — = u,, x —.
Un

n
Le résultat désiré se déduit alors des considérations sur les limites de somme et d’inverse de suites.

I11.7.4 Limites de suites géométriques

LEMME IIL.7.10

Soit A un réel strictement positif.

(6)) SiA>1alors: lirP A" = +o00.

n
2) Sid<1lalors: lim A" =0.
n—+oo

Démonstration Démontrons (1)

Posons: x =A—1.0Ona: x > 0; donc, d’apres I'inégalité de Bernoulli (voir exercice résolu ?2 page #2), pour tout nombre entier supérieur a 2 :

(1+x)" > 1+ nx; cest-a-dire : A" > n(A—1) + 1.

Or, d’apres le théoreme I11.7.3 : nliT (n(A=1)+1) = +oo; donc par comparaison (théoreme II1.7.6) : nliT A" = +oo.
—+00 —+00

Démontrons (2)

1
Soit A €]0;1[. Posons : ' = X Ona:A >1; donc d’apres (1) : nliT AN = t+o0; d’oti, par passage a l'inverse :
—+00

lim A"=0.0
n—+00

THEOREME II1.7.11

1
lim — = 0 c'est-a-dire :
n—-+oo /M

Soit (1) une suite géométrique de raison g et de premier terme a. La limite de (u,) est donnée par le tableau suivant.

g<-1 ‘|q|<l‘q=1‘1<q‘
a>0 || pasdelimite | a +00o
a=0 0
a<0 || pasdelimite | a —00

Démonstration
lercas:a=0o0ug=1

2¢cas:a>0etqg#1

Le résultat est immédiat car la suite est constante.

si|g|<1 Onavu (§111.7.1.a) qu'il suffit de démontrer que : Limfup -0l =0.
—+00

Or pour tout indice 7: |uy, — 0| = a|q|" ; de plus, d’aprés le lemme 111.7.10 : nliT |g|" =, donc par produit: nliT [unl=0.
— Yoo —+o00

sil<qg Ona: 11111 |un| = +oo or (uy) est une suite a termes positifs, donc : liT Uy = +o00.
n—+00 n—+o0o

sig<s-1 Ona: 11111 |unl=+ocoou lir}rl |unl =1; orles termes u, changent de signe avec la parité de n, donc (1) n’'a pas de limite.
n—+oo n—+00

Jecas:a<0etg %1
O

II1.7.5 Exercices

IIL.7.a. Etudier la limite de la suite (u,,) ,eny+ définie par :

_n-3

= +‘3'

I11.7.b. Etudier la limite de la suite (u,) e+ définie par :
_n*-3

Un= s

I11.7.c. Donner un contre exemple illustrant la remarque
1 succédant au théoreme I11.7.3.

II1.7.d. Donner un exemple de suite divergente et bornée.

I11.7.e. Donner un exemple de suite dont la limite est +oco
et qui n’est pas croissante a partir d'un certain indice.

On déduit les résultats désirés des résultats obtenus au cas précédent en multipliant par —1.

II1.7.f. Donner un exemple de suite non majorée qui ne
diverge pas vers +oo.

I11.7.g. Donner deux suites () ,eN €t (V) neN telles que :
lim u,=+c0 , lim v,=-0c0 et
n—+oo n—+oo
a. lim (u,+v,) =0.
n—+oo
b. lim (u,+ v,) = +oo.
n—+oo
c. lim (u,+v,)=-o0.
n—+oo
d. lim (u,+v,) =m.
n—+oo
e. (u, + vy) n'a pas de limite.
I11.7.h. Donner deux suites (u,) ,eN €t (V5) zeN telles que :
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lim u,=+c0 , lim v,=0 et c. lim (u,v,) =—o0.
n—+oo n—+oo n—+oo
a. lim (u,v;)=0. d. lim (u,v,) =7
n—+oo n—+oo
b. lim (u,v,) = +oco. e. (u,vy) N'apas de limite.
n—+oo

I11.8 Suites monotones bornées

III.8.1 Théoreme de convergence d’'une suite monotone

THEOREME IIL8.1
H (0))] Toute suite croissante et majorée est convergente et sa limite est sa borne supérieure.

(2) Toute suite décroissante et minorée est convergente et sa limite est sa borne inférieure.

Démonstration
1) Soit (4n) n=n, une suite croissante et majorée. La suite (i) est majorée, d’apres le théoreme 111.1.2, il a donc une borne supérieure €.
On veut donc démontrer que (1) converge vers €.
Pour tout entier n = ng, ona: u, <¥¢.
Soit r un réel strictement positif, démontrons qu’a partir d'un certain indice tous les termes de la suite (u,) vérifie: € —r < u, <l+7.
¢ est le plus petit des majorants et : € — r < £; donc £ — r n’est pas un majorant, on en déduit qu’il existe un indice N tel que : £ —r < uy.
Mais la suite (1) est croissante et majorée par ¢, donc pour tout entier n=N:l—r<un<up<l<l+r.
Donc la suite () converge vers £.
On démontre (2) de la méme fagon. O
Ce théoréme s’applique dans le cas d'une suite monotone dont on connait un majorant M (dans le cas ol la suite est
croissante) ou un minorant m (dans le cas ot la suite est décroissante) mais dont on ne sait pas calculer algébrique-
ment la limite.
On obtient ainsi I'existence d'une limite mais on ne connait pas sa valeur. On a toutefois une information partielle sur
lalocalisation de la limite : u,, <S¢ <Moum<{ < uy,.
Nous verrons ultérieurement des méthodes permettant d’exploiter ces informations pour déterminer la limite.

Remarque Dans le théoréme I11.8.1, si la suite n’est monotone qu’a partir d’un certain indice, elle reste encore conver-
gente.

Exercice II1.8.1. On considére la suite (1y) .1\ définie par :

1. Calculer les cinq premiers termes de la suite.
2. Démontrer que la suite (uy,) est décroissante a partir de I'indice 1.

3. Justifier que (uy) est convergente et préciser un intervalle dans le quel se trouve sa limite.

Solution
1.u _—+ =2
"o ol
1 1 1
m=—+—+—=3
1 o 1
1 1 1 1
w=—+—+—+—=3
2! 0' 1! 2!
1 1 1 1 1
Uu3=—+—+—+—+—=—=2,83333
30 11 2! 3!
1 1 1 1 1 1 11
Up =+t —+—=—=2,75
470 1203 4 4
. . 1 1 1 2 n+1 n-—1
2.Soitn unentier telque:n=1.0na: upy1 —Up=—"—+-———— = - =— .
(n+1)! (n+1)! n! Mm+1)! (m+1D! (n+1)!
n—1
Ona:———— <0désquen=1; donc la suite (u,) est donc décroissante a partir de I'indice 1.

(n+1)!
3. Les termes de la suite sont des sommes de nombres positifs, 0 est donc un minorant de la suite. La suite (u,) est
décroissante a partir de I'indice 1 et minorée par 0, elle est donc convergente et sa limite vérifie : 0 < €.
Le plus grand des termes de la suite est u;, c’est-a-dire 3, donc : € < 3, d'ou :

0€0;3].

O

COROLLAIRE II1.8.2 THEOREME DE DIVERGENCE D’UNE SUITE MONOTONE
1) Toute suite croissante et non convergente diverge vers +oco.

(2) Toute suite décroissante et non convergente diverge vers —oco.
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Démonstration

1) Soit (up) n=ny une suite croissante et non convergente.

1l suffit de démontrer que pour tout réel A, les termes de la suite sont tous plus grand que A a partir d'un certain indice.

D’apres le théoreme I11.8.1, si (1) était majorée elle serait convergente, mais ce n’est pas le cas donc elle n’est pas majorée.

Soit A un nombre réel; A n’est pas un majorant de la suite, il existe donc un indice N tel que : uy > A. La suite est croissante, donc pour tout entier
n>N: u,>A. lasuite (uy) diverge donc vers +oo.

On démontre (2) de la méme fagon. O

COROLLAIRE II1.8.3
1) Toute suite croissante et convergente a pour borne supérieure sa limite.

2) Toute suite décroissante et convergente a pour borne inférieure sa limite.

Démonstration
1) Soit (un) n=n, une suite croissante et convergente. D’apres le théoreme I11.7.1 (uy) est bornée et le résultat se déduit alors des théoréemes
111.8.1 et I11.7.2.

On démontre (2) de la méme fagon. O

I11.8.2 Suites adjacentes

DEFINITION IIL.8.1
Deux suites (4p) n=n, €t (V) n=n, sont dites adjacentes lorsqu’elles vérifient les trois propriétés suivantes.

1) L'une est croissante.
2) Lautre est décroissante.
(3) lim (v, —un)=0.

n—+oo

THEOREME II1.8.4
Deux suites adjacentes sont convergentes et ont la méme limite.

Démonstration
Soit (un)n=ny et (vn)n=n, deux suites adjacentes. Quitte a les intervertir on peut supposer que (uy) est croissante et (v,) est décroissante.
Considérons la suite (wy,) définie par : wy,, = v, — uy ; pour tout entier n= ng ona:

Wpt1 = Wn = Wpt1 —Up+1) — (Up —Up) = (l’n+1 -vn)- (un+1 - un);

négatif positif

donc la suite (wy,) est décroissante, de plus elle converge vers 0 donc d’apres le corollaire I11.8.3 la suite (wy,) est positive ; la monotonie des suites
(un) et (vy) nous permet alors d’en déduire que pour tout entier n = ng :

Uny < Up S Up < Upy.

La suite () est croissante et majorée par vy, elle est donc convergente, désignons par £ sa limite.
La suite (v,) est décroissante et minorée par iy, elle est donc convergente, désignons par ¢' sa limite.

Ona: ¢ —¢= lim v,— lim wu,= lim (vn - un) =0; les suites (1) et (v;) convergent donc vers la méme limite. O
n—-+oo n—+00 n—-+oo

I11.8.3 Exercices résolus

Exercice I11.8.2. 1. Etudier le sens de variation de la fonction f : x — 3 — 2 .

2. On consideére la suite (uy) ,c N définie par, ug = 3, et pour tout nombre entieryilaturel, n:upey = f(ugp).

a. Démontrer que tous les termes de la suite (1) sont éléments de I'intervalle [1,3].

b. Etudier le sens de variation de la suite (uy,).
3. Ftudier la convergence de la suite (uy,).
Solution 1.I'ensemble de définition de f est :IR*.
f est une fonction rationnelle, elle est donc dérivable sur son ensemble de définition et sa dérivée est la fonction, f’,
définie par :

)= 2
x2

Un carré est toujours positif, donc : f’ >0 sur R*.

La fonction f est strictement croissante sur]—oo;0[ et sur]0;+ool.

2. a. Raisonnons par récurrence. Pour tout nombre entier naturel, n, désignons par P, la proposition : «1 < u,, <3 ».
On a: ug = 3; donc Py est vraie.
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Soit n un nombre entier naturel pour lequel P, est vraie. Démontrons P41, c’est-a-dire : 1 < uy41 < 3.
D’apreés 1., 1a fonction f est strictement croissante sur ]10;+ool, elle est donc en particulier croissante sur I'intervalle

(1,3].

Or, d’apres ’'hypothése de récurrence : 1 < u, <3;
donc: f(1) < f(uy) < f(3);

c’est-a-dire:1< upy1 <3-— 3 <3.

Nous en déduisons par récurrence que :

‘ tous les termes de la suite (u,) sont éléments de 'intervalle [1, 3]

2 . ;
b. Nous avons : up =3 etu; =3 — 3 ; donc : uy < uy. Ce premier résultat préfigure peut-étre une décroissance.

Raisonnons par récurrence. Pour tout nombre entier naturel, n, désignons par P,, la proposition : «1 < U1 < Up <3 ».

D’aprés le calcul ci-dessus et le résultat obtenu a la question précédente, Py est vraie.

Soit n un nombre entier naturel pour lequel P, est vraie. Démontrons P41, c’est-a-dire : 1 < U471 < Up+42 < 3.
D’apreés 1., 1a fonction f est strictement croissante sur 10;+ool, elle est donc en particulier croissante sur I'intervalle

[1,3].

Or, d’apres 'hypothése de récurrence : 1 < upy) < up <3;donc: f(1) < f(up+1) < f(up) < f(3);

c’est-a-dire:1 < upyo < Ups1 <3-— 3 <3.

Nous en déduisons par récurrence que pour tout nombre entier naturel, n : 1 < u;4+1

< u, < 3; en particulier :

‘ la suite (u;) est décroissante. ‘

3. D’apreés 2.a. et 2.b. la suite u,, est décroissante et minorée par 1 :

‘ La suite (u,) est convergente et sa limite est supérieur ou égale a 1. ‘

I11.8.4 Exercices

II1.8.a. Démontrer que les suites (uy)p=1 €t (Vn)n=1
définies par :

LanZE et Unzl/ln'f'a
sont adjacentes.

II1.8.b. On considere les suites () ;,eN €t (Vi) pen défi-
nies par:

u0=0
Up+1 =

II1.9 Exercices

vo=12
Up+ vy Uy, +2v,

2 3

Un+1 =

IIL.1. 1. Le plan est muni d'un repére orthonormé (0;7, j)
(unité graphique : 2cm). On considere la fonction f: x —
4x—-6
x-1"

a. Préciser I'ensemble de définition, Dy, de la fonction
f-

b. Déterminer deux nombres réels a et b tels que pour
tout élément, x, de D I

1. Démontrer que la suite (w;,) ;e définies par :
Wy = Uy — Uy ; est une suite géométrique.
2. Démontrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

3. a. Démontrer que la suite () ,cv définies par :
tn =2uy, + 3V, ; est une suite constante.

b. En déduire la limite commune des suites (u;,) et (v,).

4. Exprimer explicitement, pour tout entier naturel n, u,
et v, en fonction de n.

c. Etudier les variations de f.

d. Déterminer les points fixes de f.

e. Déterminer |'équation réduite de la tangente a Cgf au
point d’abscisse 3.

f. Tracer cgf'
2. Représenter sur le graphique établi en 1.f. les quatre
premiers termes de la suite (u,) vérifiant, uy = 7, et pour
tout entier naturel nonnul, n: u, = f(u,-1).
Conjecturer la limite éventuelle de la suite (uy,).
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II1.2. Suite de Fibonacci

La suite de Fibonacci est la suite (1) .,y définie par :
up=0; u; =1etpourtout n € N*, Ups1 = Uy + Up—1.

On se propose de déterminer une expression explicite du
terme général de la suite.

1. Donner les dix premiers termes de la suite.

2. (ay) et (by) sont deux suites géométriques de premier
terme : ag = bg = 1. La raison de (a;) est positive et celle
de (by,) est négative. Elles vérifient pour tout n € N* :
n+1=an+ ap-1 €t bys1 = by +by_1.
a. Démontrer que les raisons des suites (a;) et (b,) sont
les solutions de I'’équation :
G =q+1 (E)
b. En déduire les expressions explicites des suites (a)
et (by).
3. Déterminer le couple (o, ) de nombres réels solution
. aag+Pby = u
du systeme : 0+ Pbo = o
aa) + ﬁbl =Uu

4. On considere la suite (v;,) ,ev définie par :

Up =Qay+Pby.

Démontrer que pour tout 7€ N* : vp41 = vy + U1
5. Conclure.

Sujets de Baccalauréat

IT1.3. Les deux questions de cet exercice sont indépen-
dantes.

1. On considere la suite (u,) définie par :
. 1
up =1 et, pour tout nombre entier naturel n, u,4+; = 3 Up+4.

On pose, pour tout nombre entier naturel n, v, = u, —6.

a. Pour tout nombre entier naturel 7, calculer v,,; en
fonction de v;,. Quelle est la nature de la suite (v;) ?

b. Démontrer que pour tout nombre entier naturel n,
1 n
Up = — (5) +6
c. Etudier la convergence de la suite (u,).

2. On considere la suite (w;,) dont les termes vérifient,
pour tout nombre entier n=1:

nwp=Mm+Dw,_1+1 et wy=1.

Le tableau suivant donne les dix premiers termes de cette
suite.

wo wh wy w3 Wy Ws We w7 Wwg Wy
1 3 5 7 9 11 | 13 | 15 | 17 | 19

a. Détailler le calcul permettant d’obtenir wy.

b. Dans cette question toute trace de recherche, méme
incompléte, ou d’initiative méme non fructueuse, sera
prise en compte dans l'évaluation.

Donner la nature de la suite (w;,). Calculer w>gqg.

D’apres France juin 2009
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Chapitre IV

Limites de fonctions, continuité

IV.1 Limite finie (ou réelle)

IV.1.1 Limite d’une fonction en +oco

Dans toute la suite de ce chapitre, lorsqu'une fonction f sera envisagée @f désignera son ensemble de définition
et Cgf sareprésentation graphique.

DEFINITION IV.1.1
Dire qu'un réel [ est limite d'une fonction f en +oo signifie que tout intervalle ouvert contenant [ contient toutes les

valeurs de f(x) dés que x est plus grand qu’un certain réel A.

Remarques
1. Onécritalors: lim f(x)=Iloulimf=1.
X—+00 +00

2. Cette définition signifie que la distance entre f(x) et | est aussi petite qu’on le souhaite dés que x est suffisamment
grand.

3. On définit de méme la limite de f en —oo en remplacant « dés que x est plus grand qu’un certain réel A » par « des
que x est plus petit qu’un certain réel A ».

THEOREME IV.1.1

1 1
Les fonctions f:x— —; g:x— —; h:x—
b x

—kix —=;
x3’ x’

ont pour limite 0 en +oco.

1
Démonstration Soit ]a; b[ un intervalle contenant 0 et A un réel strictement plus grand que %3 etque 1.
Pour tout réel x =A,on a:
1 1

1 1
0 —s<—<s<-<—7,car:0<—<1;
X

X3 X2 x Vx

1 1 1 1
o x> ﬁ ; donc: Vx> 3 (car x — v/x est strictement croissante); d’oil : 7_ < b (car x — — est strictement décroissante sur ]0;+ool) ;
X X

c'est-a-dire: k(x) < b;
o donc finalement: a <0< h(x) < g(x) < f(x) < k(x) <b.
Deés que x est plus grand que A, f(x), g(x), h(x) et k(x) sont dans I'intervalle ]a; b[; donc:

1 1
lim —= lim — lim

= — = lim — =0
X—+00 X Xx—+o00 x2  x—+oo x3 PR Vx
O
. | . 1 . 1
Remarque Deméme: lim —= lim — = lim —=0
X—-00 X X——00 X X——00 X'

Interprétation graphique

IV.1.2 Limite d’une fonction en unréel a

IV.2 Notion de continuité

IV.3 Utilisation de la continuité

IV.3.1 Continuité et bijection

Dans cette partie le repeére (O;7, ) est orthonormé.
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IV.3.1.a Définition

DEFINITION IV.3.1  BIJECTION
Soit f est une fonction et I, ] deux intervalles. On dit que f réalise une bijection de I vers J lorsque les deux conditions

suivantes sont réalisées.
1. Pour tout x élément del: f(x) €]J.

2. Pour tout y élément de J, il existe un unique x élément de I tel que : y = f(x).

Exemple La fonction x — x* réalise une bijection de [0, +oo[ vers [0, +oocl, elle réalise également une bijection de
] —00; 0] vers [0, +oo[, mais elle ne réalise pas de bijection de R vers [0, +ool.

IV.3.1.b Bijection réciproque d’'une fonction continue et strictement monotone

Reprenons les notations du paragraphe précédent.

On appelle bijection réciproque I'application de J vers I, parfois notée f~!, qui a tout élément de J associe son
unique antécédent dans I.

f~! est une bijection.

— Pour tout élément x de I et tout élément ydeJ,ona: y= f(x) & f_1 (y) = x.

Deux bijections réciproques ont des représentations symétriques par rapport a la premiére bissectrice L
Exercice IV.3.1. Démontrer que la fonction f : x — 2x + 1 réalise une bijection de R vers R et déterminer sa bijection réciproque.

Solution L'ensemble de définition de f est R. Soit y un nombre réel, démontrons que y a un et un seul antécédent x

1 1
parfdansIR.y:f(x)©y=2x+1©x=Ey_i,

1 1
2 y- 2 est donc I'unique antécédent de y dans IR ; par conséquent, la fonction f réalise une bijection de R vers R et
1

1
sa bijection réciproque est la fonction f™1: x — 3 x— 3 m|

IV.3.1.c Fonction continue et strictement monotone sur un intervalle fermé

THEOREME IV.3.1 THEOREME DE LA BIJECTION

Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé [a; b]. Si f est strictement croissante (resp. strictement décrois-
sante) sur [a; b] alors f réalise une bijection de [a; b] sur [f(a) ;f(b)] (resp. [f(b) ;f(a)] ) et la bijection réciproque est
également strictement monotone et a le méme sens de variation que f.

Exemples

La fonction sinusnest dérivable et strictement croissante sur

[— > ; 5 ] .L'image de [— > ; 5 ] par cette fonction est I'intervalle [-1; 1].
La fonction sinus réalise donc une bijection de [—g; g] vers [—-1;1]. ]
L
22 ,
X — sinx

S

| = 0. -

A
~

Soit I'application f: [

]

T T
[ [ H

f est une bijection; on désigne par f~! sa bijection réciproque. Sur | | o !

la figure ci-contre, €y et €p-1 désignent les courbes représentatives : I

respectives des fonctions f et 1. On sait que €y et € -1 sont syme-

triques par rapport a la premiere bissectrice A.

[SER]

2. résolution d’équation

Remarque Plus généralement, une fonction f strictement monotone et dérivable sur un intervalle I réalise une bijec-

1. la premiére bissectrice est la droite d’équation y = x
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tion de I vers f (I), mais ce théoréme est hors programme.

Exemple Soit n un entier naturel non nul et f,, la fonction de R* vers R* définie par : f,(x) = x".

La fonction f; est dérivable et strictement croissante sur R*.
Ona: f,(0)=0et lirP [fn(x) = +o0.
X—+00

Donc, f, est une bijection de R* vers R ; elle admet une bijection réciproque de R* vers R*.

— Cette bijection réciproque est appelée fonction racine n-iéme.

1
- Limage de tout nombre réel positif x par la fonction racine n-iéme est notée v/x ou x7.

{ xeR* { yeR*

- Ona: n n

y=Vx x=y

- Ona:VxEIR+,(Q/})n= Vi = x.

— La fonction x — \/x est strictement croissante sur R*.

— Pour tout entier naturel non nul n, on désigne respective-
ment par 6, et €1 les courbes représentatives des fonctions

n

R* — R et RY* — TR* .Lescourbes%,eté. sontsy-
n n n
X — X x - Vx
meétriques par rapport a la premieére bissectrice.

Remarque Plus généralement, on démontrera dans un prochain chapitre, et nd
régles de calculs sur les puissances d’exposants entiers s’étendent aux exposants

4
Exemple Pour x positif, ona : ( %/})4 = (x;) — x5 etx

IV.3.1.d Applications alarésolution d’équations

Le théoréme suivant est une conséquence du théoréme de la bijec-
tion.
THEOREME IV.3.2 flo)

-

Cs

6>

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un__j
intervalle fermé [a;b]. Si f(a) et f(b) sont de signes contraires (
(f(a) x f(b) < 0) alors I'équation f (x) = 0 admet une et une seule so-
lution dans [a; b].

us admettons pour l'instant, que les
rationnéls.
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ChapitreV

Exponentielles et équations différentielles

Lobjectif de ce chapitre est d’'introduire la fonction exponentielle, d’établir les principales propriétés de cette fonc-
tion et les théoremes de résolutions d’équations différentielles.

V.1 Lafonction exponentielle de base e

V.1.1 Propriété fondamentale

Lactivité sur la méthode d’Euler nous conduit a conjecturer et nous admettons momentanément I'existence d’'une
fonction définie et dérivable sur R vérifiant les contraintes suivantes (I’existence d'une telle fonction sera établie § 22).

f'=f e fO=1 (V1)

Nous désignerons par exp cette fonction. Le principal objectif de ce paragraphe est d’établir la propriété fondamental
de la fonction exp (elle transforme les sommes en produit) et de démontrer que la fonction exp est I'unique fonction
dérivable sur R vérifiant (V.1). La fonction exp est une fonction usuelle, elle est disponible dans toutes les calculatrices
scientifiques. Pour tout nombre réel x, lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité, exp(x) peut aussi étre noté : exp x.

Remarque Le nombre e, défini par : e = exp 1 ; est une constante mathématique fondamentale.

Exemple Vérifier a la calculatrice que : exp0 =1 ete=2,7182818---.
THEOREME V.1.1 )

expx’

(2)  Pour tous nombres réels aet b : exp(a+ b) = (exp a) (exp b)

1) Pour tout nombre réel x : exp —x =

Démonstration Soit a € R et b e R. Considérons la fonction f, : x — exp(a+ x) exp(—x). fu est définie et dérivable sur R et sa dérivée vérifie pour
toutxe R : f;(x) =exp(a+ x)exp(—x) —exp(a+x)exp(—x) =0;
donc la fonction f, est constante; or: f,;(0) = expa donc pour tout x € R :

exp(a+x)exp(—x) =expa V.2)

(6))] En particulier pour a = 0, on obtient : exp(x) exp(—x) = 1; donc pour tout réel x : exp(—x) =

exp x
2) Pour x = b dans (V.2), il vient : exp(a + b) exp(—b) = exp a, en multipliant membre par exp b, onpen déduit I'identité désirée. O
Remarques
1. Ce théoreme signifie que exp transforme les sommes en produits.
2. Plus généralement, on démontre par récurrence que pour tous nombres réels a;,---,a, ona:

exp(a) +---+ay) = (expay) x (expaz) x --- x (exp a).

2
3. Soit x € R. On déduit de (1) que : exp x # 0. On déduit de (2) que : exp x = (exp g) ;donc:expx=0.
On en déduit que pour tout réel x : exp x > 0.

COROLLAIRE V.1.2
La fonction exp est I'unique fonction définie et dérivable sur R vérifiant :

f'=f e fO)=1.

Démonstration Soit f une fonction, solution de probleme. Démontrons que : f = exp.
Considérons la fonction g définie par: g = L La fonction g, quotient de deux fonctions dérivables sur IR et dont le dénominateur est toujours
exp

non nul, est dérivable sur R et sa dérivée est définie par :

, exp/xf—f'xexp expxf-—fxexp
g: = =

0.
exp? exp?
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f(0)
exp0

Par conséquent la fonction g est constante sur R. De plus : g(0) = =1; donc pour tout réel x : g(x) =1. D’otil vient: f =exp.O

V.1.2 Sens de variation

La fonction exp est strictement positive sur IR et est sa propre dérivée, on en déduit le théoréme suivant.

THEOREME V.1.3
|| La fonction exp est strictement croissante sur R.

COROLLAIRE V.1.4
Pour tous nombres réels a et b,on a:
1) a<b  équivauta e“< e?;

) as<b équivaut a e?<el;

3) a=>b équivaut a e?=el;

Démonstration Soit a et b deux réels.

1) D’aprés le théoréme V.1.3, ona:a<b = e%< el et b<a =— el<el.
La derniére implication a pour contraposée: a<b <= e%< e’;onadonc:ia<b < e%<el.
2) Dapres(1):b<a < e’ <e® Donc, par contraposée : a<bh <« e’< el
b
o as<b e’<e
3) Onendéduitque:a=b << — e=¢bO
b<a el <e

V.1.3 Autres propriétés algébriques de I'exponentielle

Nous savons que fonction exp transforme les sommes en produits. Dans ce paragraphe nous allons établir les im-
plications algébriques de cette propriété.
THEOREME V.1.5
Pour tous réels a et b, tout entier m, tout entier naturel non nul z et tout nombre rationnel r.

expa
1 —b) =
1) exp(a—b) exph

(2) exp(ma)=exp™a

3) {/expa=exp a
n

4 exp(ra)=exp’ a

Démonstration Soit a et b deux réels, m un entier, n un entier naturel non nul et r un nombre rationnel.
expa

1) exp(a—Db) =expa x exp(—b) = expa x =

expb expb

2) Sim=0oum=1,lapropriété estimmédiate.

P =2 = teedtq)= ... = ma.
our m exp(ma) = exp(a a)=expax---xexpa=exp  a

m termes m facteurs

—-m
Pour m<-1:ona-m=1etdonc:exp(ma) = exp(-m(-a)) =exp "(-a) = ( ) =exp™a.

expa
Sexp &) = 2) = . . —exp

3) Ona.(expn) —exp(nn)—expa,donc. \/expu—expn

(4) TllexistepeZetgeN* telsque:r:B.

Donc : exp(ra) = exp (Sa) = (exp(pu))‘lf = ((exp a]p)‘lf =exp a0
1

Remarque Les propriétés (1) (pourr =1), (3) (pourr € 7Z) et (4) (pour — € N*) sont des cas particuliers de la propriété
r

(5).

Convention
FEtant donné un nombre réel a, on décide d’étendre par continuité la fonction x — exp” a, initialement définie sur
Q. Ainsi, pour tout réel x : exp* a = exp(xa).
En particulier, lorsque a = 1, pour tout réel x : exp x = e*.
Désormais, exp x sera de préférence noté : e*.

V.1.4 Quelques limites

V.1.4.a Limites aux bornes

THEOREME V.1.6
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V.2. La fonction logarithme népérien 59

H lim e* = +oco lim e*=0.
X—+00 X——00

Démonstration La suite (u;) de terme général : u;, = e’ ; est la suite géométrique de raison e (exp est strictement croissante donc : el <el ; c'est-
a-dire: e> 1) et de premier terme 1 (1 >0) donc: 11111 Up = +00.
n—+o00

Soit A€ RR. Il existe un entier naturel N tel que : uy > A ; donc pour tout x >N, ona: e* > eN>aA

Ce qui signifie, par définition, que: lim e* = +oo.
x—-+00

. . 1
Posons: u=-x.0Ona: lim —-x=+ocoet lim — =0;
X——00 u—+oo el

- . 1 S .
donc par composition: lim — =0; c'est-a-dire: lim e*=0.0
x——oc0 e~ X X——00

V.1.4.b Nombre dérivé en 0

La fonction exp est dérivable en 0 et son nombre dérivé en 0 est e’. On en déduit le théoréme suivant.

THEOREME V.1.7
oe¥-1
lim =1.
x—0 X

V.1.4.c Croissance comparée de x et exp

Le théoréme suivant signifie que e* tend plus vite que x vers +oo quand x tend vers +oo et que e* tend plus vite
vers 0 que x vers —oo quand x tend vers —oo.
THEOREME V.1.8 .

lim — =+oc0 lim xe*=0.
X—+00 X X——00

2
X
Démonstration Introduisons la fonction f: x — e* — > ; f est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction f’: x — e* —x; f’ est dérivable sur R et

sa dérivée est la fonction f”: x— e¥ —1.

La fonction exp est croissante sur R, donc pour tout réel positif x, ona: e’ =el ; Cest-a-dire: e = 1.
La fonction f” est donc positive sur [0; +oo[ on en déduit que la fonction f” est croissante sur [0; +ool.
Donc pour tout réel positif x : f’ (x) = f’(O) ; C'est-a-dire : f’(x) >1.

La fonction f est donc positive sur [0; +oo[ on en déduit que la fonction f est croissante sur [0; +ool.

2 2 x2

x
X X e x
Donc pour tout réel strictement positif x : f(x) = f(0); c’est-a-dire: e* — > =>1;dou:e’ = > +1= > puis: — = > (car x> 0).
x

X
. X . . e
Onsaitque: lim — =+4o00;donc par comparaison: lim — =+oo
X—+00 2 X

X—+00
: x —u u
Posons u =—x.Ilvient: xe* =—ue™ " = -
€
u
Ona: lim —x=+ooetparquotient lim —— =0;donc par composition: lim xe*=0.0
X——00 u—+oo el X——00
X
Exercice V.1.1.  Etudier Ia limite en +oo de x — —
x
. 3 * e x e* 1
Solution Pour tout réel x>0 : = =—x T
x+1 x x+1 X 1+ T
.1 . 1 , X
Ona: lim —=0etlim——=1;donc: lim ——=1;
X—+00 X u—01+u x—+oo x+1
ex X
deplus: lim — =+o00; donc par produit: lim =+o00.0
x—+00 X x—+oo x+ 1

V.2 Lafonction logarithme népérien

V.2.1 Introduction

La fonction exp est continue et strictement croissante sur IR ; de plus: lim e* =0et lirP e’ = +o0;
X——00 X—+00
donc exp est une bijection de R vers ]0; +ool.

DEFINITION V.2.1
|| La fonction logarithme népérien’, notée In, est la bijection réciproque de la fonction exp.

Sur la figure V.1 sont tracées les courbes C@Xp et 61, d’équations respectives : y = e* et y = Inx; ainsi que la tangente

1. John NEPER, baron de Merchiston, mathématicien écossais 1550-1617
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60 V. Exponentielles et équations différentielles

Dy é%xp en ] (cette droite passant par J(0;1) et ayant pour coefficient directeur e® = 1, a pour équation : y = x+ 1) et
la tangente Dy écﬁn au point I(1;0).

Dy

Dy

FIGURE V.1 — Courbes d’équations y=e* et y=Inx

Remarque La définition V.2.1 et 'analyse de la figure V.1 aménent les propriétés suivantes qui seront éventuellement
confirmées par des théorémes ultérieures.

1. Lafonction In est une bijection de ]0;+oo[ dans R.

2. Pourtout x€]0;+oo[ ettoutye R : y=lnx < x=¢e’.

En particulier : e =e¥ = x etIn (e”) =Inx = y.

3. Lafonction In est continue et dérivable sur]0;+oo|;

En effet, la fonction exp est dérivable sur R et sa dérivée ne s’annule pas sur R, donc %exp présente en chacun de ses points
une tangente sécante a Ox et a Oy. La réflexion d’axe A est isométrie, elle conserve donc le contact; on en déduit
qu’en chacun de ses points la courbe 6}, présente une tangente sécante a Oy (et 4 Ox).

4. Pour tous réels a et b strictement positifs : In(a x b) =Ilna+Inb.

En effet exp transforme les sommes en produits donc In transforme les produits en sommes.

5. Plus généralement pour tous réels xi, ..., X, strictement positifs :

In(x; % -++ x x,) =In(xy) +--- +1In(x;,).

6. limlnx=-ococet lim Inx=+oo.
x—0 X—+00

La fonction In est strictement croissante sur ]0; +ool;
8. Pour tous réels a et b strictement positifs :

N

a=b <= Ina=Inb
a<b <= Ina<lnb

as<sb <= Ina<lnb

On déduit de méme du théoréme et de la convention énoncés au paragraphe V.1.3 le théoréme suivant.

THEOREME V.2.1
Pour tous réels a et b strictement positifs et tout nombre rationnel r.

€)) ln(%):lna—lnb.

()] In(a") =rlna.

Remarques

1
1. En particulier, lorsquer = -1 :In— =—-Ina.
a
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2. Ondéduitde (2) que: a’ = exp(In(a”)) = e'na

V.2.2 Dérivabilité

Le théoreme suivant exprime que la fonction In est dérivable en 1 et que son nombre dérivé en 1 et 1.

THEOREME V.2.2

. Inx . In(1+h)
lim——=1 et lim——=1
x—1x-—1 h—0 h

Démonstration D’apreés le résultat obtenu dans l'exercice VIIL6.1., pour, x = y et x = —y, on a pour tout réel, y: e’ = y+lete Y = —y+1.Onen
déduit que pour y € R,

1-—<y<el-1
eV yse
En posant, x = e’ (on adonc y = Inx), on en déduit que pour tout nombre réel, x, strictement positif, 1 — — <Inx < x—1, c’est-a-dire :
x-1

En divisant membre a membre par, x — 1, dont le signe est déterminé par la position de x par rapport a 1, on en déduit que :

. 1_ Inx
— six<lalors: —=>——=>1;
x x-1
X 1 Inx
- six>1lalors: —< ——x<1
x x-1
R - 1 . . . Inx . Inx . . Inx
Par continuité de la fonction inverse, lim — = 1, donc par comparaison des limites : lim —— = lim —— =1; c’est-a-dire: lim —— =1.
x—1x x—1x-1 x—1x-1 x—1x-1
x<1 x>1
Inx In(h+1 In(l+h
Posons: h=x-1.0Onadonc:x=h+1; i % et }llin%)(h+ 1) = 1. Par composition des limites, on en déduit que : fllimo % =10
xX— — —

Remarque Ce théoréme se lit sur la figure V1, il exprime que la tangente 4 %1, en I, Dy, a pour coefficient directeur 1.

THEOREME V.2.3 )
La fonction In est dérivable sur ]0; +oo| et sa dérivée est la fonction x— —.
X

Démonstration Soit, a, un nombre réel strictement positif. Déterminons le nombre dérivé de In en a. Désignons, pour tout nombre réel x stricte-
Inx-Ina In %
T x—a _ alX_-1)
x—a a(%-1)
X

1
a _ . . T _ 2t
Fre 1. Pulsparquotlentpara.}%ex =

ment positif et distinct de a, par 0 le taux de variationdeIlnet aet x. Ona: 0y =

x—1X—
a
Ainsi la fonction est continue et dérivable en a et son nombre dérivé en a est 1. On en déduit le théoreme. O
Remarques
1. On pouvait aller plus vite en utilisant la dérivabilité de In. En dérivant membre a membre l'identité, el = x, il

X .X . Inx .. .
Posons: u=—.0na: lim — =1et lim —— =1; donc par composition : lim
a x—aaq 1 1 x—a

Inx

1
vient : (Inx)' e™* = 1. D’oi1'on tire : (Inx)' = —.

X
2. Ladérivabilité deln sur]0; +ool établit la continuité de In sur ce méme intervalle.

V.2.3 Dérivéedelnu

THEOREME V.2.4

Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I.
!

. , . Py 2, u
La fonction In u est dérivable sur I et sa dérivée est : —.
u

2x
x2+1°

Exemple La dérivée sur R de— In (x2 +1) est x —
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V.2.4 Logarithme népérien et calcul intégral

THEOREME V.2.5
Pour tout nombre réel strictement positif, x :

xdt
lnx:f —.
1t

THEOREME V.2.6

Soit © une fonction contintiment dérivable sur un intervalle I.
!

. u c .
La fonction — a pour primitive sur I: In|u|.
u

V.3 Des exponentielles et des logarithmes

V.3.1 Notation a” ,pour a, bréelset a >0

DEFINITION V.3.1

|| Pour tout nombre réel a > 0 et tout nombre réel b, on note a” le nombre e’

Remarques
1. On en déduit que :In (ab) =In (eb]““) =blna.
2. Cette définition est en accord avec les précédentes définitions de ab lorsque a > 0.

Exemple Vérifier a la calculatrice que : 1t V2o gV2inm

THEOREME V.3.1
Pour tous nombres réels a > 0 et @’ > 0 et tous nombres réels bet b’ :
@ 1t=1;
/ / ﬂb / / /

@ abal = gh+v 4 alt . (gt = ghv'

ab

a a\b

@ (ad)=ala?; = (—) .

alb a,

DémonstrationSoit a, a’, b, b’ quatre réels tels que: a>0eta’ >0;ona:

(1) Ona:1P=etMl=gl=;
! ! / !
@ Ona:ahuh :ehlnaeb lna:e(hﬁ-b)lna:ahﬁ-b.

On démontre de méme les autres identités. O

V.3.2 Fonctions exponentielles de base a (avec a > 0)

V.3.2.a Définition

DEFINITIONS V.3.2
1) Une fonction exponentielle est une fonction continue f de R vers R** qui vérifie pour tous réels x et x’ :

flx+x) = fx) x f(x). (V.3)

2 Le nombre strictement positif, f(1), est appelé base de I'exponentielle.

Exemple La fonction exp est une exponentielle de base e.

THEOREME V.3.2
Soit a un nombre réel (avec a > 0). Il existe une unique fonction exponentielle de base a.

Démonstration
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Existence

Considérons la fonction f,; définie sur R par:
falx) = exlna.
La fonction exp est strictement positive, donc pour tout x € R : f(x) >0.0na: f5(1) = e =g,

! !
de plus pour tous réels x et x' : fy(x+x') = e¥+¥)INa _ gxInagxina _ ¢ )¢ (x'y Donc f, est une fonction exponentielle de base a.
Unicité

Soit f une fonction exponentielle de base a. Démontrons que f = fj.
Pour x = x' = 0 dans V.3, on obtient : fo)= f2(0) ;or: f(0)#0 (car f(0) >0); donc: f(0) =1.

1
Pour x = —x'dans V.3, on obtient : f(x)f(~x) = 1; donc, pour tout x€ R : f(~x) = m

On en déduit comme dans le théoréme V.1.5 que pour tout re Q : f(r) = f(rx1) = fT (1) =a’.
Introduisons la fonction g définie sur R par: g(x) = f(x) — fa(x).

g est la différence de fonctions continues sur R, donc g est continue sur R.

De plus, pour tout nombre rationnel r,ona: g(r) =a’ — e'ma_ o4 —o.

Soit x un nombre irrationnel et (1,,) N 2 une suite de nombres rationnels qui converge vers x. Par continuité de g : nEIng(un) = g(x) ; mais pour
tout entier naturel n : g(uy) =0; donc: nlj»I}rloog(un) =0;d’oli: g(x) = 0. On en déduit que g est nulle sur R puis que: f = f;. O

Remarques

1. La fonction exponentielle de base a est donc la fonction : x — a®.

2. Les deux exponentielles les plus utilisées sont x — e* et x— 10*,

V.3.2.b Sens de variation

Lexponentielle de base 1 est la fonction constante x — 1. On considérera désormais des exponentielles de base
a avec a # 1. Lexponentielle de base a est la composée de la fonction linéaire x — x1ln a par la fonction exp. On sait
que la fonction exp est strictement croissante sur R, donc '’exponentielle de base a a le méme sens de variation que
la fonction linéaire x — xIn a.

Poura>1 Ona:lna>Inl; donc la fonction x — xlna est strictement croissante sur R et x — a* aussi. Posons :
u=xlna;ona: lim xlna=+ocoet lim e"= +oo; donc par composition: lim a* = +oo.
X—+00 u—+o0o X—+00

Ona: lim xlna=-ocoet lim e“=0;donc par composition: lim a*=0.
X——00 u——00 X——00

PourO<a<1 Ona:lna<Inl; donc la fonction x — xIn a est strictement décroissante sur R et x — a”* aussi. Po-

sons:u=xlna;ona: lim xlna=-ocoet lim e*=0;donc par composition: lim a*=0.
X—+ U——00 X—+00
Ona: lim xlna=+ocoet lirP e" = +o0; donc par composition: lim a* = +oco.
X——00 Uu—+0o X——

On en déduit les tableaux de variations suivants.

X —00 0 1 +00 X —00 0 1 +00
+0o0 +00.
— —~—
a 1
a* 1— a* ~
o— I
TABLE V.1 —aveca>1 TABLEV.2—avecO<a<l1

V.3.3 Fonctions logarithmes de base a (aveca >0eta # 1)

On sait que si @ > 0 et a # 1, I'exponentielle de base a est strictement monotone et transforme IR en R**, on en
déduit alors que I'exponentielle de base a est un bijection de R sur R**.

DEFINITION V.3.3
H Soit @ un nombre réel (avec a >0 et a # 1).

La fonction logarithme de base a est la bijection réciproque de la fonction exponentielle de base a.

Notations et vocabulaire

1. Lafonction logarithme de base a est notée log,,.

2. Lafonctionlog, est également notée In ou parfois Log.

3. Lafonctionlog,,, appelée logarithme décimal est également notée log.

Ainsi, pour tout entier relatif 7 : log 10" = n.

2. 1l suffit de prendre la suite définie par: u, = [x x 10" x 107" o1 x — [x] désigne la fonction partie entiére.
En effet, pour tout entier naturel 72: [xx 10”] < xx 10" < [xx 10"]+1; d’ol1: 0 < xx 10" —[x x 10""] < 1; puis par produit par 10~" (qui est strictement
positif) : 0 < x — 1, < 107", On sait que : nlir}fn 10~ = 0; donc par comparaison : nlir}fn Up = X.
—+00 —+00
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€:y=log,x
Ary=x Ary=x
J
€ :y=a* af o\ C:y=a*
o/ | \i
a
a>1
O<ax<l

1
FIGURE V.2 — Courbes d’équations y = a* et y =log, x avec a = 2 puis a = >

C’est tout l'intérét de cette fonction log trés utilisée en physique. c’est-a-dire Si x a pour écriture scientifique x =

d x 10" ou d est un nombre décimal compris entre 1 et 10 et 1 € Z, alors :
log x =log(d x 10") =logd +1og10" = n+logd.

1 <d <10 implique que 0 < logd < 1. Donc, n est la partie entiere de log x et logd sa partie fractionnaire. Le nombre

n est appelé caractéristique de log x, logd est appelé mantisse de log x.

Exemples

1. logl50=2,176---.

On a :10g150 =1og(10® x 1,5) =2 +log(1,5) =2,176---.

La caractéristique delog150 est 2 et sa mantisse est0,176---.

2. On aimerait savoir combien il y a de chiffres dans 13?8,

Ona :log(13128) =128log13 = 142,584 -- ; donc 13?8 est constitué de 143 chiffres.

Remarque Pour tout xe R** ettout ye R,ona: y=log,x < x=a’.
THEOREME V.3.3
Soit a un nombre réel (avec a>0et a# 1).
Inx
Pour tout réel x strictement positif : log,x= g
na

Inx
Démonstration Posons: y =log,x;onadonc: x=a’ = e’ dott: Inx = ylna;puis: y= na’
na

Exemple Calculer :1og, 65536 ; 10g1000000 ; log; 729 et log, 343.

V.4 Equations différentielles

V.4.1 Introduction

x* 18

Considérons les fonctions f: x— e**; g: x—sinwxavecow e R* et P:x— 1+ x+ — + — +

2 6
— Calculer la dérivée de f et démontrer que pour tout réel x, ona: f "x) =2 f(x)=0.
— Calculer la dérivée secondeg” de g et démontrer que pour tout réel x, ona:
g'(x) +w?g(x)=0.
4

X
— Calculer la dérivée de P et démontrer que pour tout réel x, ona: P’'(x) —P(x) = — 2

OnasurR: f'—2f =0.ondit que f est une solution de I'équation différentielle : y' —2y = 0.
De méme g est solution de I'équation différentielle : y” +9y =0.

4
P est solution de I'équation différentielle : y' — y = —;—4.

x4

24"
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Notations et vocabulaire

1. Une équation différentielle est une relation entre une fonction inconnue et ses dérivées successives.

La fonction inconnue est souvent notée y et ses dérivées successives y', y”, ...

Le plus souvent, la variable sera notée x ou t.

2. L'ordre d’une équation différentielle est le plus grand ordre de dérivée intervenant dans cette équation. Par exemple :
5y" —4y' — y = 0; est une équation différentielle d’ordre 2.

3. Une solution sur un intervalle ouvert I d’'une équation différentielle est une fonction vérifiant I'équation sur I'in-
tervalle. Par exemple, exp est une solution sur R de I'équation différentielle : 5y" — 4y’ — y = 0.

4. Résoudre ou intégrer une équation différentielle sur un intervalle ouvert I c’est déterminer I'ensemble des solu-
tions sur I de cet intervalle.

5. Une courbe intégrale d’'une équation différentielle est la courbe représentative d'une solution.

V.4.2 FEquationsdutypey —ay=0

Soit @ un nombre réel. On se propose de résoudre, dans I'ensemble des fonctions dérivables sur IR, I'équation :

Y -ay=0 (V4)
A toute fonction y dérivable sur R, on associe la fonction z dérivable sur IR, définie par : z(x) = y(x) e”**.
Onadonc: y(x)=z(x)e" et y'(x)=(z'(x)+az(x)e™.
On en déduit que, pour tout nombre réel x : (' — ay)(x) = 2’ (x) e®*.
Par conséquent y est solution de (V.4) si et seulement si Z' est la fonction nulle sur R, c’est-a-dire si et seulement si z
est une fonction constante. On en déduit le théoreme suivant.

THEOREME V4.1
Soit a un nombre réel. Les solutions sur R de I'équation différentielle :

¥y —ay=0

sont les fonctions de la forme,
x— ke

ol k est un nombre réel.

Exemple Les solutions sur R de I'équation différentielle : ' —2y = 0 ; sont les fonctions de la forme : x — ke** ot1 k est
un nombre réel. Les fonctions x — ezx, x— —e>*, x— 5e** et x — 0 sont donc des solutions sur R..

THEOREME V.4.2
H Soit a un nombre réel et (xp, yo) un couple de nombres réels.

Il existe une et une seule solution f sur R de I'équation différentielle : y' — ay = 0; vérifiant : f(x) = yo.

DémonstrationLes solutions de I'équation sont les fonctions f} : x — ke** avec k € R.

4% = yy = k=yge .

Jr(x0) =yo = ke
La seule solution vérifiant la condition supplémentaire est donc : x — ype**~%0) 0
Exercice V.4.1. 1. Résoudresur R.: y' = 3y.

2. Déterminer la solution dont la courbe intégrale passe par le point A(—2;—4)

Solution 1. Les solutions de I'équation différentielle sont les fonctions de la forme : x — ke3* avec k € R.

2. La solution dont la courbe intégrale passe par le point A(-2;—4) est donc la fonction : x — —4e3**2 o

Interprétation géométrique

Le théoreme V.4.2 signifie que les courbes intégrales de I'équation forment une partition % du plan : par tout point
A(xp, o), il passe une courbe intégrale et une seule (cf. figure V.3). Les solutions de'équation : y' = y;sontles fonctions
x— ke*oukelR.

3. Une partition d’'un ensemble E est une famille de sous ensembles non vides de E, deux a deux disjoints, dont 'union est E
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FIGURE V.3 — Courbes intégrales de I'équation : y' = y

V.4.3 Equationsdutypey —ay=»b

Soit a et b deux nombres réels. On se propose de résoudre, dans I'’ensemble des fonctions dérivables sur R, 'équa-
tion :
Yy —ay=»b (V.5)

Remarques

1. Cette équation sera équation sera appelée « équation différentielle linéaire du premier ordre avec second membre »
alors que I'équation : y — ax = 0; sera appelée « équation sans second membre » associée a cette équation.

2. Lorque a =0, les solutions de (V.5) sont les fonctions de la forme x — bx + k avec k € R.

b
3. Lorque a# 0, la fonction constante y = —— est une solution particuliére de (V.5)
a

THEOREME V.4.3
Soit a et b deux nombres réels avec a # 0. Les solutions sur R de I'équation différentielle :

y—ay=hb

sont les fonctions de la forme,

X — ke‘”—ﬁ
a

ol k est un nombre réel.

£ . b b /S ARSTNN
Démonstration Posons z=y+ —.0Onadonc: y=z——ety =z ;dou:
a a

b
y-ay=b = z’—a(z—;]:b — Z-az=0

D’apreés le théoréme V.4.1, les solutions de la derniére équation sont de la forme z : x — ke®* avec k € R, nous en déduisons que les solutions de

b
(V.5) sont les fonctions de la forme y: x — ke®* —— avec ke RO
a

Remarque On peut retenir ce théoreme sous la forme suivante : La solution générale de I'équation avec second
membre est la somme de la solution générale de I'équation sans second membre et d’une solution particuliere.
On retrouve cette formulation arithmétique avec les équation diophantiennes du type : ax+ by = c.
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V.4. Equations différentielles 67

5
Exemple Les solutions sur R de I'équation différentielle : y' — 2y = 5; sont les fonctions de la forme : x — ke®* —= oi1

. 5 5 5 5 .
k est un nombre réel. Les fonctions x — e** — > x— —e2¥ - > x—5e%* — 3 etx— — 3 sont donc des solutions sur R.

THEOREME V.4.4
H Soit a et b deux nombres réels avec a # 0 et (xp, o) un couple de nombres réels.

Il existe une et une seule solution f sur R de I'équation différentielle : y' — ay = b; vérifiant : f(xo) = yo.

b
DémonstrationLes solutions de I'équation sont les fonctions f} : x — ke®* — = avec k€ R.
a

axo_é

b
=y =k= (y0+—)e_ax0.
a a

Ji(x0) =yo = ke

b _ b
La seule solution vérifiant la condition supplémentaire est donc : x — (yo + —) e@—%0) _Z
a a

Remarque Lorsque a = 0 I'unique courbe intégrale de y' — ay = b passant par A(xo;yo) est la droite d’équation
¥ =b(x—x0) + yo.

Exercice V.4.2. 1. Résoudre sur R. Péquation y' =3y - 7.

2. Détermininer la solution, f, vérifiant f(2) =5.

Solution 1. On remarque que y = 3 est une solution paticuliére, les solutions de I'équation sont donc les fonctions :

7
x»—»ke3x+§aveck€IR.
6 7 8 ¢
2.0na:f(2)=5 < ke +§=5 — k==-e".

8 7
On en déduit que f est la fonction : x — 3 e32) +§. |

V.4.3.a Temps caractéristique

En physique on utilise parfois le temps caractéristique lorsqu’on est confronté a la solution d’'une équation de la
forme y' = ay + b avec a < 0 vérifiant y(0) = 0.

b b
La solution générale de 'équation est : t — ke®’ —— et la solution particuliere vérifie k = —. On en déduit qu'a chaque
a a

. b
instant: y(1) = —— (1—e®).
a
Le temps caractéristique (ou constante de temps en électricité) est I'abscisse du point d’intersection de 'asymptote
et de la tangente a I'origine a la courbe représentative de la fonction y.

by

a

b
~—x0,63 -——F-
a

|
|
|
|
|
|
|
|
- |
|
]
T

FIGURE V.4 — Courbe de y, asymptote et tangente a I'origine.

Remarques
1. y(0)=0ety'(0) = b donc I'équation réduite de la tangente, T, a la courbe représentative de y, a I'origine est y = bx.

2010-2011 série S



68 V. Exponentielles et équations différentielles
. b o b :
2. Ona:a<0;donc thrn y(t) = ——;la droite D d’équation, y = ——, est asymptote a la courbe en +oo.
—+00 a a
b
3. le temps caractéristique 1 est I'abscisse du point d’intersection de T et D, donc la solution de I'équation bx = ——
a
_ 1
soittT=——.
a
Interprétation

b

- Ona:y(t)=-—(1-exp-1);or:1—exp—1=0,63---
a
limite. b

- Ona:y(51)=——(1-exp-5);0r:1-exp—5=10,99--
a

limite.

V.4.4 Exercices

V.4.a. Résoudre sur IR les équations différentielles sui-
vantes.

ay=y.

b.y =-y.

c.y =-3y.

d. cos(g)y' = cos(%)y.

V.4.b. Déterminer la solution sur R vérifiant la condition
initiale.
a.y' =2yety0)=1.

b.y =-yety@3) =1.

; ainsi a 'instant 71, la quantité y a atteint 63% de sa valeur

; ainsi al'instant 1, la quantité y a atteint 99% de sa valeur

c.y -3y=0ety4) =e.

V.4.c. 1. Résoudre sur R 'équation différentielle : y" =
/

3y.
2. Déterminer la solution vérifiant : y(0) = 0 et ' (0) = 3.
V.4.d. Une population de microbes se développe dans une
culture suivant une loi ou a chaque instant le taux d’ac-
croissement est proportionnel a 'effectif. Sachant qu’au
bout d'une heure il y a 10* microbes et que deux heures
plus tard il y en 4 x 10%, quelle est I'effectif initial de cette
culture?
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Chapitre VI
Dérivabilité

V1.1 Fonctions dérivables

VI.1.1 Nombre dérivé, fonction dérivée

La notion de dérivée a été vue en classe de Premiére.

THEOREME VI.1.1 NOMBRE DERIVE
Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a un point de I. Les quatre conditions suivantes sont équivalentes

elles expriment que le réel f’(a) est le nombre dérivé de f en a.
lim fla+h)-f(a)
h—0 h
2 lim LD T@ _ priyy,

x—a x-—a
3. Pour tout réel & tel que a+ h soit dans1:

fla+h) = f(a)+ f'(@h+ he (h) avec }lirr(l)(p(h) =0;

1. =fl(a);

4. Pour tout élément xdel:
fx)=f(@+f(a)(x—a)+(x—a)d(x) avec i%¢(x) =0.

Vocabulaire et notations
— Lorsque f admet un nombre dérivé en a, on dit que f est dérivableen a;
— Le nombre dérivé en a est noté [’ (a);
- Lorsque f est dérivable en tout point d'un intervalle I (I D), on dit que f est dérivable sur I.
- Lafonction x — f’(x) est appelée fonction dérivée de la fonction f.

Interprétation graphique Cr

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a un point de I. Dire

que f est dérivable en a signifie que € admet au point A(a; f (@) @ |
une tangente (ou une demi-tangente lorsque a est une borne de D ) - |
non parallele a I'axe des ordonnées. Cette tangente a pour équation : ) :
=f'a)(x-a)+f(a '
y=f(@x-a+f(a “oli a

2:y=fla)(x—a)+ f(a)

Exemple La fonction f : x — x° est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction f': x — 2x. En particulier, f est déri-
vable en 3, la courbe %f admet donc au point d’abscisse 3 une tangente 9 . De plus : f (3) =9 et f’ 3)=6;2 adonc
pour équation : y =6(x—3)+9; c’est-a-dire: y =6x—9

Remarque Lorsque : }lirr(l) W = M

h
h<0 h>0
tion f n'est pas dérivable en a, mais [; est le nombre dérivé a gauche en a et I, est le nombre dérivé a droite en a; la

courbe € présente alors au point d’abscisse a une demi-tangente a droite et une demi-tangente a gauche.

L et }lirn =1, ;ou ] etl, sont deuxréels distincts, la fonc-
—0
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70 VI. Dérivabilité

VI.1.2 Dérivabilité des fonctions usuelles

Toute fonction polynéme est dérivable sur R.

— Toute fonction rationnelle est dérivable sur tout intervalle inclus dans son ensemble de définition.
La fonction x — +/x est dérivable sur ]0; +oo[. (Elle n’est pas dérivable en 0)

Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur R.

La fonction tangente est dérivable sur tout intervalle ou elle est définie.

VI.1.3 Principaux résultats

r f Ensemble de
dérivabilité f f!
x—k 0 | ool u+v U+
X— — 00, +00
(keR) ’ ku ku'
X— X x—1 ] — 00, +00] uv uv+uv
1 1 1 U’
X— — X— —— —00;0[ ou ]0; +00 - -
P 2 ] ;0[ ou ]0; [ » 2
x— x" e ] R* si n<0 u uv—ur
(neZ™) R si n>0 v v?
T n * 7o n—1
x— x X— —— 10; +o0| u (ne?’) nuu
2% u’
x— sinx X — COSX ] —o0; +ool Vu 21U
X+— COSX Xx— —sinx ] — 00; +00][ u’
2 TT Inu —
x—tanx | x— l+tan“x R\{E+kn,k€Z} u
u [N7]
x—e* x—e* R e u,e
T x— ulax+b) | x—au (ax+Db)
x—Inx X— — 10; +ool TABLE VI.2 — Dérivées et opérations sur les fonctions

X
TABLE VI.1 — Dérivées des fonctions élémentaires

VI.2 Dérivation d’'une fonction composée

VI.2.1 Théoréme de dérivation d’'une fonction composée

THEOREME VI.2.1
H Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I et f une fonction dérivable sur un intervalle J contenant f(I). La

fonction f o u est dérivable surTetona: (fou) = u' x (f'ou).

Cette démonstration est hors programme, elle n’est donnée ici qu’a titre indicatif.
Démonstration Soit a un élément de I. Démontrons que f o u est dérivable en a et que le nombre dérivé de fouen a est: u (a) x f’ (u(a)).
— uestdérivable en a, donc pour tout réel h tel que a+ h appartienneal,ona:
u@a+h)=u(@+u (@h+ h (h), avec }liIIBLp(h) =0.
— festdérivable en u(a), donc pour tout réel ¢ tel que u(a) + ¢ appartienneaJ,ona:
fu@+1)=f(ula) +f’ (u(a) t+tdp (1), avec }in})qxt) =0.

— En particulier, lorsque a+ h €1, pour ¢ = u' (@) h+ ho (h); on obtient :
fwla+h)=fw@)+f w@) v @h+hem]+[u (@h+heW)]d(U (@h+heh);
c'est-a-dire :
fua+m)=fw@)+u @ f w@)h+h|f @@ eh)+[u @+ (@ h+heh)].

e(h)
Posons: () = f' (@)@ (h) +[u (@) + ¢ (h)] ([)(u' (@) h+ hy (h)).
— Pour tout réel h tel que a+ h appartienneal,ona: f(u(a+h)) = f(u(a))+ u' (@) f’ (u(a)) h+ he (h), avec Pllimoe (h) = 0. Cette derniere égalité

signifie que f o u est dérivable en a et que le nombre dérivé de fouen a est: U (a) x f’ (u(a));

O
- 1
Exemple Etudier la dérivabilité de la fonction g:chos( I )
-x

1
On considere les fonctions u: x — T~ etf:x—cosx;ona:g=fou.
La fonction u est dérivable sur] —oo; 1] et u (]—oo; 1]) = ]0; +00] ; Ia fonction f est dérivable sur R, qui contient ]0; +oo].
Donc, g est dérivable sur] —oo;1[. On démontre de méme que f est dérivable sur]1; +ool.

1 1
Pour tout x élément deIR\ {1}, on adonc: g’ (x) = u' (x) x f' [u(x)] = -— sin(—).
(1-x) 1-x
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VI.2. Dérivation d’'une fonction composée 71

Remarque Soit g une fonction dont’ensemble de définition est une réunion d’intervalles tous non réduits a un point.
Si g est la composée de deux fonctions dérivables sur leur ensemble de définition, alors g est dérivable sur son en-
semble de définition.

VI.2.2 Dérivée de la fonction /u

THEOREME VI.2.2
Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I.

u' (x
La fonction g: x — \/u(x) est dérivable sur I et sa dérivé est la fonction g' X 4
2vVu(x)

Démonstration La fonction u est dérivable sur I et u (I) € ]0; +o0] car u est strictement positive sur I. De plus, la fonction x — V/x est dérivable sur
10; +o0[ et sa dérivée est la fonction x — F D’apres le théoreme de dérivation d’'une fonction composée g est dérivable sur I et sa dérivée est la
X
1

2V u(x) ’
Exemple Exercice VI.2.1.  Déterminer la dérivée dela fonctiong : x — V' x2 + 1.

s gz . . 2 . L . Lo . .. .
Considérons la fonction u: x — x“+1;ona: g = Vu. La fonction u est dérivable et strictement positive sur R,;

/

u' (x) 2x

2Vu® 2Vx2+1

fonction x — u' (x) O

donc g est dérivable sur R.. Pour tout réel x, on a: g’ (x) = . On en déduit que g’ est la fonction

X

vVx +1'

X —

VI.2.3 Dérivée de la fonction u” (n € Z)

1ercasn>1

THEOREME VI.2.3
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I et # un entier naturel non nul.

La fonction g: x — u” (x) est dérivable sur I et sa dérivé est la fonction :
gix—nxu (x)xu"(x).

Démonstration La fonction u est dérivable sur I. De plus, la fonction x — x" est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction x — nx" L, D’apresle
théoréeme de dérivation d'une fonction composée g est dérivable sur I et sa dérivée est la fonction x — U () xnxu(x).0

Exemple Exercice VI.2.2.  Déterminer la dérivée de la fonction f : x — sin® x

La fonction sin est dérivable sur IR et sa dérivée est la fonction cos, donc la fonction f est dérivable sur R et sa dérivée
est la fonction f': x — 6cos xsin° x.

2¢casn<0

THEOREME VI.2.4
Soit 1 une fonction dérivable sur un intervalle I, ne s’annulant pas sur I, et 7 un entier (n < 0). La fonction g : x — u" (x)

est dérivable sur I et sa dérivée est la fonction
gix—nxu (x)xu"(x).

1
1l suffit d’appliquer le théoreme précédent a la fonction v = —.
u
Exemple Exercice VI.2.3.  Déterminer la dérivée de la fonction f : x — W
x“+1

La fonction x — x> + 1 est dérivable sur R, ne s’anulle pas sur R et sa dérivée est la fonction x — 2x, donc la fonction

2x
f est dérivable sur R et sa dérivée est Ia fonction [’ : x — —GW.
x+1

Remarque Comme précédemment, les régles de calculs sur les puissances d’exposants entiers s’étendent aux expo-
sants rationnels. Nous admettons momentanément le théoreme suivant.
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THEOREME VI.2.5

Soit r un nombre rationnel non nul, # une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I.

1. Lafonction x — x" est dérivable sur ]0; +oo[ et sa dérivée est la fonction x — rx

2. Lafonction u" est dérivable sur I et sa dérivée est la fonction ru'u

r-1

La seconde partie se déduit de la premiere a 'aide du théoreme de dérivation des fonctions composées.

3
Exemple Exercice VI.2.4.  Déterminer la dérivée de la fonction f : x — (sz + 1) Va2x2+1.

Ona f = u?, oit u est la fonction x — 2x* + 1 ; Ia fonction u est dérivable et strictement positive sur R, et sa dérivée est
la fonction u' : x— 4x; la fonction f est donc dérivable sur R et sa dérivée est la fonction f' définie par :

5
[l = g xax(2x?+1)2 =14x (222 +1)° V2x? + 1.

V1.3 Dérivation et études de fonctions

VI.3.1 Sens de variation

THEOREME VI.3.1
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

-Sif "> 0 surl (sauf peut-étre en un nombre fini de points), alors f est strictement croissante sur I ;
—-sif "<0surl (sauf peut-étre en un nombre fini de points), alors f est strictement décroissante sur I ;

— si " est nulle sur, alors f est constante sur I.

Remarque De mémesi f' =0 (resp. f' <0) surI, alors f est croissante (resp. décroissante) sur I.

Exemple La fonction f: x — x° est dérivable sur [0; +00] et sa dérivée est strictement positive sur ]0;+o0] ; donc f est

strictement croissante sur [0; +oo|.

1
Remarque La fonction f : x — — a une dérivée strictement négative sur son ensemble de définition et pourtant la

X
fonction f n’est pas décroissante. L'ensemble de définition de f n’est pas un intervalle.

VI.3.2 Extremum local

D’apres la figure ci-contre :

— f(c) est maximum local de f';

— f(d) est minimum local de f.

On dit également que f admet un maximum en ¢ et un minimum en
d.

THEOREME VI.3.2
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvertI. f admet un

extremum local en a si et seulement si f’ s’annule et change de signe
en a.

Ce théoreme est connu depuis la classe de Premiere.
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V1.4 Dérivées successives d’une fonction

DEFINITIONS VI.4.1 DERIVEE 7-IEME D’UNE FONCTION

Soit f une fonction et I un intervalle.

1) Si f est dérivable sur I, sa dérivée f’ est appelée dérivée premiere de f; on la note aussi f
(2) Si f' est dérivable sur I, sa dérivée f” est appelée dérivée seconde de f; on la note aussi f2.

3) De proche en proche, la fonction dérivée n-iéme de f sur I, si elle existe, est la dérivée de la fonction dérivée
(n+1)-iéme de f surI; onlanote f(”).

M

" est aussi appelée dérivée d’ordre n de la fonction f. On utilise également, notamment en sciences physiques, la
notation de Leibniz : f', f, ..., f”; sont notées respectivement i

b
d?f af

@y ERY) dxn .
Exemples

1
1. Exercice VI.4.1. Calculer les dérivées successives de la fonction f : x — —x3-2x%-3x+4.

Ona:f'(x)=x>—4x-3; " =2x-4; Y =2; fYw=0.
Donc, pour tout nombre entier n telquen=4,ona: f(”) (x)=0.

2. Exercice V1.4.2. Calculer la dérivée n-iéme de la fonction g : x — sinx.
Ona:
l . T
g (x) = cosx=s1n(x+—)
" n . T
g (x) = cos(x+5)=sm(x+2><5)

®) _ N _g b
g7 (x) = cos|{x+2x 2 =sin|x+3x 5)
n
On peut conjecturer que : Yn € N*, g(") (x) =sin (x+ nE)
Démontrons cette égalité par récurrence.
1. L'égalité est vraie pour n=1.
2. Supposons I'égalité vraie pour un entier naturel non nul k, c’est-a-dire :
L
g(k) (x) =sin (x+ kE) ;
I pis
on en déduit que : g(k“) (x) =cos (x+ kE) = sin(x+ (k+1) 5) ;
donc, I'égalité est vraie pour k+ 1.

Elle est donc vraie pour tout entier naturel non nul.

V1.5 Exercices résolus

1
Exercice VL.5.1. Démontrer que la fonction f:x — x + > V x2 + 1 réalise une bijection de IR. vers IR. et déterminer sa bijection réciproque.

Solution Pour tout réel x, x> + 1> 0, donc I'ensemble de définition de festR.
Soit y un nombre réel, démontrons que y a un et un seul antécédent x par f dansR.

1
y=fx) < y=x+s x?+1

o 2(y-x)=Vat+1
o (2(y-x)=x*+1et2(y-x)=0
& 3x2—8yx+4y2—1=06tx—y<0

On reconnait une équation du second degré d’inconnue x dont le discriminant est :

A=(-8y)"-ax3(4y*~1) =16y +12.
8y — 162 +12 8y + 16y2+12
A > 0 donc I'équation a deux solutions : x; = Y \/T etx; = Y \/T ;

4y— \/4y%2+3 . 4y+ \/4y%2+3
et xy = .

3 3
y—1V4y%+3 ) Y+ V4y% +3
———etxy—y="—"""—.

3

y= 3

c’est-a-dire : x; =

D’ouilvient:x; —y =
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Or:4y*+3>4y*;donc: \/4y? +3> |2y|;

-2 2
D’oil:xl—y<y—|y|<Oetx2—y>L|y|>0.

x1 est la seule solution vérifiant la contrainte x —y < 0, x; est donc I'unique antécédent de y dans R etona:y =
4y — /4y*+3

3 .
Par conséquent, la fonction f réalise une bijection de IR vers R et sa bijection réciproque est la fonction f 1.y
4x— V4x2+3 g

3 .

/ 2
x
Exercice VI.5.2. On se propose de déterminer la dérivée de la fonction f : x — \/cosx —1+ >

2
_ x
1. a. Etudier le signe de la fonction u: x — cosx -1+ > (on pourra utiliser u).

fex=

b. En déduire 'ensemble de définition de la fonction f.
2. Ftudier la dérivabilité de f en 0 (on pourra poser: t = g ).

3. Déterminer la dérivée de la fonction f.
Solution

1. a. La fonction u est la somme de la fonction cos et d’'une fonction polynéme, elle est donc deux fois dérivable sur
RR. Sa dérivée premiére est la fonction u': x — x—sinx; et sa dérivée seconde est la fonction u" : x — 1 —cosx. La
fonction 1" étant positive on en déduit que la fonction 1’ est strictement" croissante sur R. De plus 1/ (0) = 0 donc 1/
est strictement positive sur]0; +oo| et strictement négative sur ] —oo; 0[ et par conséquent u est strictement croissante
sur [0;+oo[ et strictement décroissante sur ] —0o;0] or 1(0) = 0 donc la fonction est strictement positive sur R* et
s’annule en 0.

Ona f = v/u. La fonction u est dérivable sur R, et est strictement positive sur R*, f est donc dérivable sur R* et
!/

u
sa dérivée sur R* est 5 , pour savoir si elle dérivable en 0, on doit calculer la limite en 0 de la fonction 0 définie

u
f-f0) fx
:0 = = .
par:9(x) X x-0 X
Posons : t = 3 Pour tout réel non nul x, on a:

21)? 5 s s sint)?
u(x)=cos2t—1+ 2 =1-2sin“t—-1+2t"=2¢t"|1—- -/

Donc pour tout réel non nul x : 0 (x) = = = — x — "
X

27 _ (sint)2
Vi V! (1-(=)7) V2 ol 1_(sint)2
2t 2 ¢ ’

2 sin £)?
V2 1_(_) si1<0

Donc:0(x) = 2
V2 / (sint)2 .
—/1—-|——| sit>0
2 t

, . sint - . V2
On sait que : 1111(1) 5 - 1; donc par composition par la fonction x — > 1-x%:
—

R sint)?
lim|—1/1-|— =0;
t—0 t
>0
2 sin )2
on a de méme : lim —£ 1- (—) =0.
t—0 2 t
<0
X x V2 sin£)? . .
Pour x >0,0n a: llII%) — =0 avec > >0 et ltmé —_— - T = 0; Donc par composition : hrr(l) 0(x) =0; de
>0 >0 x>0
méme : lin(l) 0 (x) = 0. Donc Ia fonction f est dérivable en 0 et f' (0) = 0.
X—
x<0
La fonction [ est donc dérivable sur R et sa dérivée est la fonction f' définie par :
, u' (x) x—sinx ,
fx)= = lorsque x #0 et f (0)=0.0

2Vu ) 2\/(:05)c—l+%2

1. on peut admettre ici cette justification peu rigoureuse, un argumentation correcte serait la suivante. Soit a et b deux réels tels que a < b.
La fonction u” est dérivable et strictement positive (sauf en nombre fini de points) sur [a; b], ' est donc strictement croissante sur [a; b] ; d’ol :
u' (a) < u' (b); cette inégalité étant vérifiée pour tous réels a et b tels que a < b, 1a fonction est strictement croissante sur R.
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lx-1/v3—-x
Vi-x

Exercice VI.5.3. On se propose d’étudier la fonction f : x —

1. Déterminer I'ensemble de définition, D £ def.

2. Ftudier la limite de f en —oco

3. Etudier la dérivabilité de f en 1.

4. Ftudier la dérivabilité de f en 3.

5. On consideére la fonction u définie sur] —oo;3[ par u (x) = \/i':j ;

calculer u' (x). *

6. Déterminer la dérivée de f, étudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.

7. a. Etudier Ia limite en —co de x — f(x) +x — 1 (on pourra posert=x—1).

1
b. En déduire que la droite 2 d’équationy = —x + > est asymptote a la courbe représentative, ¢y, de f.
8. Représenter graphiquement la fonction f.
Solution

1. Pour tout nombre réel x, f est définie en x si et seulement si3—x =0 et4—x >0, donc D¢ =] - 00;3]

2. Pour toutx<0,ona: f(x)=(1-x)

3 4
Deplus: lim —= lim —=0;
X——00 X X——-00 X

donc par différences, quotient puis composition par la fonction racine carrée :

or:xgglw(l — X) = +00; donc par produit : xEerf(x) =+00|

3.0na: f(1) =0; donc pour étudier la dérivabilité de f en 1, il faut étudier la limite de

fU+h) Bl V2=h

lorsque h tend vers 0.

fa+h)
h

Pourh<2eth+#0,0na: x ,
h h 3-h
vV2—-h 6 |h h
avec: lim = £ ; Ll = —1 lorsque h<0 et 1kl =1 lorsque h>0.
h—0\3_1 3 ' h h
1+h 6 1+h 6
Donc par produit : lim M = —L— et lim M = i
h—0 h 3 h—0 h 3
h<0 h>0

Donc f n’est pas dérivable en 1, mais la courbe 6y présente au point d’abscisse 1 une demi-tangente a droite de co-

6 6
efficient directeur ?\/_ et une demi-tangente a gauche de coefficient directeur — T\/_
4. La fonction f n’est pas définie a droite de 3 et f(3) = 0, donc pour étudier la dérivabilité de f en 3, il faut étudier
f@+h) fB+h) V-h |2+h]
A = X =
h h Vi-h

la limite de

lorsque h tend vers 0 par valeurs inférieures. Pour h <0, on a :

! 12+l Ona: lim ! et lim 12+ Al 2; donc par produit : lim fB+m
——x . : —— =-00 =2; : —_— =
V-h  V1-h W Voh ho Vi-h o h

Donc f n’est pas dérivable en 3, mais la courbe 6 présente au point d’abscisse 3 une demi-tangente verticale (vers le
haut).

X
5. La fonction v: x — est une fonction homographique, elle est donc dérivable sur son ensemble de définition,

\{4} , de plus pour x < 3,3— x>0 et4— x >0 donc v est strictement positive sur | —oo;3[ par u = /v est dérivable
!/

1
. La dérivée de v est la fonction v' : x — —W , donc la dérivée de u est la
v -Xx
-1

2(4-x)? \/?1:—?

sur] —oo;3[ et sa dérivée est u' =

fonction est la fonction u' définie sur ] —oo;3[ par: u'(x) =

-1
20-xvVB-x{@E—x|

6. Sur]—o0;1[U]1;3] f est le produit de deux fonctions dérivables donc f est dérivable.
pour x€]1;3[ : f(x) = (x—1) u(x) ; donc:

C’est-a-dire :| u' (x) =
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ux)+(x-1u'(x)

'

3—-x x—1
Vi-x 2u-nvG-na-»
B-x@-x)—(x—1)
24-x)VB-x)(4—x)
2x>—15x+25

24-x) v3-x)(4—x)

Dans cette fraction le dénominateur (produit de quantité positives) est positif, donc f'(x) est du signe de 2x* —15x+25

15-5 5 15+5
. Le discriminant est A = 15 —4 x 2 x 25 = 25 , donc le trindome admet deux racines : x; = 0 = 3 etx; = 2 =5.

Le trinéme est du signe de 2 a I'extérieur des racines et du signe de —2 a I'intérieur, donc f' est strictement positive

5 5
surll; 2 [ et strictement négative sur ] 5;3[ ; donc f est strictement croissante sur [1; E] et strictement décroissante sur
[=;3l].
Pour x €] —oo;1[ : f(x) = (1 - x) u(x) ; donc:

—u)+1-xu'(x)

f'x)

_ —\/ﬂ+ x—-1

4-x 24-0VB-0l-x
-B-x)d4-x0+(x-1)
24-x) vB3—-x)(4—-Xx)

—(2x* - 15x+25)
24-x)VB-x)@-x)

D’apres I'étude précédente, f " est strictement négative sur | —oo; 1] X —00 1
donc f est strictement décroissante sur ] —oo; 1]. Donc finalement f (%) _ || T

5
est strictement décroissante sur | —oo; 1] et sur [5;3] et strictement +
[ 0\

5
croissante sur [1; E]' On en déduit le tableau de variations ci-contre.

7.a.Posons:t=x—-1.Pourx<1,ona:

[t vV2—t
—_— +t
3—¢

)
t{1-
3-t¢
t\/3— -V2-t
3-t
. B-D-0@-1
V3—t(V3-t+ v2-1)
1

5 i3 i)
N

f)+x-1

3
Or: lim — = lim ;:0;

donc par différences, composition par la fonction racine carrée, somme, produit et quotient :

—x+3)) =0

Donc la droite 2 d’équation y = —x + P est asymptote a 65 en —oco. O

1
XEIII (f)+x-1)= —5 D’oitil Wentparsomme:xggl (f(x) -
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Chapitre VII

Nombres complexes

VII.1 Introduction

VII.1.1 Des équations et des ensembles

Dans les classes précédentes, on a vu 'ensemble N, dans cette ensemble on peut résoudre des équations telles
que: x+3 = 7; ou la solution est 4. Cependant, dans IN, des équations telles que : x+7 = 3; n'ont pas de solution. C’est
alors qu'on a eul'idée d’étendre 'ensemble des nombres; on a ainsi obtenu un nouvel ensemble appelé 7Z, dans lequel
I'équation précédente a une solution : —4. Mais cela n’était pas suffisant car dans cet ensemble des équations telles
que : 3x = —15; ont une solution alors que d’autres équations, pourtant semblables, telles que : 3x = —7; n’en ont pas.
On a donc a nouveau étendu I'ensemble des nombres pour obtenir un nouvel ensemble, ), dans lequel I'équation

précédente a une solution : — 3 Mais cela n’était pas suffisant car dans cet ensemble des équations telles que : x> = 4;

ont deux solutions (2 et —2) alors que des équations assez proches telles que : x> = 3; n’en ont pas. On a donc a
nouveau étendu 'ensemble des nombres pour obtenir un nouvel ensemble, IR, dans lequel I'équation précédente a
deux solutions : —v/3 et v/3. Mais cela n'est pas suffisant car dans cet ensemble des équations telles que : x> = —4;
assez proches des deux équations précédentes, n’ont pas de solution. Si on veut qu'une telle équation ait, comme les
autres, deux solutions il faut étendre I’ensemble des nombres.

On part du principe qu’il existe un nombre 7 (£ comme imaginaire) tel que : i®=—-1;etnotre objectif est de trouver
un nouvel ensemble, que nous noterons C, qui sera le plus petit ensemble de nombres (qui seront appelés nombres
complexes) vérifiant les contraintes suivantes.

1. RcC;
2. 1eC;
3. Les lois algébriques concernant I’addition et la multiplication des nombres sont les mémes dans C que dans R.

La somme ou le produit de deux nombres réels est un nombre réel, la derniere condition impose donc que la somme
ou le produit de deux nombres complexes soit un nombre complexe. En particulier 27 et —21 sont deux nombres
complexes eton a:
@02 =22xi’=4ax(-1)=—det (-20)? = (-2)® x i* =4 x (1) = —4;
donc la derniére équation envisagée a maintenant, elle aussi, deux solutions.

Pour les raisons que nous venons d’évoquer, tout nombre de la forme (dite algébrique) a+ ib, ot a et b sont
des nombres réels, sont des nombres complexes. Peut-on par additions ou par multiplications obtenir des nombres
complexes qui ne peuvent pas se mettre sous cette forme ? Pour se faire une idée, prenons quelques exemples.

VII.1.2 Activités

Mettre sous forme algébrique les nombre complexes suivants.

z1 = (450)+@B-71); 2z = (2+51)-(B-71); zz3 = (2+51)3-71)
(2+51)(2—51) 1 3-74

zyg = —-51); zz = —; z6 = -
. 2+13 2451

7 = 1 zg = (1+1D)% zg = (A+1D)Y

Plus généralement, pour z = a+ib etz = a' +ib’ (ot a, d', b, b’ sont des réels), mettre sous forme algébrique les

1
nombres complexes z+z', zz',z— z' etlorsque a# 0 ou b #0, —.
z
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78 VII. Nombres complexes

VII.1.3 Définitions

Lactivité précédente suggere la définition suivante.
DEFINITIONS VIL.1.1 NOMBRE COMPLEXE, C
(1) Un nombre complexe est un nombre qui peut s’écrire sous la forme a + ib, ot a et b sont des nombres réels et
i?=-1.
2 Lensemble des nombres complexes est appelé C.

RemarqueOna:0x2i =(0x2)I=0x1;donc:0=0x2{-0xi=021-1)=0x1;dot:0x1=0.

Notations et vocabulaire

1. lorsqu’un nombre complexe z est écrit sous la forme a+ i b, oi1 a et b sont des nombres réels, on dit qu'il est écrit
sous forme algébrique ;

2. lenombre réel a est appelé partie réelle de z et est noté Re(z) ;

3. lenombre réel b est appelé partie imaginaire de z et est noté Sm(z) ; en particulier Sm(z) est un nombre réel;

4. sib=0,alorsz=a (carona:ix0=0); z est un nombre réel; tout nombre réel est bien un nombre complexe
R<cC);

5. Sia=0,alorsz=1b; z est dit imaginaire pur.

. 1 .3 1 3
Exemple Si:z= P +17;alors:8‘{e(z) = 3 etIm(z) = >

VII.1.4 Calcul dans C

VIl.1.4.a Addition, soustraction, multiplication

Comme on I'a vu en activités, 'addition, la soustraction et la multiplication dans C sont définies de la fagon sui-
vante.
DEFINITIONS VII.1.2

Soit a, @', b, b’ des nombres réels.

1 (@a+ib+@+ib)=(a+d)+i(b+b);

2 (a+ib-(@+ib)=(a-d)+ib-b);

3) (a+1ib)(@ +1ib")=(ad —bb)+1i(ab +a'b).

Remarques
1. Lorsque:b=b'=0; onretrouve I'addition, la soustraction et la multiplication dans IR.
2. (a+ib)+(—a—-1ib)=0; tout nombre complexe, z=a+1b, aun opposé : —z=—a—1b.

Le théoreme suivant signifie que, comme nous I'avions désiré, 'addition et la multiplication dans C ont les mémes
propriétés que dans R ; sa démonstration, fastidieuse et sans surprise, est laissée au soin du lecteur courageux.
THEOREME VIL.1.1

Pour tous nombres complexes z, z', z’, ona:
(¢)) z+7 eC + est un loi de composition interne a C;
2) z+7 =7 +z + est commutative dans C;
3) z+(Z+7Z")Y=(z+7)+7" +estassociative dans C;
@) z+0=0+2z=2z2 dans C, 0 est élément neutre pour +;
(5) zxz e x est un loi de composition interne a C;
(6) zxz =2 xz x est commutative dans C;
(7)) zx(Zxz2"Y=(zxZ)xz" xestassociative dans C;
(8) zxl=1xz=2z dans C, 1 est élément neutre pour x ;
9 zx(Z+Z')=zxzZ +zxZ" xestdistributive par rapport a + dans C;

VIL.1.4.b Conjugué d’'un nombre complexe

DEFINITION VII.1.3 CONJUGUE D’UN NOMBRE COMPLEXE
H Soit z un nombre complexe de forme algébrique: z=a+ 1 b.

On appelle conjugué de z le nombre complexe, noté z, défini par: z = a— i b.
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1 .vV3 _ 1 .3
Exemple Sizz——li,alorszz—+l£.
2 2 2 2

VIL1.4.c Egalité de deux nombres complexes

THEOREME VII.1.2

Soit z et z’ deux nombres complexes de formes algébriques: z=a+ibetz =a +ib'.
1) z=0sietseulementsia=0etb=0;
) z=27sietseulementsia=a etbh="b

0 est appelé nombre complexe nul.

Démonstration

1) Onsaitquesia=0et b=0, alors z=0.

Réciproquement si z =0, alors : zz =0; c’est-a-dire : a®+b*=0;

a et b sont réels et on sait que dans R la somme des carrés de deux nombres est nulle si et seulement si les deux nombres sont nuls. On en déduit
1).

' /
v gAY i (h— - o o a-a =0 a=a
2) Ona:z-z =(a-a)+1(b->b");donc:z=2z <z z-O(:»{ b1 =0 4:){ b= .0

VIl.1.4.d Inverse d'un nombre complexe non nul, division

THEOREME VII.1.3

Tout nombre complexe non nul a un inverse.

Démonstration Soit z un nombre complexe non nul de forme algébrique : z=a+ i b.
Onadonc: a®+b>#0; et d’apres les définitions VII.1.2 :

—ab N ba B
a2+ a2+b2)"

a+1ib 1.

(a_l.b)_ a2+b2 i
a2+ a+bh?) a2+ @+ b2

)’ ) peps 1 a . b
Linverse de z s’obtient par la formule : — = -0l 30
a=+b as+b

. ) 1 1 3-5i 3 5,
Exemple Pour z=3+51,onobtient: - = ——=———=——-—1
z 3+51 32+52 34 34

il wl

1
Remarque La formule introduite dans la démonstration du théoréme VII.1.3 peut s’écrire : — =
z

THEOREME VIIL.1.4
|| Le produit de deux nombres complexes est nul si et seulement sil'un d’entre eux au moins est nul.

Démonstration Soit z et z’ deux nombres complexes. D’aprés les définitions VIL1.2, le théoréme VIL1.2 et la remarque §VIL1.3,siz=0o0uz =0
alors zz' = 0.

1 1
Réciproquement, si zz' = 0 alors z= 0 ou z’ = 0. En effet si z# 0, alors — x zz' = — x 0; c’est-a-dire: 2/ = 0.0
z z

Z 1
La division se définit par: — =z’ x = (pour z % 0).
z z
2431 (2+30)2+1) 1 7.
Exemple - =( J )=_+_1,
2—1 22412 5 5

VIl.1.4.e Groupes et corps

Ce paragraphe peut étre omis par les éléves ne suivant I'enseignement de spécialité mathématique.
On avu que dans C, + est une loi de composition interne, commutative, associative dans laquelle 0 est élément neutre
et pour laquelle tout élément a un opposé; ces cing propriétés étant réunies, on dit que (C, +), c’est-a-dire C muni de
I'addition, est un groupe commutatif.

De méme C*, c’est-a-dire C\ {0}, muni de la multiplication est groupe commutatif.

(C,+) est un groupe commutatif, (C*, x) est un groupe et x est distributive par rapport a +; on dit que (C, +, x)
est un corps.
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80 VII. Nombres complexes

De plus x est commutative dans C, on dit que (C, +, x) est un corps commutatif.

Remarques

1. (R,+,x) et(Q,+, x) sont des corps commutatifs.

2. (Z,+) est un groupe commutatif, mais (7, +, x) n’est un corps car certains entiers non nuls n’ont pas d’inverse
entier.

3. Désignons par .# I'ensemble des isométries du plan; (#,0) est un groupe, non commutatif.

VII.1.4.f Identités remarquables

Les formules suivantes, établies dans IR, restent valables dans C.

THEOREME VIL.1.5
Pour tous nombres complexes z et Z' et tout entier naturel nonnul #, on a:
(z+2)V=22+2z27 +72% ; (z-2)2=2°-2z7 +77

n

n
(z+2)z-2)=2"-2% ; (z+2)"=) (k

)zk 2" ¥ (formule du binome de NEWTON)
k=0

n-1
Zh— "= (Z—Z’)(Zn_l 4 g 25 4 82 Ly g 2 +Zln—l) =(z-2) Z Zn—l—kzlk
k=0

VIL.2 Interprétations géométriques

Le plan & est muni d’un repére orthonormé direct (0;7, 7).

VIL.2.1 Affixe, point image, vecteur image

- Lapplication qui & tout nombre complexe de forme algébrique a + i b associe le
point M(a; b) est une bijection de C vers P
M(a; b) est appelé point image du nombre complexe a+ib; a+ ib est appelé
affixe du point M(a; b)
. a
— Lapplication qui a tout nombre complexe a + 1 b associe le vecteur i ( b) estune
bijection de C vers I'ensemble des vecteurs du plan.

7} ( Z) est appelé vecteur image du nombre complexe a+ib; a+ ib est appelé

affixe du vecteur i ( Z)

— Le plan muni d'un repére orthonormé direct (O;7,J) est appelé plan complexe. FIGURE VIL1 - Interprétation géo-
Un point M d’affixe z est souvent noté M(z). métrique
— Les droites de reperes (O;7) et (O;j) sont respectivement appelée axe réel et axe imaginaire.

Exemples
1. O estle point d’affixe 0.
2. Tet]J sont les vecteurs d’affixes respectives 1 et i.

Remarques
1. Deux points sont confondus si et seulement si ils ont la méme affixe.
2. Deux vecteurs sont égaux si et seulement si ils ont la méme affixe.
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VIL.2.2 uw +u',ku,MM

Le tableau VII.1 donne les interprétations géométriques de certaines opérations dans C.

Somme Différence Produit par un nombre réel
)
M 573
7
/
/
/
/
/
/ M
- / _ - - -
] / - ] g
/-7
ol 7 ol 7
ZM!' — &M = ZW kZﬁ =%

TABLE VII.1 - Opérations sur les vecteurs

Exercice VIL.2.1.

Le plan est muni d’un repére orthonormé (0;7, j ) (unité graphique :1 cm)

. . 7 .
1. Placer les points A, B, C et D d’affixes respectives: zp =1+21;zg =4—21;z; =5etzp = > +21. 2. Démontrer que le quadrilatére AOBC est

un parallélogramme. 3. Démontrer que les droites (AB) (CD) sont paralléles.

Solution 2
1. Voir figure VII.2.

2. Les vecteurs O_A) et ﬁ ont respectivement pour affixe : 1
Zoy =en=1+2i et

zﬁ=zc—zB=5—(4—2i)=1+2i;0na:zﬁ=zﬁ»;donc:OA =0

BC.Le quadrilatére AOBC est donc un parallélogramme.

3. Les vecteurs E et ﬁ ont respectivement pour affixe : -1
7 . 3 .
25y = 2D aC = E+21 —52—5 +21 et
-2

=zp—zp=(4-21)-(1+21)=3-4i =-2 :

3 .,
—242i
2

“aB
Ona: Zey = —ZZE ;donc:AB =-2CD.

A

Les droites (AB) (CD) ont des vecteurs directeurs colinéaires, elles sont donc sont paralléles. O

VIL.2.3 Ecriture complexe de certaines symétries

La symétrie par rapport a I'axe réel est la transformation

qui a tout point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe
;=

zZ =2.

De méme la transformation complexe z — —z est associée
a la symétrie par rapport a l'origine et la transformation
complexe z — —Zz est associée a la symétrie par rapport a
I'axe imaginaire.

VII.2.4 Coordonnées polaires

Un point M, distinct de 'origine peut-étre repéré par ses coordon-
nées rectangulaires (a, b) ou par ces coordonnés polaires (r,0).

Dire que M a pour coordonnées rectangulaires (a,b) signifie que
OM = ai+bj.

Dire que M a pour coordonnées polaires (r,0) signifie que OM = r et
(7, m ) = 0 (mod2m). Le schéma ci-dessous résume les regles de pas-
sage d'un systéme de coordonnées a I'autre.

7
C
[0) l
-1 0 1 2 3 B4 5
FIGURE VII.2 -
M(z)
| a
M’ (2)

~
_/
@

ol 7

a

FIGURE VII.4 - Coordonnées polaires
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82 VII. Nombres complexes

coordonnées rectangulaires coordonnées polaires
OM = ai+bj OM=ret (T,OM) = 0 (mod2m)

FIGURE VIL5 - Formules de conversions coordonnées polaires —— coordonnées rectangulaires

VIL.2.5 Module et arguments

VII.2.5.a Module d’'un nombre complexe

DEFINITION VI.2.1  MODULE D’UN NOMBRE COMPLEXE )
Soit z un nombre complexe non nul de forme algébrique: z=a+ 1b.

On appelle module de z le nombre réel positif, noté |z|, défini par : |z| = V a? + b2.

Remarques
1. Pour tout nombre complexe z, on a: |z|? = zZ.

2. Pourb=0,0ona:z=aet|zl= Va®=|al;le module étend a C la fonction valeur absolue.
Exemple Pourz=2+31i ,0na:|zl= V22+32=V13etzz=(2+31)(2-31)=2*+3>=13

THEOREME VII.2.1
|| Pour tout nombre complexe z, ona: |z =0<=2z=0

Démonstrationlzl:04:»|z|2:Osz:OQ(z:OOuE:O)@z:O.D

VIL.2.5.b Arguments d'un nombre complexe non nul

DEFINITION VIL.2.2  ARGUMENTS D’UN NOMBRE COMPLEXE
Soit z un nombre complexe non nul et M son image dans le plan complexe.

On appelle argument de z toute mesure de I'angle (7, OM )

Remarques

1. Si0 et® sont deux arguments de z alors 0’ = 0 + k2n (avec k € 7).

2. Onnote:arg(z) =0+ k2n (avecke€Z) ou arg(z) =06 (mod2mn).

3. Dire qu’'un nombre complexe z a pour module r et pour argument 0 signifie que I'image de z dans le plan com-
plexe a pour coordonnées polaires (r,8).

VIL.2.5.c Forme trigonométrique d’'un nombre complexe non nul

Soit z un nombre complexe non nul de forme algébrique : z = a+ ib; de module r, d’argument 0 et M son image
dans le plan complexe. On sait que : @ = r cos8 et b = rsin0.
Donc: z=r(cos®+1sin0).

LYCEE PONTUS DE TYARD Terminale VI



VIL.3. Propriétés algébriques 83

DEFINITION VIL.2.3 FORME TRIGONOMETRIQUE D’UN NOMBRE COMPLEXE
Soit z un nombre complexe non nul de module r et d’argument 6.
On appelle forme trigonométrique de z I'écriture : z = r(cos0 + i sin0).

V3 21 . . 2%

. V2 T .. m 1. )
Exemples 1+l=—(cos—+ls1n—) et ——+1— =CcoS— +1sin—
2 4 4 2 2 3 3

Remarques

1. On passe de la forme algébrique a la forme trigonométrique d’'un nombre complexe non nul de la méme facon
qu’on transforme des coordonnées rectangulaires en coordonnées polaires (cf. figure §VII.5 page 82) ;

2. Soitz=r(cosO+1isinf), reR*etfeR;

— sir >0 alors la forme trigonométrique de z est z = r(cos0 + i sin0) etarg(z) =0 [27] ;
— sir <0 alors la forme trigonométrique de z est z= —r (cos(8 + 1) + £ sin(0 + 1)) et arg(z) = 6 + 1 (mod 27).

. L mo. . W 5m .. bm
Exemple La forme trigonométrique de —2 (cos 5 +1sin E) est:2 COS—E +1sin———|.

On déduit de I'étude menée §VII.2.4 que deux nombres complexes non nuls ont méme argument (modulo 2n) et
méme module si et seulement si ils ont méme partie réelle et méme partie imaginaire. Le théoreme VII.1.2 permet
alors d’établir le théoreme suivant.

THEOREME VIL.2.2
H Soit z et z’ deux nombres complexes non nuls.

Ona: z=Z sietseulement si|z| = |z/| et arg(z) = arg(z’) (mod 2m).

VIL.3 Propriétés algébriques

VIL.3.1 Propriétés du conjugué

Les propriétés suivantes sont des conséquences immeédiates de la définition VII.1.3 p. 78.
THEOREME VIL3.1 )
Soit z un nombre complexe de forme algébrique: z=a+1b.
n  z=z; @ zZz=d’+b=|z)%;
3) z+z=2Re(2); 4) z—z=21iSm(z);
(5) zestréelsietseulementsiz=2z; (6) z est imaginaire pur si et seulement si z = —z;

Exemples
1. 3+42{=3-2{=3+2] 3. (-3+2i)(-3-2i)=(-3)*-(-4) =13
2. (-3+21)+(-3-2i)=-6 4. (-3+21)—(-3-21)=41
THEOREME VIL.3.2
Pour tous nombres complexes z et z, pour tout entier relatif n, ona:
(1) z+72=2+72; @) z7=zZx7; 2\ 7z
_ (5) — == (2#£0);
—Z=-% @ (1) L 220 ) c
2 —Z=-2Z; —|1== ) - _
@) z) = (6) Z"=Z"(z#0);

Démonstration Introduisons les formes algébriques de zet z' : z=a+ibetz =a' +ib'.

On en déduit immédiatement (1)et (2)

3) Ona:zz =(ad —bb)+iab +d'b)etzz =(a-ib)d —ib') = (ad —bb)—i(ab +ad'b);
donc:zz/ =Zx Z'.

1 1 _
4) Pourzio,ona:zx—zl@zx—:I@ZX(—):U:»zx
z z

I
—
|
I
ISR

donc:

SEE|
ISR

z/ 1 = (1 — 1
(5) Pourz#0,ona:|—|=z'x—=z/x|—-|=2'x=
z z z z
(6) Pour n >0 la propriété est obtenue en appliquant n — 1 fois la propriété (3).

— 1 1 1" 1\ _
Pourn<00na—n>0etd0nc:z”:(Tn):—:r:(—) =zZ"0
z
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84 VII. Nombres complexes

VIL.3.2 Propriétés du module et des arguments

THEOREME VIL.3.3
Pour tous nombres complexes non nuls z et ', pour tout entier relatif 7, ona:
(1) lz+2Z| < |zl+]Z] (inégalité triangulaire)
2 |zZ'| = l|zIx|Z| et arg(zz) = arg(z)+arg(z’)(mod2m)
1 1 1
3) - = — et arg (—) = —arg(z) (mod2mn)
z |z| z
z 12| z ,
4) — = — et arg|—| = arg(z)—arg(z)(mod2n)
z |z z
(5) 12" = lz|" et arg(z") = narg(z)(mod2m)
Démonstration

(0)) Linégalité triangulaire se déduit de I'interprétation géométrique de |z + 2'|.
Introduisons les formes trigonométriques de z et z' : z = r(cos 0 + i sin0) et 2’ = r’ (cos 0’ + 7 sin®’).
2 Ona: zz = r(cosO+1isinB)r (cosd +1isind)
= rr'[(cosBcos0’ —sinBsin0) + i (cosOsin®’ +cos®’ —sin0)]
= rr'(cos@+0") +1sin@+0")
On en déduit la propriété.
1 z . 1 .
3) Ona:-=-—"= L(cose— 1sin@) = — (cos(-0) + i sin(-0)).
z |zl2  r2 r
On en déduit la propriété.
!

1 . 1 .
4) Ona: & = Zx-= r'(cos® +1sin@') = (cos(—0) + i sin(-0))
z .z r
= r7 [(cos®' cos(~0) —sin®'sin(~0)) + 7 (cos 0’ sin(—0) +sin 0’ cos(—0))]
!
= %(cos(G’—G)-ﬁ—isin(G’—G)).

On en déduit la propriété.
(5) Pour n =0, la propriété est immédiate.

Pour n > 0 la propriété est obtenue en appliquant n — 1 fois la propriétlé (2).

Pour n<0ona—n>0etdonc, dapres (3) : 2" = — = - = 1" (cos(n0) + 1 sin(n0)).
P z7" ;=" (cos(-nb) + i sin(-no)) ( )
On en déduit la propriété. O

Remarques

1. Le module est utilisé pour définir la distance entre deux nombres complexes. La distance entre z et z' est |z’ — z|.
2. Ondira qu’une suite (z,) de nombres complexes converge vers un nombre complexe { si la distance entre z,, et |
tend vers 0 lorsque n tend vers +oo ; c’est-a-dire si la suite réelle de terme général |z, — £| converge vers 0.

3. En particulier une suite géométrique de terme général : z, = w x q"* (w € C et q € C) converge vers 0 si et seule-
mentsi|q| <1, en effet : |z,| = |w| x |q|".

n
On démontre, comme dans IR, que pour |q| < 1, la suite de terme général : Z (qu) ; converge vers : 1—a'
k=0 -

VIL.3.3 Formule de MOIVRE (complément)

Pour r =1 dans I'identité (5) du théoreme VII.3.3, on obtient le théoréme suivant.
THEOREME VIL.3.4 FORMULE DE MOIVRE !

Pour tout nombre réel 6 et tout nombre entier relatif 7, ona:

(cosB +1sin0)" = cos(n0) + 1 sin(n0)

. L o 1+iv3)*%
Exercice VIL3.1. Déterminer la forme algébrique de : z = 2 .
. 2003
1+1+v3 T, 712003 T . T
SolutionOn a:z= 7\/— = (cos — +1sin —) =cos (2003—) + 1sin (2003—).
2 3 3 3 3
2003 2004 -1 6%x334—-1 b
I: = n= n=334x2m— —.
3 3 3 3
T .. m 1 .3
Donc:z= cos(——) + 1s1n(——) =——1—".
3 3 2 2

1. MOIVRE (ABRAHAM DE) Vitry-le-Frangois 1667 - Londres 1754, mathématicien britannique d’origine francaise. Il précisa les principes du
calcul des probabilités et introduisit la trigonométrie des quantités imaginaires, énongant implicitement la formule qui porte son nom.
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VIIL.4. Notation exponentielle 85

Remarque Depuis la rentrée de septembre 2001, la formule de MOIVRE n’est plus au programme de Terminale S.

VII.4 Notation exponentielle

VII.4.1 Une équation différentielle

Considérons la fonction :
ffR — C
t — cos(t)+1sin().

Soit  un nombre réel. Les fonctions cos et sin sont dérivables en t et ont respectivement pour nombre dérivés —sin(¢)
et cos(?); il existe donc deux fonctions €, et €; telles que : li{)n&r = li(r)na,- =0; etpour toutréel h:

cos(t+ h) = cos(t) — hsin(t) + he,(h); (VIL.1)
sin(t + h) = sin(t) + hcos(t) + he; (h). (VIL.2)

Introduisons la fonction € de R vers C définie par: e = ¢, + ig;. Ona: || = /€2 + 812. ; donc par produit et somme des
limites puis par composition par la fonction racine carrée : li{)ng = 0. De plus, pour tout réel h :

ft+h) =cos(t+h)+isin(t+h)
= (cos(t) — hsin(?) + he, (h) + 1 (sin(t) + hcos(t) + he; (h))
= f(6) + h(—sin(t) + i cos(t)) + h(e, (h) + ig;(h))
= f(O) +hif() + he(h).
On en déduit que la fonction f est dérivable sur R et que sa dérivée est la fonction : i f. On a donc:

f'=if et f(O)=1.
On reconnait une équation différentielle d’ordre 1 avec une condition initiale dont la solution formelle est la fonction,
fit—ell,

Notation Pour tout nombre réel 0, on convient de noté ele, le nombre complexe d’argument 6 et de module 1. On a
i0

donc: e*” = cosO + i sin#.

VII.4.2 Définitions et propriétés

DEFINITION VIL.4.1 FORME EXPONENTIELLE D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL
Soit z un nombre complexe non nul de module r et d’argument 0 .
On appelle forme exponentielle de z I'écriture : z = re'9.

Exemples
1. 1=¢€9; , 3. 1—i=‘\/§e_l%; 5 i=é'?; ‘
2. 1+i=vV02e7; 4. —-1=¢€'"; 6. 1+ivV3=2€'3;

Remarque Pour tous nombres réelsr et : |rele| =|rlx|e

Ol =r.
Sous forme exponentielle, le théoréme VII1.3.3 s’écrit de la facon suivante.
THEOREME VII.4.1 ] -
Soit z et z’ deux nombres complexes non nuls de forme exponentielle : z = r efetz =r'et? ; et n un entier relatif, on
a:
1 |z+d|<r+r; 1_1 ie z
DR B —=—e" @ ==
1(0+0") . Z r z

2 zz =rr'e .
G)  zZ'=r"et™,
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86 VII. Nombres complexes

VII.4.3 Forme exponentielle et symétries usuelles

Le théoreme suivant est une conséquence immédiate de 'étude menée §VII.2.3. p. 81
THEOREME VII.4.2 .
Soit z un nombre complexe non nul de forme exponentielle : z = re*®.
Les formes exponentielles de z, —z et —z sont :

10, 1(0+m) . 1(m-0)
; .

z=re "7; —-z=re -zZ=re

2in _2in

2 _ _in —
Exemple Pourz=2e3 ,onobtient:z=2e” 3 ;—-z=2e 3 et—z=2e

in
3

VIL.4.4 Formules d EULER

D’apres les formules (2) et (5) théoreme VIL.3.1, on a pour tout nombre complexe z :

zZ+2z zZ—z
Re(z) = et Sm(z) =

En particulier pour z = e'%, on obtient le théoréme suivant.

THEOREME VII.4.3 FORMULES D’EULER?
Pour tout nombre réel 6, on a:
ele+e—16 ) 16_8—16
cosf= —— et sin@ = ————.
2 21

VIL.4.5 Racines carrées d’'un nombre complexe

On appelle racine carrée d’un nombre complexe Z tout nombre complexe z vérifiant : z> = Z.
Par exemple 2 a deux racines carrées : V2 et — v2; —1 a également deux racines carrées: { et —1i.
Lécriture vVZ n'a de sens que si Z est un réel positif.

THEOREME VII.4.4 )
Soit Z un nombre complexe non nul de forme exponentielle : Z = re*®.

. i 9 i(Q4m
z a exactement deux racines complexes : z1 = vre'Z et zp = Vre (8+n)

Démonstration Les racines carrées de Z, sont les solutions dans C de 'équation, d’inconnue z, (E) : 2=z

0 92 .
On remarque que le nombre z; = v/re’ 2 est solution de (E), en effet : zf = ( Vet 2) =re!®=7; donc:

2 2

(B)e—=>z"=z 4:»22—22 =0<=(z—2z1)(z+2z1)=0.
1 1

Un produit de facteurs est nul si et seulement si 'un au moins des facteurs est nul; Z a donc exactement deux racines carrées : zj et zp = —z] =
VT o ( : +n) .a

Remarques

1. 0n’aqu’une racine carrée : 0.

2. Les deuxracines carrées d’'un nombre complexe non nul sont opposées.

3. Le théoréme VII.4.4 permet d’obtenir les racines carrées d’'un nombre complexe écrit sous forme exponentielle;
une méthode permettant de déterminer les racines carrées d’'un nombre complexe écrit sous forme algébrique est
proposée SVII.6.4.

VIL.5 Nombres complexes et polyné6mes (compléments)

Dans cette partie I'étude des démonstrations est facultative.

2. EULER (LEONHARD) Bale 1707 - Saint-Pétersbourg 1783, mathématicien suisse. Il fut, au XVIII® siecle, le principal artisan de l'essor de
I'analyse, qu’il réorganisa autour du concept fondamental de fonction. Il exerca son inventivité dans de nombreux domaines de la physique ma-
thématique.
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VIL.5.1 Théoréme fondamental de I'algébre

THEOREME VIIL.5.1 THEOREME FONDAMENTAL DE L’ALGEBRE
Soit P un polynoéme a coefficients complexes et o un nombre complexe.

a est racine de P si et seulement si il existe un polynéme Q tel que, pour tout nombre complexe z,

P(z) = (z— ®)Q(2).

Démonstration Si, pour tout nombre complexe z : P(z) = (z—a)Q(z) ; alors, pour z = «, on obtient : P(a) = (0 —x)Q(a) = 0; et donc « est racine de P.
Réciproquement, démontrons que si « est racine de P alors il existe un polyndme Q tel que, pour tout nombre complexe z, P(z) = (z —a)Q(2).

Si P est le polynome nul, I'implication est immédiate car n'importe quel polynome Q convient; nous supposons désormais le polynéme P non nul.
P est alors défini par une expression dutype: Vze C, P(z) = anz" +...+ajz+ag (avec ay #0).

On introduit donc le polynéme T défini par : T(z) = P(z + «). T est la composée d'un polynome de degré 1 par un polynome de degré n, T est donc
un polynome de degré n. Il est par conséquent défini par une expression du type : T(z) = by z" +... + b1z + by.

Or:T() =PO+0) =0; donc: by =0etVze C, T(z) :z(bnz”*1 +...+b1).

On en déduit que pour tout nombre complexe z: P(z) =T(z—a) = (z —«) (bn (z— 0()"71 +...+ b )

Q@
la propriété est alors démontrée est introduisant le polyndéme Q défini par: Q(z) = by, (z — 0" '+, +p.0
Le lemme suivant est une conséquence du théoréme fondamental de I'algébre.

LEMME VIL5.2
Un polyndéme non nul de degré inférieur ou égal a n a au plus n racines distinctes.

Démonstration Raisonnons par récurrence sur le degré de P.
Un polynéme non nul de degré inférieur ou égal a 0 est un polyndme constant non nul, il n’a donc pas de racine et la propriété est démontrée pour
n=0.

Il ne reste plus qu'a démontrer que si pour un certain entier naturel k, tout polynome non nul de degré inférieur ou égal a k a au plus k racines
distinctes, alors tout polynéme non nul de degré inférieur ou égal a k + 1 a au plus k + 1 racines distinctes.
Soit P un polynéme de degré inférieur ou égal a k+ 1 ayant plus de k+ 1 racines distinctes et soit a I'une d’elle. On aura pour tout nombre complexe
z:P(z2) = (z—a)Q(z); ol1 Q est un polynome de degré inférieur ou égal a k. P ayant plus de k + 1 racines distinctes, Q a plus k racines distinctes et
d’apres I'’hypothese de récurrence, Q est donc le polynome nul; d’ot, par produit, P est le polyndme nul.
Donc, par récurrence, un polynéme non nul de degré n (n € IN) a au plus 7 racines distinctes. O

THEOREME VIL.5.3
H 1) Un polyndéme de degré n a au plus n racines distinctes.

2) Deux polyndmes de degrés inférieurs ou égaux a n coincidant en (n + 1) valeurs distinctes sont égaux.

Démonstration (1) est une conséquence immédiate de lemme précédent.
2) Si P et T sont deux polynomes de degré inférieurs ou égaux a n coincidant en (n + 1) valeurs distinctes alors P-T est un polyndme degré
inférieur ou égal a n qui a n + 1 racines distinctes ; donc d’apreés le lemme, P —T est le polynéme nul; d’ott: P=T.O

VIL.5.2 Résolution des équations du second degré

VII.5.2.a Factorisation d’'un trindme du second degré

On se propose de factoriser dans C le polynome P défini par : P(z) = az® + bz +¢
ol a, b et ¢ sont des nombres complexes avec a # 0.
Procédons, comme en classe de Premiére dans la cas réel, en utilisant la forme canonique. Pour tout nombre com-
plexe z,on a:

2 b c
P(z) = al|lz°+2—z+— ,cara#0
2a a
b )2 b
= allz+—| ——+—
2a 4a’  a
b )2 b* - dac
= allz+ —| ————
2a 4a?
On introduit le nombre A, appelé discriminant de I'équation ou du trindme, défini par : A = b* — 4ac.
2

SiA=0,alors:P(z)=a

z+—
2a

Si A # 0 et on introduit 6 une racine carrée complexe de A. On a alors :
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88 VII. Nombres complexes

b\ &2
(z+_) _
2a (2a)?

( b & b 6)
= alz+—+—||lz+——-—

P(z)

a

2a 2a 2a 2a
( —b—S)( -b+d
= alz- z—
2a 2a

On déduit de cette étude le théoréme suivant.

THEOREME VIL5.4
1) Tout trindme du second degré a coefficients complexes peut se décomposer en produit de deux facteurs de

degré 1.
2) Les racines du polynéme d’indéterminée z : az’+bz+ c;
ol a, b et ¢ sont des nombres complexes avec a # 0, sont :
-b-9 -b+3d

et zp=
2a 2a

21 =

oi1 § est I'une des deux racines carrées complexes du discriminant : A = b* — 4ac.
On a alors la factorisation :

az’+bz+c=a(z-2z1) (z—2)
Remarques
1. Lesracines carrées de A sont d et -0, donc remplacer § par — ne fait qu’échanger z; et zp.
2. Lorsque A =0 les racines carrées du discriminant sont égales eton a : z; = zp.
3. LorsqueA#0,0ona:z # zp.

Exercice VIL5.1. 1. Déterminer, sous forme algébrique, les racines carrées de 21.

. 1
2. Factoriser le trinéme : P(z) = (1 — l)z2 - V2z+ 2

2
. ;I I 2 . 2 2 . 2 .
SqutionI.Ona:leZeli=(\/§elz) =(\/§(cosg+lsin%)) =(\/§(%—+17\/_)) =(1+1)2;

Les racines carrées complexes de 21 sontdonc:1+1 et —1—1.
2 .1 .
2. Le discriminant du trinéme est : A = (— \/5) -4(1-1)x 3= 2i=(1+1)%;
V2+(1+1)  V20+D)+0+0)?  V20+D)+20 V2 .2+ V2

il admet donc deux racines : z; = - —+1
2(1-1) 2(12+12) 4 4 4
V2-(1+1) V20+0)-21 V2 .-2+2
etz = — = =t —.
2(1-1) 4 4 4
. 2 .2 2 2 .2 2
Donc:P(z)z(l—l)(z—T\/_—l +4‘/_)(z—T‘/_—1+T‘/—)D

VIL.5.2.b Résolution d’équations du second degré

On se propose de résoudre dans C I'équation, d’'inconnue z, (E) : az’+bz+c= 0;
ol a, b et ¢ sont des nombres complexes avec a # 0.
Reprenons les notations du théoréme VII.5.4;0na:
az?+bz+c=0=a(z—-21)(z2-2) =0 (z=2] ou 2z=2zy).

b
On en déduit que lorsque A =0, I'équation admet une solution double : z = — %2’
a

Lorsque A # 0, I'équation admet deux solutions distinctes.
Exemples
1. Exercice VIL.5.2. Résoudre dans C, (E) : 222 +3z+3=0

. 2 -3-1v15 -3+115
Lediscn'minantest:A:32—4><2><3=—15:(l \/15) ;donc:S:{ 1 ; 2 }

2. Exercice VIL5.3. Résoudre dans C, (E) : 222+3z-1=0

2 -3- V17 -3+ V17
Lediscn'minantest:A:32—4><2><(—1)=17=(\/17) ;donc:S:{ 2 ; 4\/—}
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VIL.5.2.c Somme et produit de racines

Reprenons les notations du théoreme VII.5.4 ; pour tout nombre complexe zon a:

az’+bz+c= alz—z21)(z—20) = azz—a(zl +z)z+az1z

On en déduit, par identifications, que : b = —a(z; + z2) et ¢ = az; z.
D’ol1'on tire le théoréme suivant.

THEOREME VIL.5.5
Soit az® + bz + ¢ un trindme du second degré (a #0), S la somme et P le produit des racines. On a:

b c
S=—-— et P=—
a a

Exemple Exercice VIL5.4.  Résoudre:3z% +4z—1=0.

1
On remarque que 1 est solution évidente, on sait que le produit des solutions dans C est — 3 donc l'autre solution est :

1 1
——;d'oﬁ:Sz{l;——}
3 3

VII.6 Utilisation des nombres complexes (compléments)

Dans toute cette partie n désigne un entier naturel tel que : n = 2.

VII.6.1 Racines n-iemes de I'unité

On appelle racine n-iéme de 'unité tout nombre complexe z vérifiant : z"* = 1.
Les racines n-iémes de 'unité sont donc les racines du polyndome de degré n : 2" — 1;
ily a donc au plus 7 racines n-iémes de l'unité distinctes.

. [ 21 . " R L com\ 1 .
Pour tout entier k le nombre e’ est racine n-ieme del unité; en effet : (ekl n ) =etk2m _q,

j 21 1j2m < 1 jom k=K'
k5P — eK19  Cest-a-dire: e n =1;

De plus deux entiers k et kK’ générent la méme racine si et seulement si e
ce qui signifie que k — k' est multiple de n c’est-a-dire que k et
k' ont le méme reste par la division par 7. Or les restes possibles
par la division par n sont les entiers compris entre 0 et 7 —1; on
obtient donc toute les racines n-iemes de 'unité en faisant varié
kde0an-1. .,
Sur la figure ci-contre, pour tout k, My, est le point d’affixe ekl
Si z est une racine n-ieme de l'unité, alors Z" = z" =1 = 1; donc
z est également une racine n-ieme de 'unité. On en déduit qu’a

My

M1

part 1 et éventuellement —1 (lorsque n est pair) les racines n-
iemes de l'unité sont deux a deux conjuguées.

Lorsqu’on effectue la somme des racines n-iemes de I'unité, on
. jon joam)2 jom)3 jemyn-l
0bt1ent:S=1+(e n)+(e n) +(e n) + - +(e n) . On
reconnait la somme des termes d’'une suite géométrique, donc :
1- (%)

S = —271 =0
1- (el 7)

La somme des racines n-iemes de I'unité est nulle.

FIGURE VII.6 — Racines n-iémes de 'unité

VII.6.2 Racines n-iémes d’'un nombre complexe non nul

Soit Z un nombre complexe non nul. On appelle racine n-iéme de Z tout nombre complexe z vérifiant : z"* = Z.
Les racines n-ieémes de Z sont donc les racines du polyndome de degré n: z" —Z;
ily a donc au plus n racines n-iémes de Z distinctes.

z ;0 ;0
Soit r le module et 6 un argument de Z. Posons : w = Velﬁ. Onadonc:z= yre'n w. On en déduit que : z" =
T

.9\
Z — ((’/Felﬁ) w'=7 — Zw" =7 = w'=1 (car Z#0.

z est donc racine n-iéme de Z si et seulement si w est racine n-ieme de I'unité. On sait qu'il y a n racines n-ieme de
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e . . . . .. ;8 N
I'unité distinctes, il y donc également n racines n-ieme de Z distinctes, ce sont les nombres de la forme : Vre'n wol
w est une racine n-iéme de 'unité. Les racines n-iéme de Z sont donc les nombres de la forme :

i 0+k2n
Vret n (avec k€ 7).

On établi de la méme facon qu’en VIL.6.1 que la somme des racines n-iémes de Z est nulles.

Exercice VIL6.1. Déterminer les racines quatriémes de1+ 1.
. . 4
. . o 8 s . . . . . .
SolutionOn a:1+1 = V2e'4 ; donc: ( V2el 16) =1+ 1. On sait que les racines quatriémes de I'unité sont : 1;1 ; —1

. i R . 8 ‘T .8 o 8 o .8 E < .
et —1 ; les racines quatriémes de 1+ 1 sont donc: vV2e'16 ;i V2e' 16 ; —v/2e'16 et —i V2e' 16 ; c'est-a-dire :

8= jx 8= ;on 8/~ ;1 8/~ ;25m
V2e'is; V2elTs V2elTs ; V2et e .

VIL.6.3 Polyn6émes

VII.6.3.a Factorisation de polyndmes symétriques

Considérons le polynome : 2z° +3z° + 3z +2;
on observe une symétrie dans les coefficients : 2; 3; 3; 2.
On dit que le polyndme est symétrique.
n
Plus généralement un polynome de degré n : Z arz®;
k=0

est dit symétrique lorsque pour tout entier naturel k (k< n),ona: ay = a,—_.
Exercice VIL6.2. On se propose de factoriser, dans C puis dans R, le polynéme P défini par :

P(z) =425 + 425 +212% +172% + 2122 + 4z + 4.

1. a. Démontrer que si un nombre complexe « est racine de P, alors son conjugué a est également racine de P.
b. 0 est-il racine de P ?

c. Démontrer que si un nombre complexe « est racine de P, alors son inverse i est également racine de P
2. a. Calculer P(21).
b. En déduire trois autres racines de P.
c. Décomposer P en produit d’un facteur de degré 4 par un facteur de degré 2.
3. a. Factoriser le polynéme : Q(z) = 2Ziz+l.
b. Décomposer P(z) sous forme d’un produit de six facteurs de degré 1 a coefficients complexes.
c. Décomposer P(z) sous forme d’un produit de trois facteurs de degré 2 a coefficients réels.
Solution 1. a. Soit « une racine de P, s'il en existe; on a donc : P(a) =0 ; d’ot : P(a) = 0.
Or: Pl = 4ab+4a°+21at+17a8+2102+4a+4
= 406 +405+210% + 1708 + 2102 + 40+ 4
= 400 +40° + 210" + 176 + 210 + 4o + 4
= P@
Donc si un nombre complexe o est racine de P, alors son conjugué o est également racine de P
b. P(0) =4 et4 #0; donc 0 n’est pas racine de P

1
c. Soit a une racine de B, s’il en existe; d’aprés 1.a., on a donc : a# 0; et donc — est défini.
o

1\® 1\° 1\* 1\3 1)\?
4(_) +4(_) +21(_ +21(_) ‘4
(04 [0 4 [0 4

+17(— +4
(o4
TR T R TS RS T |
= 4@*‘4 5+21J+17$+21¥+4a+4

(o4

1
Deplus: P|-—
e plus ((x)

(04
o5
1
= —(4+4a+210® +170° + 210 +40° +4a®)
(04

P(a)
b

1
Or:P@)=0;dou :P(—) =0.
o
Donc si un nombre complexe « est racine de B, alors son inverse — est également racine de P
a

2. a. Calculons P(21).
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421)%+421)° +2121)* +17(21)% +21(21)* +4(21) + 4
= 4x64x(-1)+4x32x1+21x16x1+17x8x (—1)+21 x4x(-1)+4x2{ +4
= —256+12871 +336—1361 —84+81 +4
= 0

Donc 21 est racine de P.

P(21)

‘ . PR . i ) . i .
b. 21 est racine de P, donc son conjugué, —21 et son inverse, —— sont également racines de P; —— est racine de P
, 2 2
1
donc son conjugué, > est également racine de P

A | 1
Les nombres 21, -21, > et ~3 sont racines de P.

c. P est un polynéme de degré 6 admettant 21 pour racine, donc d’apres le théoréme fondamental de I'algébre, il
existe un polynéme Qy, de degré 5, tel que pour tout nombre complexe z : P(z) = (z—21)Q, (2).
On sait que : P(—21) = 0 et —21 n’est pas racine de (z —2i) donc —21 est racine Q. Il existe donc un polynéme Q,, de
degré 4, tel que pour tout nombre complexe z : Q;(z) = (z+ 21)Q,(2) ; soit: P(z) = (z—21)(z+21) Q,(2).

i i
En réitérant le procédé pour 3 et Y on en déduit qu’il existe un polynéme Qq, de degré 2, tel que pour tout nombre

complexe z : P(z) = (z—21)(z +21)(z— %)(z+ %)Q4(z).

1
Posons : Q= 1 Qy.

4(z-21)(z+21)(z— %)(z+ %)Q(Z)

(z2-21)(z+21)(2z2—1)(2z+1)Q(2)
(Z% +4)(4z* + 1)Q(2)
(4z* +1722 + 1) Q(2)
Pour déterminer I'expression de Q(z) deux méthode s’offrent a nous, on peut procéder par identification ou effectuer
la division euclidienne de 4z° + 4z° + 212* + 172 + 212° + 4z + 4 par 4z" + 172% + 4.
1 méthode
Q est un polynéme de degré 2, il a donc une expression de la forme : Q(z) = az* + bz +c.
On a donc pour tout z de C :

4844 421 4178 4212 4 aza = (421 +172%7 +4) (aZ® + bz + )

= 4az8+4b2® + (4c+17a)2* +17b2% + (17¢c+4b)2% +4bz +4c

Ces deux polynémes coincident en une infinité de valeurs, ils sont donc égaux et par conséquent ils ont les mémes
coefficients; a, b et ¢ sont donc solutions du systéme :

On a alors pour tout z de C : P(z)

4a = 4
4b = 4
17a +4c = 21
3 17b = 17
4b +17¢ = 21
4b = 4
4c = 4

Le sous-systeme constitué de la 1'¢, la 2¢, la 4¢, la 6° et la 7¢ équation a pour unique solution : a = b = c =1; et cette
solution est également solution des deux équations restantes, donc Q est le polynéme défini par: Q(z) = z* + z + 1.
Donc, pour tout z de C : P(z) = (42* +172% + 4) (22 +z+ 1).

2¢ méthode

Effectuons la division euclidienne de P(z) par 4z* + 172% + 4.

478 +47° 4212 +172°8 42122 +4z +4 | 4t +172%+4
47>  +47* +17Z28 417722 4z +4 | ZHz+1
az* +172° +4

0

Donc, pour tout z de C : P(z) = (4z4 +172% + 4) (zz +z+1).
. 2

3. a. Lediscriminantde Qest:A=1—-4=-3= (l \/§) ;

V3 1 .V3

1 . - .
lesracinesde Qsontdonc: j=—-—+1—etj=———-1—.
2 2 2 2
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De plus, le coefficient de degré 2 de Q est 1, on en déduit que pour tout z de C, on a:

(1 .v3 1 .V3
Q(z)—(z+5—l—)(z+5+17).

b. D’aprés 2.c. et 3.a., on a donc pour tout z de C :

23]

P(z):(z—2i)(z+2i)(2z—i)(2z+i)(z+%—i— Z4+—+1—

c. En effectuant le produit des facteurs dont les coefficients sont conjugués, on obtient alors pour tout z de C :

P(z) = (z2 +4)(4z2 +1) (z2 +z+ 1) .
O

n
On remarque que 0 n’est jamais racine d’un polynéme symétrique de degré n: )_ ay z*;
k=0
car:P(0)=ap=ayeta,#0.

Pour déterminer les racines d’un polynéme symétrique a coefficients réels, on peut combiner deux propriétés :

1. Si «a est racine de P, alors @ est également racine de P. Géométriquement, cela signifie que I’image de ’ensemble des racines de P est
symétrique par rapport a ’axe réel.

1
2. Si « est racine de P, alors — est également racine de P. Géométriquement, cela signifie, en utilisant la propriété précédente, que
P’ensemble des racines de P est invariant par la transformation du plan complexe privé de 'origine qui a tout point M d’affixe d’affixe
1
z associe le point M’ d’affixe 2’ telle que : 2/ = =.
z
Cette transformation est une inversion de pdle O et de puissance 1, on la rencontrera peut-étre dans un exercice de géométrie.
_ 1 1 . .
On déduit de ces deux propriétés que si «a est racine de P, alors @, — et = sont également racines de P. Ce qui permet, lorsque Sm(a) #1 et
a a

lal # 1, de faire apparaitre dans P quatre facteurs de degré 1.

VIL.6.3.b factorisationde x" — y"
EN PROJET

VII.6.4 Forme algébrique des racines carrées d’'un nombre complexe

Soit Z un nombre complexe non nul de forme algébrique : Z = A+ 1B ; on se propose de déterminer la forme algé-
brique des racines carrées complexes de Z. On cherche donc les nombres z de forme algébrique : z = a+ 1 b; tels que :
2
zZ=7.

2,12
a+b° = |Z|

On remarque que : 1zI?> = 1Z; les couples (a; b) cherchés sont donc les solutions du systéme : - = Re@
2ab = Sm(7)

Pour résoudre ce systéme on utilise les deux premiéres équations pour déterminer a? et b?, puis on se sert de la der-
niere pour déterminer les signes relatifs de a et b.

Exemples

1. Exercice VIL6.3. Déterminer les racines carrées complexes de2 +31.

Ona:[2+3i|= V22432 = V13,

Soit z un nombre complexe de forme algébrique : z = a+ ib;ona: 2= (a2 - Ioz) +1(2ab) et |z|2 =a®+ b

a2+ = Vi3
z est racine carrée de 2 + 31 si et seulement si (a; b) est solution du systeme : (Z) a-bv = 2
2ab = 3
., VI3+2
2a° = V13+2 a =
3 <= 2 = V13-2 <= E V13 -2
2ab = 3 - 2
2ab = 3
VvV13+2 Vv13+2 v13-2 Vv13-2
On a donc : a:\/Touaz—\/T et b:\/Toubz—\/T et a et b sont de méme

signe.

. v13+2 . Vv13-2
Les racines carrées de 2+ 31 sont donc: z = \/T +1 \/T'
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. v13+2 ., [ V13-2
et son oppose : —z = — -1 .
2 2
L T

2. Exercice VIL6.4. DéterminercosE etsing.
;T ;I ;T 2 . 2
e's est une racine carrée dee'* et:e's = 7\/_ + l%— ;donc:
cos® I +sin? T 1
3 ] b1 2 b1 2
E[ g NG soit2cos2—=l+£ et2sin2—=l—£;
cos? & _sin2 L = Y<© 8 2 8 2
8 8 /3 2 /3
24+ V2 nm 2—-v2
d’oti:cos’ = = etsin®— = ——-,
8 4 bl n8 b b
On sait de plus que:g € [0; E] ;donc:cosg =0 etsing =0;
L. T 2+ 2 . 2-v2
d’oli:cos — = —— etsin— = ——
8 2 8 2

VII.6.5 Trigonométrie

Lexponentielle complexe permet de retrouver assez rapidement beaucoup de formules de trigonométrie. Cette
partie du cours donne quelques exemples de facons de procéder.

VII.6.5.a Détermination de lignes trigonométriques particulieres

n
Exercice VII.6.5. Déterminer les lignes trigonométriques de 1z’

T W
SolutionOna: — = — — —; donc
12 3 4
i FESS 1 \/§ \/5 \/5 \/6+\/§ \/6—\/5 L
enz=e3e i=-+1—|[—-1—]= +1 ; on en déduit que :
2 2 2 2 4 4
7 i 6+ V2 b | 6-v2
c0s—=8‘{e(elﬁ)=\/_7 et sin—:&‘sm(elﬁ)zu;
12 4 12 4

d’ot1: tan — = = = =2-+V3.0

VII.6.5.b Formules usuelles de trigonométrie
Dérivées

D’un point de vue formel la dérivée de la fonction ¢ — e*’ est la fonction ¢ — 7 e*’, or pour tout nombre réel ¢, on
a:ie'’ = —sin(t) + 1 cos(). On retrouve ainsi facilement que la dérivée de cos est —sin et que la dérivée de sin est cos.

Transformation de produit en somme

Les formules transformations de produit en somme sont tres faciles a retrouver.
Soit a et b deux nombres réels, on a par exemple :
eld yeia giby o-1b
_ (el(a+b) yeilab | gi-a+h) el(—a—b))

cosacosb =

1 (ei(a+b) +e—i(a+b) ei(a—b) +e—i(a—b))

=- +
2 2 2
On retrouve donc :

1
cosacosh = E(cos(a+ b) + cos(a— b))

Transformation de somme en produit

Les formules transformations de somme en produit sont également trés faciles a retrouver. Soit p et g deux
nombres réels, on a d’une part : e*” +e'7 = (cos p + cos g) + i (sin p +sin q) ; d’autre part en remarquant que :
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pPta, pr-a

VII. Nombres complexes
+ —_
etq:p a_p q;ilvient:
2 % 2 2 + +
; ; [Pd (o p=q 1 p=q
elp+e“7=elT(elT+e_lT)=2(cosp—q A

> isinT)cosp;q.
En identifiant parties réelles et parties imaginaires, il vient :

2

+
cosp+c0sq=2€osp q

cos P4
2

+ —_
sinp+sinq=25inp—qcosqu

VIL.6.5.c Linéarisation de polynomes en cos x et en sinx
VII.6.5.d Exercices divers

Exercice VIL6.6.

Soit o un nombre réel. On considére la suite (Cy,) 1\ définie par :

n

Cp= Z cos(ka)

k=0 2F
Exprimer C, pour n € IN, sans signe somme. En déduire la limite de la suite (Cp).

n

in(k
Solution Il suffit d’introduire la suite (S,) ,eN définie par: S, = Z sin(ko) .
On a alors, pour n € N* :

iz 2k

n

CatiSn=3 cos(ka) + 1 sin(ka) _ n gl

k
~ n (el(x )
k k ’
k=0 2 k=0 2% o\ 2
On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique, donc :

i(n+a el (n+a e~ia —ia i(n+a ina
_ e—l 1- Ry 1- 5 1-¢& & ___ &
. on+ 2 2 on+1 on+2
Cn + lsn = ia = ia —-ia = 1 ;
- (1_67)(1_62 ) l—-cosa+y
d’oli:

4—2COS0— cos (2(::1)“) cos (n(x)
Cﬂ + lSn =

| +1

. sin | (n+1Da sin | na
2sino— (2"*1 ) 2(,, )
5—4cosa
On en déduit que pour tout entier naturel n :

‘ 4—2c0osa— cos((n+1)(x) + cos (n(x)
Cn=Re(Cp+1iS,) =

on—1 n
5—4cosa
On sait que pour tout ne N :
cos((n+1)a) 1 cos (na) 1
< et —| < —;
on-1 on-1 on on’
De plus : nglllm o1 = nglllm P 0; donc par comparaison :
cos((n+1Da cos (na
lim ( ) = lim L =0.
n—+oo 2n-1 n—+oo n
Par somme puis par quotient on en déduit que :
. 4—2cosa
lim C,= ——.
n—+o0 5—4cosa
O

VIL.7 Géométrie et nombres complexes

Le plan 2 est muni d’'un repére orthonormé direct (O;7,7).
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VIL.7.1 Propriétés générales

THEOREME VIL7.1
Soit A, B, C, D (A # B et C # D) quatre points d’affixes respectives : za ; zp; zc; 2p; 0 un réel et r un réel strictement
positif. les propositions suivantes sont équivalentes.

(1) CD=rABet (E,(ﬁ'] =0 (mod2m)

@ zp-zc=rez-2za)
ZD — ZC ;

@ —==re
ZB—2a

DémonstrationOn sait que A# B, donc: (2) <= (3).

Démontronsque: (3) <= 1.zp—zc et zg — za sont les affixes respectives des vecteurs CD et AB ; donc: CD = |zp — z¢| et AB = |z — za .

De plus, d’aprés la relation de CHASLES sur les angles de vecteur : (AB ,CD ) = (i ,CD ) - (i,AB ) ;

d’ou: (ﬁ,ﬁ) = arg(zp — z¢) —arg(zp — za) (mod 271). Deux nombres complexes non nuls sont égaux si et seulement si ils ont méme module et
mémes arguments, donc :

B) <« b~ % =r et arg(M)Ee(modZJﬂ.
ZB — ZA ZB ~ ZA
En utilisant la propriété (4) du théoréme VII.3.3 page 84, on en déduit que :
zZp—2z
3B) <= M =r et arg(zp-zc)—arg(zg -z =0(mod2m).
Iz = zal

D'otiilvient: 3) < (1).0

VIL.7.2 Ecriture complexe de quelques transformations usuelles

Dans le tableau VII.2, pour chaque transformation, M désigne un point d’affixe z et M’ désigne I'image de M.
Lécriture complexe exprime l'affixe de M’ en fonction de celle de M.

Transformation M a pour image M’ | Définition géométrique | Ecriture complexe
u(u)
M’ ,
Translation de vecteur ii(u) MM’ =i Z=ztu
i ueC
0ol3
Q(w)
- N I _ 2
Symétrie de centre Q(w) R oM’ =-QM “ Z+ew
_] weC
M Q(w)
. , —_— Z=k(z-w)+w
Homothétie de centre Q(w) . M OM' = kOM N
j weCetkelR
et de rapport k
oly
M oM' =Q 1
_ Q)T M =OM Z=ez-w+o
Rotat d tre QQ t —_—
otation ’ecenre (w) e 7 { (QM,QM'):G weCetfeR
d’angle 6
oM’ = QM ,
Réflexi t 3 —_ N _——
é ex10yn par,rappor a (T, Y ) __ (T, M ) z =z
I'axe réel
oM’ = QM ,
Réflexi t 3 — _ —
é le,:xmr} par .rap.por a 7,.0M ) __ (f, QM) z Z
axe imaginaire
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96 VII. Nombres complexes

TABLE VIIL.2 — Ecriture complexe de quelques transformations

VIL.7.3 Affixe du barycentre d’'un systeme de points pondérés

On déduit de la définition du barycentre et des propriétés des affixes de vecteurs le théoréeme suivant.

THEOREME VIL.7.2
Soit Ay, Ay, ..., Ay, n points d’affixes respectives za,, za,, ...,2a, €t aj, Az, ..., &y, 7 nombres réels dont la somme n’est

pas nulle.
Laffixe, zg, du barycentre G du systéme de points pondérés {(A;,a;), (A2,02),...,(A,,an)} est:

n
Z Ok 2Ay,
k=1
G=—F
D o
k=1
Exemples
za+z
1. L'affixe du milieu de [AB] est : % ;
ZA+zp+z
2. Laffixe du centre de gravité du triangle ABC est : %
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Chapitre VIII

Intégration

VIII.1 Primitives d’une fonction

VIII.1.1 Introduction
Les intervalles considérés dans cette partie ne sont jamais réduits a un réel.
DEFINITION VIIL.1.1

Soit f une fonction et I un intervalle sur lequel f est définie.
Les primitives de f sur I (s'il en existe) sont les fonctions F définies et dérivables sur I vérifiant pour tout x €1:

F'(x) = f(%).

Exemples
) 3 3
1. Considérons la fonction f : x — x°. Les fonctions x — Y etx— 5 + 7 sont deux primitives de f sur R.

2. Lafonction In est une primitive sur ]0,+oo[ de la fonction x — —.
X

Nous admettons le théoréme suivant.

THEOREME VIII.1.1
| Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur I.

On sait que la dérivée d'une fonction constante définie sur un intervalle est la fonction nulle définie sur cet intervalle.
On sait également que si une fonction définie sur un intervalle a une dérivée nulle alors cette fonction est constante.
On en déduit le lemme suivant.

LEMME VIIL.1.2
Soit I un intervalle.
Les primitives sur I de la fonction nulle sont les fonctions constantes définies sur I.

THEOREME VIII.1.3
H Soit f une fonction continue sur un intervalle I et F une primitive de f sur L.

Les primitives de f sur I sont les fonctions x — F(x) + k ou k est une constante réelle.

Démonstration Soit k € R et G la fonction définie par : G(x) = F(x) + k. G est la somme de deux fonction dérivables sur I, elle donc dérivable sur I
et pour tout x€ I, ona: G'(x) = F (x) + 0 = f(x); donc G est une primitive de f sur L.

Réciproquement, soir G une primitive de f sur I, démontrons qu’elle ne different de F que d'une constante.
Pour tout x eI, ona: (G-F)(x) =G (x) = F (x) = f(x) - f(x) = 0; donc G — F est une primitive sur I de la fonction nulle, on en déduit que G — F est

une fonction constante x — k définiesurI;d’'ou: G=F+k.O
3

X
Exemple Les primitives sur R de x — x2 sont les fonctions de Ia forme x — 3 +k (avec ke R).

Remarque On déduit du théoreme VIII.1.3 que deux primitives d’'une fonction sur un intervalle différent d’'une constante.

THEOREME VIII.1.4
Soit f un fonction continue sur un intervalle [, aelet be R.

Il existe une unique primitive de f sur I prenant la valeur b en a.
Démonstration

Existence Soit G une primitive de f surI et F la fonction définie par : F(x) = G(x) — G(a) + b.
F est une primitive de f surI et F(a) = G(a) —-G(a)+ b = b.
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98 VIII. Intégration

Unicité Soit H une primitive de f sur I prenant la valeur b en a, démontrons que H =F.
Les fonctions F et H ont le méme ensemble de définition : I. De plus ce sont deux primitives sur I de f, elle ne different donc que d’'une
constante, k. Ona: k=H(a)—F(a) =b—-b=0;donc: H=F.

O

1
Exemple L'unique primitive de x — — sur ]0, +oo[ prenant la valeur 7 en 10 est la fonction x — In(x) —In(10) + 7.
X

VIIL.1.2 Détermination pratique

En pratique pour déterminer une primitive d’'une fonction sur un intervalle, on utilise les tableaux suivants qui
sont essentiellement déduits des tableaux du paragraphe VI.1.3.

| fonction | primitive | Intervalle |
x—k (keR) x— kx R
2
X
X— X X— — R
2
X+l —00,0[ ou 10, + si n<-1
x—x" avecneZ\{-1} X— 1=00,0[ 0u0, +ool .
n+l R si n>0
2 3
x— Vx X §x5 10; +o0[
Xx+— sinx X+— —COSX R
X+— COSX X+— sinx R
P T U T
x— l+tan“ x ou x — > X+— tanx ——+kn,—+kn| (aveckeZ)
COS“ X 2 2
x— e~ x—e* R
1
X— — x— In|x| ] —00,0[ ou ]0, +o0[
X

TABLE VIII.1 - Primitives des fonctions élémentaires

fonction primitive remarque
u+v U+V
ku kU
un+1
U xu" avecneZ\{-1} 7 sin<—1alors u#0surl
n
u/
— 2vVu u>0surl
Vu
u/
— In|u| u#0surl
u
u'e” el
1
x— u(ax+Db) x— —U(ax+Db)
a
vV x (1 ov) Uov

TABLE VIII.2 — Primitives et opérations sur les fonctions

Exercice VIIL1.1. Déterminer une primitive sur R* de x — 2x3 +3x2+ -
x

1
Solution La fonction x — 2x° +3x” a pour primitive sur R la fonction x — 5x4 +x° et la fonction x — x~° a pour

primitive sur R* la fonction x — —2x~2.

L. 5 1 5
Une primitive sur R* de x — 2x> + 3x% + — estdonc x — —xt+ - ~—-0
X 2 2x
Exercice VIII.1.2. Déterminer une primitive sur IR de x — cos(2nx) +5 e3*,
Solution Une primitive de cos est sin, x — cos(2nx) est de la forme x — cos(ax + b) avec a = 2n et b = 0; donc

3x

1 L R 1 o
X— 2— sin(2nx) est une primitive sur R de x — cos(2nx). De méme, x — 5 e’* une primitive sur R de x — e3* ; donc
b

1 5
une des primitives sur R, de x — cos(2nx) + 5e3% est x — o sin(2mx) + 5 e*. o
B
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Exercice VIIL1.3.  Déterminer une primitive sur R de f : x — (3x* - 2x +3)(x% —2x2 +3x +1)

10
11

- . .ou A
Solution Considérons la fonction u: x— x° —2x*+3x+1. Ona: f = u'u'® donc la fonction ST est une primitive sur

R de f.

1
Une des primitives sur R de x — (3x — 4x +3)(x* —2x% +3x+1)"® est x — ﬁ(X3 —2x2+3x+1)". 0

Exercice VIII.1.4. Déterminer une primitive sur R de f : x —

1u

1 1
Solution Considérons la fonction u:x— x*+1.Ona: f = > donc la fonction 3 In|ul, c’est-a-dire 3 Inu (car Ia
u

fonction u est positive sur R), est une primitive sur R de f.

Une des primitives sur R de x —

X
x2+1

VIII.1.3 Exercices

VIIIL.1.a. Déterminer une primitive sur R de
x—3x° —x® + vV2x% - 2x% + 3x—1In2.

VIIL.1.b. Déterminer une primitive sur R de

1 2
est x — Eln(x +1).0

VIIL.1.f. Déterminer une primitive sur R de
x—50sin(3x+2).

VIIL.1.g. Déterminer une primitive sur IR de

—52 13 7

x—xe ", X—5x2+3x—1+——— +—.
) . o 2 x x> xt

VIII.1.c. Déterminer une primitive sur |- 3’ +oo| de VIIIL1.h. Déterminer une primitive sur R de

5 . 5x" —2x*+8x3 —5x%> +6x—1

T 3x+2 x4 ' oo
VIIL1.d. Déterminer une primitive sur | —co, — 3 de VIIIL.1.i. Déterminer une primitive sur ] ~33 [ de tan.
P 5 _ VIIL1.j. Déterminer une primitive sur IR de
3x+2 X — sinx- cosx.

VIIIL.1.e. Déterminer une primitive sur R de

T
VIII.1.k. Déterminer une primitive sur ] -, = [ de
x— 100c0s(2x + 3). P 2’2

X—tanx+ tan3 X.

VIII.2 Premiers calculs

VIII.2.1 Introduction

~i

Dans tous ce chapitre le plan est muni d'un repére orthogonal (O;7,7).
Osx=<1

O<sys<l

Lunité d’aire est I'aire du rectangle d’inéquations : { =

o FIGURE VIIL1 -
On se propose d’aborder une théorie qui nous permette de calculer

pour une fonction positive, f, définie sur un intervalle [a, b] I'aire dé-
limitée par la courbe de f, I'axe des abscisses et les droites d’équa-

b
A f fl)dx
a
tions x = a et x = b. Cette aire sera notée : f f(x)dx.
a

b
f(x) dx selit «intégrale deaab de fdex déx» ou « somme dea a

b de f de x dé x ». . a o 5 b
FIGURE VIIL.2 -

Nous verrons que, f f(x) dx, aun sens méme si a > b ou si la fonc-
a

tion f n'est pas positive sur entre a et b.

A travers I'histoire les calculs d’aires ont longtemps occupés les hommes de sciences. LEIBNIZ' et NEWTON ont
construits, de facons indépendantes et presque simultanées, une théorie de détermination d’aires et de volumes par
le calcul intégral.

La construction rigoureuse du calcul intégral dans le cas des fonctions continues fut établie dans la premiere
moitié du XIxe siecle par CAUCHY .

1. LEIBNIZ Gottfried Wilhelm savant Allemand 1645-1766.
2. CAUCHY Louis Augustin mathématicien Francais 1789-1857.
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100 VIII. Intégration

Au milieu du x1xe siecle RIEMANN ° généralisa cette théorie 2 une classe plus grande de fonctions. L'idée de cette
théorie consiste a découper la région dont on cherche l'aire en rectangles verticaux et 'aire de la région est alors
la limite des sommes des aires des rectangles quand leurs bases tend vers 0. La théorie de I'intégrale actuellement

1 0 1 [0 1
a=-0.68 b=1.19 a=-0.68 b=1.19

FIGURE VIIL.3 - Integrale de Riemann.

utilisée par les mathématiciens est la théorie présentée par LEBESGUE” dans la these qu'il soutint en 1902. Lexposé
de cette théorie requiert généralement un niveau licence. En simplifiant, on peut dire que Lebesgue découpa la région
dont on cherche I'aire en tranches horizontales et non verticales, comme I’avait fait Riemann. La encore, la théorie de
Lebesgue étend celle de Riemann a une classe plus grande de fonctions et la communauté mathématique considere
cette théorie comme satisfaisante.

VIIL.2.2 Intégrale d’'une fonction constante
C - - 1
Lintégrale de a a b de la fonction x — ¢, ou a, b, ¢ sont des réels tels que : a< b et N
¢ =0; est'aire de la région d'inéquations : asx<b 7 I
’ O0sysc \

b 1

Ce nombre est noté : f cdx. 0 a 7 b
a
On adonc: ,
f cdx=cb-a) (VIIL.1)
a

Nous étendons la formule (VIII.1) aux cas ol ¢ est négatif ou b < a.

Exemples
1. Calculer les intégrales suivantes, puis les illustrer graphiquement.

7 2 7 -1
f 3dx; f 3dx; f -2dx; f -2dx.
2 7 -1 7

5 5 t
2. Calculer les intégrales suivantes : f Adx; f dx et f 3dx.
2 2 1

Remarque La variable d’intégration est muette.

7
Exemple Calculer : f 3dt.
2

VIIL.2.3 Intégrale d’'une fonction en escalier

Soit [a; b] un intervalle non réduit a un point. Une subdivision, o, de [a; b] est une suite finie et strictement crois-
sante xo = a, X1, *** , Xn—1, Xn = b. Le pas de cette subdivision est le plus grand des nombres x; — x;_; pour i € [1;n]
Exemple

e 1;1,5;2.

e 1;1,3;1,6;2.

e 1;1,3;1,5;1,6;2.
sont des subdivisions de [1;2] de pas respectifs : 0,5; 0,4 et 0,4.

Tout élément de la premieére subdivision est élément de la troisieme, on dit que la troisieme est plus fine que la pre-
miére.

Plus généralemant si o et o’ sont deux subdivisions d’un intervalle [a; b] la subdivision que I'on notera o U o', consti-
tuée des éléments des deux subdivisions, est une subdivision plus fine que o et ¢’.

3. RIEMANN Bernhard mathématicien Allemand 1826-1866.
4. LEBESGUE Henri Léon mathématicien Francais 1875-1941.
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DEFINITION VIIL.2.1
Une fonction en escalier sur [a; b], f, est une fonction a laquelle on peut associer une subdivision o de [a; b] telle que

f soit une fonction constante sur chaque intervalle ouvert 1x;_1, x;[.

Remarques
1. Sic’ est une subdivision de [a; b] plus fine que o, alors ¢’ peut également étre associer a f .
2. En pratique, on introduit les nombres cy,---,¢;, -+, ¢y, tels que sur chaque intervalle 1x;_1, x;[ la fonction f est

constante et vaut : c;.

Soit f une fonction, positive et en escalier sur [a; b], o est une subdivision de [a; b] associée a f et c1,---, ¢y, les
nombres tels que pour tout i € [0;7—1] : f = ¢; sur [x;_;; X;]. Lintégrale de f de a a b sera l'aire de la région &
délimitée par les droites d’équations : x = a; x = b; 'axe des abscisses et la représentation graphique de f; c’est-a-
dire la région constituée des points dont les coordonnées vérifient le systeme :

as<sx<b
0<sys< f(x)

I est constituée de n rectangles. Pour i variant de 1 4 n, le i-éme rectangle a pour base x; — x;_1 et pour hauteur c; il
adonc pour aire: (x; — x;—1)¢;. On en déduit que :

N\ \\\
k ‘ ‘ FoR— ‘ ‘ ‘ ‘ - b=x,

a= X

FIGURE VIII.4 - Intégrale d'une fonction en escalier positive.

b n
f f(x)dx:aire(,@)zZ(x,-—x,-_l)c,-.
a i=1

Nous admettons que cette aire est indépendante de la subdivision choisie. Ce qui justifie les définitions suivantes. Si
on avait pris une subdivision plus fine (y;) j<» en notant d; la valeur de f sur]y;,, x;[, on obtenait :

m
aire () = .Zldj(xj - Xxj-1).
]:

Plus généralement on a la définition suivante.

DEFINITIONS VIIIL.2.2
Soit f une fonction en escalier sur [a; b] (f n’est plus nécessairement positive sur [a; b]).

b
1) Lintégrale de f entre a et b estle nombre noté : f f(x)dx; défini par :
a
b n
f fdx =Y (x;—xi-1)ci
a

i=1

ol (x;) est une subdivision de [a; b] associée a f.

(2) ,
f fx)dx= —f fx)dx
b a

Remarque Les valeurs des f(x;) sont sans importance dans le calcul de cette intégrale.

Soit a et f deux nombres, nous désignerons par max(«;f3) le plus grand des deux et par min(a; ) le plus petit. Nous
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102 VIII. Intégration

étendons ces définitions au cas des fonctions. )
Considérons par exemple sur I'intervalle [—1;3] les fonctions f: x — Exz etg:x— —x+4.Sur [-1;2] : g= f; alors

\A
4 Cgf

\]

1

FIGURE VIIL.5 — min et max de deux fonctions.

que sur [—1;2] : f = g; nous en déduisons que max(f, g) et min(f, g) sont définies par :

gx) sixe[-1;2]
fx) sixe€]2;3]

fx) sixe[-1;2]

min(f, g)(x) = {g(x) si x €]2;3]

max(f, g)(x) ={

Nous admettons le théoréeme suivant.

THEOREME VIIL.2.1
Soit f et g deux fonctions en escalier sur un intervalle [a; b] respectivement associées a des subdivisions o retog.

Les fonctions f + g, Af (avec A € R), f x g, max(f, g) et min(f, g) sont des fonctions en escalier sur [a; b] associées a
la subdivision o r U o

VIII.2.4 Activité

E . |
A f o

78
3 { I {
E 2 1
 — | 1 °
3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7
A
-2 —

FIGURE VIII.6 — Représentations graphiques de deux fonctions en escalier.

8 8
1. Calculer:f fx) dx;f g(x)dx.
-3 -3

Que remarque-t-on en termes de majorations ?
5

8
fx)dx etf f(x)dx.
3 5

8 5 8
Comparer d'une part :f f)dx avecf f dx+f f)dx;
3 -3 5

2. Calculer: f
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5 8 5
d’autre part : f fx)dx avecf f(x) dx+f f(x)dx.
-3 -3 8
8
3. Tracer la représentation graphique de 2 f, puis calculer : f 2f(x)dx.
-3
Que remarque-t-on?

8
4. Tracer la représentation graphique de f + g, puis calculer : f (f+gx) dx.
-3

Que remarque-t-on?

VIIL.2.5 Propriétés des intégrales de fonctions en escalier

Lactivité ci-dessus suggere les théorémes suivants que nous admettons.
THEOREME VIII.2.2 LINEARITE

Soit f et g deux fonctions en escalier sur un intervalle [a; b] et a un nombre réel.
1)
b b b
f (f+ex)dx= f fx) dx+f g(x)dx.
a a a
(2
b b
f of(x) dxz(xf fx)dx.
a a
Remarques

1. Plus généralement : f (af +Pg)(x)dx= O(f f dx+ﬁf g(x)dx.
2. Lintégrale d’'une combinaison linéaire de fonctions est la conbinaison linéaire des intégrales. On dit que I'inté-
grales des fonctions en escalier est linéaire.

THEOREME VIIL.2.3 COMPARAISON DES INTEGRALES
Soit f et g deux fonctions en escalier sur un intervalle [a; b].

b b
Si f = gsur|a,b] alors: f fx) dx;f g(x)dx.
a a

Remarque Le théoréme n’est pas établi dans le cas d’une inégalité stricte.

THEOREME VIII.2.4 RELATION DE CHASLES
Soit f une fonction en escalier sur un intervalle I et a, b et c trois éléments de I.

b c c
f f(x)dx+f f(x)dxzf f(x)dx.
a b a

VIII.3 Intégrale de Riemann

VIIL.3.1 Définition

Nous allons maintenant définir I'intégrale d'une fonction quelconque comme une limite comune d’intégrales de
fonctions en escalier.
DEFINITION VIIL.3.1
Soit f une fonction définie sur un intervalle [a; b].
Nous dirons que f est intégrable au sens de Riemann sur [a; b] 'il existe deux suites (f},) neN €t (gn) zeN de fonctions
en escalier vérifiant les propriétés suivantes :

1) Pour tout entier naturel n, onasur [a;b] : f, < f < gu.

b b
(2) Les suites (I,) et (J,;) définies par: I, = f frnx)dxet], =f gn(x) d x; sont adjacentes.
a a

b
La limite commune de ces deux suites est : f fx) dx.
a
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Pour justifier cette définition, nous devons établir que la limite commune des suites (I,;) et (J;) est indépendantes des

suites (f) et (gn)-
Soit deux suites (ky) ,eN €t (In) ,eN de fonctions en escalier vérifiant :

— Pour tout entier naturel n, onasur [a; b] : k, < f <.

b b
— Les suites (K,) et (L,,) définies par: K;, = f kp(x)dxetL, = f l,(x) d x; sont adjacentes.
a a

Désignons par ¢ leur limite commune.

b
Nous devons démontrer que : £ = f fx) dx.

a
On a, sur [a; b], pour tout entier naturel n: f,, < f < I;
donc par comparaison des intégrales, pour tout entier naturel n: I, <L,,.

b
Par comparaisons des limites (théoréme I11.7.7), nous en déduisons que : f fx)dx<¢.
a

b b
En comparant k, et g, on démontre de méme que : £ < f f(x)dx.Donc:¥€= f fx)dx.
a a

Il serait maintenant intéressant connaitre quelques fonctions intégrables au sens de Riemann. Nous admettons le
théoréme suivant.

THEOREME VIII.3.1
|| Les fonctions continues sur un intervalle [a, b] ou monotones sur [a, b] sont intégrables au sens de Riemann sur [a, b].

VIIL.3.2 Sommes de Riemann

VIII.3.2.a Introduction

Pour démontrer le théoreme VIII1.3.1, il faut considérer une fonction continue sur un intervalle [a, b] puis construire
les suites adjacentes (I,;) et (J ;). Pour construire ces suite qui convergent vers l'intégrale de f et donc sont des approxi-
b

mations de f f(x) dx; on utilise les sommes de Riemann.

a
Soit f une fonction définie entre autre sur [a; b], (x;)ie[o,n) €St une subdivision de [a;b] et &;,---,E, des nombres
tels que pour tout i € [1;n] : &; € [x;_1; x;]. La somme de Riemman de f sur [a, b] associée a (x;) et a (§;) est'intégrale
de la fonction en escalier, f,, définie par:

Yie[l,n], ci = f(&)

On a alors :
n

b
f fe() dx =Y (xi — xi-1) f (&)
a

i=1

b
On devine que cette derniere intégrale sera une appriximation de f f(x) dx d’autant meilleure que la subdivision
a

associée sera fine et que les &; auront été choisis judicieusement.
En pratique on choisit le nombre, 1, d’intervalles de la subdivision, puis on prend la subdivision a pas constant :

b-a o . b-a
h = ——Lasubdivision, o, est alors définie par: x; = a+ k—— = a+ kh.
n n
Nous admettons le théoréme suivant.

THEOREME VIIL.3.2
Soit f une fonction continue ou montone sur [a b] et (I;;) une suite de sommes de Riemann de f sur [a, b], associées

aoy.

b
La suite (I,;) est convergente et sa limite est : f f(x) dx.
a

Remarque Ce théoréme peut servir a démontrer le théoreme VIII1.3.1

Nous allons maintenant examiner des exemples communs de sommes de Riemann. Le premier a un intérét théorique,

les suivants permettent de calculer des valeurs approchées d’'une intégrale. Nous supposerons dans tous ces exemples

que la fonction f est continue sur [a, b] et nous calculerons une somme de Riemann de f sur [a, b] associée a 6 ,,. Nous

aurons ainsi :

b-a
n

b n n
f fe(x)dx= Y fE)=h) f&).
a i=1 i=1
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VIIL.3.2.b Sommes de Darboux

Nous admettons le théoréme suivant : par une fonction continue, 'image d’'un intervalle fermé borné est un in-
tervalle fermé borné.
Soit i € [1;n], posons :

m;= inf f(x) et M;= sup f[f(x)
X€[xj-1,%;] X€[x_1,%;]

D’apres ce théoréme, pour tout i € [1; 7] : f([x;—1, x1]) = [m;, M;].
1l existe donc deux nombres &; et E;. éléments de [x;_;, x1] tels que : f(§;) =m; et f (E,;-) =M;.
Nous appellerons respectivement somme de Darboux” inférieure et somme de Darboux supérieure de f relativement
a g, les nombres s, (f) et Sg,, (f) définis par:

n n
So, ()= my(xi — xi-1) et So,(f) =) M;(x;i—xi-1).

i=1 i=1
On peut visualiser les sommes de Darboux en utilisant Geogebra.

7
Exemple On se propose d’encadrer f f(x) dx entre deux sommes de Darboux dans le cas de la fonction
1

f:x»—>§+1+sinx.
On entre successivement les instructions suivantes dans la ligne de commandes :
- f(x) =1+x/ 3 + sin(x)
- n=6
— SommeInférieure[f, 1, 7, n]
— SommeSupérieure[f, 1, 7, n]

n==6 n =50
- _—
3 3
.
2 24
/1 /l
fo fo
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
a=11.83549 a = 13.55007
b = 15.71542 b =14.02338

FIGURE VIII.7 - Sommes de Darboux.

D’aprés la figure VIIL.7 : s54(f) =11,83--- et Sg(f) =15,71---

VIIL.3.2.c Méthode des rectangles

On choisit, pour tout i € [1,n] : §; = x;_; ou &; = x;
Remarques
1. Lorsque la fonction f est monotone, ces valeurs approchées coincident avec les sommes de Darboux.
2. Sif est dérivable sur [a, b] et si |f’| est majorée par une constante M sur [a, b] alors on peut démontrer que :

b b—a M 2
) f(x)dx—Ti:Zif(Ei) <o b-a’

VIIL.3.2.d Méthode du point médian
Xi-1+X;

On choisit, pour tout i € [1,7n] : §; = 5

5. DARBOUX Jean-Gaston mathématicien Francais 1842-1917.
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2 ¢ \2 Cgf\\\\ §
7 I AN

FIGURE VIII.8 — Valeur approchée d'une intégrale par la méthode des rectangles.

FIGURE VIIL.9 — Valeur approchée d'une intégrale par la méthode des points médians.

Remarque Si f est dérivable sur [a, D] et si | f ’| est majorée par une constante M sur [a, b] alors on peut démontrer
que:

b-a
n

b
f fx)dx—
a

n M 9
i:ZIf&i) <, (b-a’.

VIIL.3.2.e Meéthode des trapezes

On choisit, pour tout i € [1, n], xi; tel que: f(&;) = M

Les &; sont bien définis grace a la continuité de f et au théoreme des valeurs intermédiaires.

0 4
0 1 2 3 4 5 6

FIGURE VIII.10 — Valeur approchée d'une intégrale par la méthode des trapezes.
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Remarque Si [ est deux fois dérivable sur [a, b] et si | f"| est majorée par une constante M sur [a, b] alors on peut
démontrer que :

b-—a
n

b
f f)ydx—
a

f €< 2L - a?
Hf NSV

VIIL.3.3 Exemple d’intégrale d'une fonction usuelle

On rappelle que la partie entiére d'un nombre réel, x, est le plus grand entier relatif inférieur ou égal a x. La partie
entiere de x sera ici notée | x]. Pour tout nombre réel, x, | x| est’entier vérifiant :

lx] <x<|x]+1.

On définit de méme la fonction plafond par :

[x] =—|-x]

[x] est donc le plus petit entier relatif supérieur ou égal a x. Pour tout nombre réel, x, [x] est 'entier vérifiant :
[x]-1<x<[x].

Pour tout n € N, on adonc: n = | x] = [x]. Ces fonctions permettent d’encadrer n'importe quel réel entre deux entiers
consécutifs (ou égaux si le réel considéré est un entier) :

VxeR, lx] < x<Tx].
On rapelle que pour tout entier naturel 7 :

i 2 nn+hen+ D

k=0 6

Dans cette activité, f désigne la fonction x — x? (on rappelle que f est strictement croissante sur R**) et a désigne un
nombre réel strictement positif. On se propose de démontrer que la fonction f est intégrable sur [0;a] et d’exprimer

b
f f(x) d x en fonction a.
a

Pour tout entier naturel non nul 7, on définit sur [0;a] les fonctions f, et g, par:

fo=r(5][Z]) g0 =f ([ )

ntauo x

1. Dans cette question, a =3 et n =6.
a. Représenter sur un méme graphique les fonctions : f, fs et gs.
b. Déterminer Ig et Jg.

2. Dans cette question n désigne un entier naturel non nul fixé.

a. On veut subdiviser I'intervalle [0;a] en n intervalles de méme amplitude.

Donner les éléments et le pas de la subdivision.
o

a «
b. Démontrer que pour tout élément k de [0; 7] : f, (k—) =gn (k—) = f(k—).
n n n
o«
c. Démontrer que pour tout élément k de [1; n], les fonctions f;, et g, sont constantes sur l'intervalle | (k—1)—; k—|.
non
En déduire que f;, et g, sont des fonctions en escalier associées a une subdivision qu'’il conviendra de préciser.
d. Déduire de I'étude menée en 2.c que :
o« (n-1@2n-1) o« (m+1@2n+1)
X ————— et =—XxX—".

6 n? Jn= 6 n?

I,=

3. a. Apres avoit préciser le signe des suites (I,) et (J,;), étudier leur monotonie (on pourra calculer le quotient de deux
termes consécutifs).

b. Démontrer que les suites (I,;) et (J,;) sont adjacentes.
4. Déterminer la limite commune des suites (I;,) et (J;). Puis dériver cette limite par rapport a a.
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VIII.4 Théoreme fondamental de 'analyse

VIII.4.1 Probléme ouvert

Etudier la suite (uy,) neN (limite éventuelle et sens de variation) définie par, 1y = e —1, et pour tout nombre entier
naturel, n: uy 1 =-1+(m+1u,.
Tous les théorémes, toutes les calculatrices et tous les logiciels sont utilisables a volonté.

VIII.4.2 Théoreme fondamental de ’analyse

Soit f une fonction continue, positive et croissante sur un intervalle

I, a un élément de I et Cgf la représentation graphique de f.
A tout élément, t, de I tel que t = a, on associe le nombre F(¢) défini ) ’V
comme l'aire, en unités d’aires, de la région délimitée par I'axes des ]
abscisses, Cff et les droites d’équations x = a et x = ¢ (voir fig. VIIL.11). /%;Z; ;F:( t;) 2;
Soit fyp un nombre réel ot la fonction F est définie. On aimerait sa-
voir la fonction F est dérivable en fy. Soit i un réel strictement positif o 0| = r

1

suffisamment petit pour que F(#y + h) soit défini(voir fig. VIIL.11). FIGURE VIIL11 —

Désignons X la région hachurée dont l'aire est : F(#y + h) — F(#). 74
est incluse dans un rectangle de base h et de hauteur f () + h) et inclus
un rectangle de base h et de hauteur f(fy). On en déduit que :

f (1) [
hx f(ty) < F(to+ ) —F(tg) < hx f(to + h). (gf/ j

En divisant membre & membre par /& qui est positif, il vient : o O] = to to+h

f(t() +h)f————————

F(ty + h) —F(1p) FIGURE VIIL.12 —

fl) < Y < f(to + h). (VIIL.2)

Pour h négatif, on a:
—hx f(to+h) <F(tp) —F(to+ h) < —h x f(t).
En divisant membre a membre par —h qui est positif, il vient :

F(to + h) —F(f)
h

La fonction f est continue en fy, donc: }lim flo+h) = f(t).
—0

flto+h) < < f(to). (VIIL3)

Par comparaison des limites dans (VIIIL.2) et (VIII.3) il vient :

. F(to+h)-F(n)
lim ———— = f(
h—0 h fto)
Ainsi F est dérivable en f#; et son nombre dérivé en 1 est f(#). Plus généralement, pour tout élément, ¢, ou F est défi-
nie : F'() = f(¢). Donc F est une primitive de f.
Soit a et b deux éléments deItelsque:a=a=b.Ona:

b
b | rwar
f f(t)dtZF(b)_F(ﬂ). f a
¢ Gy 7,
Soit G une autre primitive de f. Il existe une constante, k, tel que :
G=F+k.Onadonc:

a  Of a 5 b

b
G(b)-G(a) = (F(b)+k)—(F(a)+k) = F(b)~F(a) = f f(Hdt=F(b)-F(a). FIGURE VIILI3 -
Cette étude suggere le théoréme suivant que IalOllS admettons.

THEOREME VIII.4.1 THEOREME FONDAMENTAL DE I’ANALYSE

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux éléments de I et F une primitive de f sur L.

b
f F(0di=Fb)—F(a).
a

Remarques
1. Enreprenant le dernier argument de I'étude précédente, on démontre que I'intégrale ne dépend pas de la primi-
tive choisie.
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VIIL.4. Théoréme fondamental de I'analyse 109

2. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle, I, dont la dérivée, f’, est continue sur I et a et b deux éléments de
I. La fonction f est une primitive sur I de Ia fonction f' continue sur cet intervalle, donc :

b
Fb) - f(@ = f Fodr.

Notations et vocabulaire
1. Onécrit:

b
f f(dt=[F()])=Fb) -Fa).
a

2. L'expression « [F(t)]Z » se lit : « F(t) pris entre a et b »
3. aetb sontles bornes de I'intégrale.

Exemples
1. Lafonction sin est continue sur R et a pour primitive sur cet intervalle la fonction, —cos; donc:

L
f sin(#) dt = [-cost]§ = (- cosm) - (—cos0) =2.
0

2. Lafonction, f:x— 3x% - 6x, est continue sur R et a pour primitive sur cet intervalle la fonction, F: x — B -3x° ;
donc:

3
f_lf(t)dtz [2-31%]°, = (3% -3x3)— (1)} -3(-1)?) = 18+4 =22,

COROLLAIRE VIII.4.2
Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux éléments de I.
a
1) Ona: f fyde=o.
b ¢ b
2 Ona: f f(t)dt:—f fde.
a a
Démonstration Soit, F, une primitive de f surI.Ona:
a
1) f f(t)dt=F(a)—F(a) =0.
a
a b
@ fb f(t)dt=F@~F(b) = —(Fb) - F(a)) :—f fnde. 0
a
COROLLAIRE VIII.4.3

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et @ un élément de I.

X
La fonction, x — f f () dt, estla primitive de f sur I nulle en a.
a

Démonstration  Lexistence et I'unicité d'une telle primitive sont garanties par le théoreme VIII.1.4.

X
Considérons une primitive, F, de f surI et désignons par G la fonction : x — f fdte.
a
a
Ona:G(a) = f f(#) dt=0.De plus, pour tout élément, x,del,ona:
a
G(x) =F(x) - F(a).
En dérivant membre a membre cette identité par rapport a x, il vient : G'(x) = f(x).
Donc G est la primitive de f sur Inulle en a. O
. o 1 . .
Exemple La fonction In est la primitive sur ]0;+oo| de t — ; nulle en 1. Donc, pour tout nombre réel strictement
positif, x :

*dre
f = (n#]y =lnx—Inl=Inx.
1

La fonction In peut étre définie comme I'intégrale de la fonction inverse.

Interprétation graphique

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle I, a et b deux éléments de I avec: a < b.
b

Le nombre, f f () dt, estla valeur de I'aire, en unité d’aire, de la région délimitée par la courbe représentative

a
de f, 'axe des abscisses et les droites d’équations : x = a et x = b. Voir figure VIII.13.
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3
Exercice VIIL.4.1. Calculer:f [Stz +3t+ 1) dt.
-1

3 3 2 3

r 7 188
Solution f (5t +3t+1)dt=|5—+3—+1t| =61,5— (——) =——0o

1 3 2 1 6 3
Exercice VIII.4.2. Calculer : f 6 (3cos2t—2sin3t) dt.
0
Solution Ona: ,
§ sin2t _cos3t]s 3 V3 2 9v3-8
f (3cos2t—2sin3t)dt= |3 ] :—x———=\/_—.
0 0o 2 2 3 12
O
Exercice VIII.4.3. Calculer : fo s sint (3 cos? £ —2cos® t) dt.
1
4.

Solution Introduisons la fonction, u: t — cost, et la fonction polynéme, P : t — 3 t

Ona:u'(t)=—sint etP'(1) =213 - 3t2. Donc, pour tEIFt:sint(3cos2 r—2cos’ t)=u' xP'(w)(1). Ainsi :

I

6
f sint(3cos*t—2cos® ) dt =
0

§ 9 3v3 (1)_25—12\/5
5| = :

1
—cos*t—cos’t| =—=-—"-
2 32

O

n
Exercice VIIL.4.4. Calculer : f 3 cos’tdt.
0

Solution Pourt€R,ona: cos® ¢ = cos £ (cos? £)° = cos £ (1 —sin? £)” = cos £ (sin® £ — 2sin? £ +1).
5 3
t
Introduisons les fonctions : u:t—sint et P:t— =" 2; +t.
PourtoutteR: u'(t) =cost et P()=t*-2F%+1.
Dongc, pour tout t€ R : u' (t) x P(u(t)) = cos t(sin4 r—2sin®t+ 1) = cos’ r.
D’ouil vient :
n .5 3
3 I sin°t 2 3 9v3 3 3 49v3
f cosstdtz[P(u(t))]Oz —Zsindt+sinr =L——£+£=—\/_.
0 5 3 o 160 4 2 160

VIIL.4.3 Exercices

4 2 dr
VIII.4.a. Calculer : f 5x3 +4x® +3x-5dx. VIII.4.h. calculer : f .
1 4 V2t+1
5 x 3
VIIL.4.b. calculer : f (2x-3)d¢; f (2t-3)dret VIIIL4.i. calculer : f (2t+3)v2r+3dt.
0 0 0
X
_ 3 rdt
fo @x-3)dt. VIILA4.j. calculer : f T
n 1 t4+1
2 . 3 ef d t
VIIIL.4.c. calculer : (5cos6t—3sin9t) dt. VIIL4.K. calculer : f Rl
0 4.k. : TIER
1 est—1

n

5
. 2t 5t x
VIIL.4.d. calculer : fz (56 2e ) dt. VIIIL.4.l. calculer : f ’ sintcos® rdt.

0

3 3 pig
VIII.4.e. calculer : 2dt. 2
¢. caleuier fo t2dt VIIL.4.m. calculer : f cos’tdt.

0

I
2

VIIL.4.n. calculer : f sin® rdt.
0

9
VIILA.f. calculer : f Vidr.
0

VIIIL.4.g. calculer : f ‘e
4.8, v

VIIL.5 Proptiétés algébriques

VIILI.5.1 Relation de Chasles

THEOREME VIIL.5.1 RELATION DE CHASLES
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Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et a, b, c trois éléments de I.

b c c
Ona: f f(t)dt+f f(t)dt:f fde.
a b a
Démonstration  Soit F une primitive de fsurl.Ona:

b c c
f f(t)dt+fh [ dr=Fb) -F@) + (Fc) - Fb)) =F(c) -F(a) :f fodr.
a a

Interprétation graphique

Si f est positive sur I et si, a < b < ¢, désignons par D la

région délimitée par la courbe représentative de f,1'axe J
des abscisses et les droites d’équations : x = a et x = c. Cgf
Le théoreme VIII.5.1 signifie que : D,

O| a 7 b
FIGURE VIII.14 -

aire (D) = aire (Dy) + aire (D2)

3
Exercice VIIL.5.1. Calculer : f lt—1|dt.
0

Solution Eliminons la valeur absolue. L'expression sans valeur absolue de ||t —1|| est donnée par le tableau ci-

dessous.

X 1
lt-11[1-¢r ¢ ¢-1

D’aprés la relation de Chasles, on a donc:

3 1 3 1 3 12
f It—lldzf |t—1|d+f It—lldzf 1—td+f t—ld:[t——
0 0 1 0 1 2

1

0

VIIL.5.2 Linéarité

THEOREME VIII.5.2 LINEARITE DE 'INTEGRALE
Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I, et a, b deux éléments de I.

1) Ona: ) , ,
f (f(t)+g(t))dt=f f(t)dt+f gndt.
a a a
(2) Ona:
b b
f (xf(t)dt:(xf fde.
a a

Démonstration Soit F et G deux primitives surI de f et g.
1 F+ G est une primitive sur I de, f + g, donc:

b b b
f (f(t)+g(t)) dt=F+G)(b) - (F+G)(a) =F(b) + G(b) —F(a) — G(a) =F(b) —F(a) + G(b) - G(a) :f f dt+f g(r)dr.
a a a

2) oF est une primitive sur I de, af, donc:

b b
f(xf(t)dt:ch(b)—ch(a):cx(F(b)—F(a)):(xf fndze.
a

a
O

On dit que 'intégrale est linéaire. Cela signifie que I'intégrale d”une combinaison linéaire de fonctions est la combi-

naison linéaire des intégrales.
b b
Remarque En particulier : f -fyde= —f fde.
a a

Exemple
7

3[27(21‘2—1)dt—2f27(3t2+4)dt=f7(3(2t2—1)—2(3t2+4))dtzf ~11dt=-55.

2 2

2010-2011

série S



112 VIII. Intégration

Exercice VIIL.5.2. On rappelle 'identité : (a + b)6 =ab +6a°b+15a*b? + 2043 b3 + 15a* b? + 6ab’ + b°.
LY
Calculer : f Zn cos® rdzr.

2
Solution Pour tout nombre réel, t,on a:

elt+e—l[ 1 . . . . . . 1
cosbr= (? =% (e16”+6e14”+15e12t+20+ 15e_12[+6e_14t+e_16t) =35 (cos6t+6cos4t+15cos2t+10).

On en déduit que :

£l

sin6t sin4t sin2t 2 10m 57
+3 +15 +10¢t =—=—.
6 2 2 _ 32 16

I
2

2 1
f cosbrdr=—
_ 25

(SR

O

Remarque Pour intégrer la fonction t — cos® t, nous I'avons exprimée comme combinaison linéaire des fonctions :
t—cos6f; t— cos4t; t— cos2tett— 1.

Plus généralement, une fonction qui se présente comme un polynéme ot les indéterminées sont les fonctions cos et
sin est appelé polynéme trigonométrique.

Pour intégrer un polynéme trigonométrique on peut le linéariser; c’est-a-dire I’exprimer comme combinaison linéaire de fonctions

t—cosnt et t—sinbt ou n désigne un entier naturel.

VIIL.5.3 Exercices

VIIL5.a. Calculer : fS [t+2|dt. 2. En déduire A et B. x

0 3n VIIL5.e. En linéarisant cos? , calculer : f ’ cos’trdr
VIIL.5.b. Calculer : f ! cost| dt. OE

05 VIIL.5.f. En linéarisant sinz, calculer : f ’ sintdt
VIIL.5.c. Calculer : f |(x - 1)2 - 4| dr. 0 .

0 1 1 VIIL.5.g. En linéarisant cos®, calculer : f ’ cos>rdt
VIIL5.d. On pose : A = f cos*tdtetB= f sin® rd . 0
1. En ne calculer ni A ni(;%, calculer : A+ B eto A—B. VIIL5.h. En linéarisant sin® , calculer : fo ’ sin®rdr

VIII.6 Propriétés de comparaison

Afin d’illustrer les théoremes par des exemples les plus proches possible des questions d’examen, on introduit la

1 1
suite (U,) ,eN définie par: Uy =f e’ dret pourn=1,U, =f a-n"etdt.
0 0
VIIL.6.1 Signe del'intégrale

THEOREME VIIIL.6.1
Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a, b deux éléments de I.

Sia<betsi f est positive sur [a; b], alors :

b
f fnyde=o.
a

Démonstration Soit F une primitive de f sur I. La fonction f est positive sur [a; b], donc F est croissante sur cet intervalle. Ainsi : F(b) —F(a) = 0;
b
c’est-a-dire : f f(Hde=0.0
a

Exemple La fonction exp est positive sur [0;1], donc:Ug = 0.

THEOREME VIII.6.2
Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et a, b deux éléments de I.

Sia<betsif < gsurla;b], alors:
b b
ff(t)dtsf g(ndr.
a a

Démonstration Soit F et G des primitives respectives de f sur. Ona: f < g sur [a; D], c'est-a-dire g— f =0 sur [a; b] ; d’apres le théoreme VIIL6.1 :
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b
f (g—f)(t) dt =0.0n en déduit le résultat désiré par linéarité. O
a

Exemples

1. PourneNette[0;1]:1—t<1et(1-1)"e’ estpositif; donc par produit : (1 - 1) le’ <(1-1)"e’.
Par comparaison des intégrales sur [0;1] : U4 < Uy,.

La suite est ainsi décroissante et minorée par 0 (voir exemple précédent) elle donc convergente.

2. PourneNette[0;1]:1<e’ <eet(l—1" estpositif; donc par produit: (1- )" < (1-1)"e' <(1-1)"e.

1 1
Par comparaison des intégrales sur [0;1] et par linéarité :f 1-9"dt<U, < ef 1-n"dze.
0 0

1 1 L | 1 e
Or:f A-p"de=|-——Q0- t)"“] =——;doncpourtoutne N: —— < U, < .
0 n+1 o n+1 n+1 n+1
Par comparaison des limites, (U,) converge vers 0.
COROLLAIRE VIIIL.6.3
Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a, b deux éléments de I tels que: a< b.
b b
U fde sf |f|de.
a a
b b b
Démonstration Ona: — | f| < f <|f] sur [a; ] ; donc par comparaison des intégrales : —f |[fn]de sf f(odt s[ |f(0]dt; cest-a-dire:
a a a
b b
U fnde sf |fn]de.
a a
O
Exercice VIIL6.1. Démontrer que pour tout nombre réel, x :e* > x + 1.
Solution

Six=0 alorse*=1etx+1=1,donc:e*=x+1.

Six >0 alors pourte [0;x], e’ > 1, carla fonction exp est croissante sur R. Donc par comparaison des intégrales :

X X
f efdtzf 1dr.
0 0

C’est-a-dire : e —1 = x. D’ot1 'on tire I'inégalité désirée.

Six <0 alors pourte|[x;0], el <1, carla fonction exp est croissante sur R. Donc par comparaison des intégrales :

0 0
f etdtzf 1dr.
X X

C’est-a-dire : 1 — e* < —x. D’ot1 I'on tire I'inégalité désirée.

O

@ Pour démontrer une inégalité du type, f <g, sur un intervalle du type, [a;b] ou [a;00[, il suffit parfois de vérifier que, f(a) < f(b), de

démontrer que , f'<g, sur cet intervalle puis de comparer les intégrales.
VIIL.6.2 Inégalité de la moyenne

THEOREME VIIIL.6.4 INEGALITE DE LA MOYENNE
Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a, b deux éléments de I tels que, a < b, et m, M deux nombres réels

tels que pour tout élément, ¢, de [a; D] : m < f(1) <M.
b
m(b— a)f f)dt<sM(b-a).

a

b r b
Démonstration On a: m < f <M sur [a; b]; donc, par comparaison des intégrales : f mdt sf f(ndte s[ Md¢t; c’est-a-dire :

a a a

b

m(b— a)f f()ydt<M(b-a).
a

Interprétation graphique Lorsque la fonction f est positive sur [a;b], ce théoréme signifie que I'aire du domaine
hachuré est encadrée entre les aires des rectangles de base, b — a, et de hauteurs m et M.
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N b

FIGURE VIIL 13~ fhégalité de la moyenne.

Remarque b — a n’est autre que I'amplitude de I'intervalle [a; b].

1 1 1 1
Exemple La fonction t — ? est décroissante sur R**, donc pour t € [3;5] : % < ? < 5

1
D’apres I'inégalité de la moyenne appliquée a t — 7z sur I'intervalle [3;5] :

2 5dr 2
<

— < — < —.
25 3 29

noq
Exercice VIIL.6.2. Déterminer la limite de la suite (u,,) définie par : u, = Z =6,
1 =t 111
Solution La fonction, f: t— P est décroissante sur R**, donc pour tout k € N*: 1 < p < T sur [k; k+1].

D’aprés I'inégalité de la moyenne appliquée a f sur l'intervalle [k;k+1] :

1 fk“dt 1
—< — <.
k+1 2 t k

En additionnant membre 4 membre les n inégalités ainsi obtenues pour k variant de 1 a n, il vient :

n 1 n k+1dt no1
— < — < —.
g1k+1 kglfk t 1;1’“

C’est-a-dire :

n+1dt
un+1—1<f — < Uy.
1 t

n+1 dt
Or:/ 7=ln(n+1);donc:
1
Vne N*, u,=In(n+1) et nliIP In(n+1) = +oo0.

Par comparaison des limites :

lim wu, = +oo.
n—+oo

Voir figure VIII.16.0

L'inégalité de la moyenne peut aussi s’énoncer de la fagon suivante.

THEOREME VIIIL.6.5 INEGALITE DE LA MOYENNE
Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a, b deux éléments de I, et M un nombre réel tel que pour tout élément,

t,de[a;b]: |f(t)| <M.

b
f f(nde <Mlb-al.
a
Démonstration |f(t)| <M, signifie : -M < f(¢) < M. Il suffit donc d’appliquer le théoréeme VIII.6.4 avec m = -M.Sia< b,ona: -M(b-a) <
b b
f ftd<sM(b-a);donc: f fydt|<sM|b-al.
a a
a b
Sibsa,ona:—M(u—b)sfb f(t)tdsM(a—b);donc:f fydt|<sM|b—al.0
a

6. Cette suite est appelée série harmonique.
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el T
N
N
\\Q\\ LIS N

FIGURE VIII.16 — Limite de la série harmonique.

1 n-2(-1)"
Exercice VIIL6.3. Déterminer la limite de la suite (uy,),,c\* , définie par : u, = — f sinzdt.
nJn
Solution On sait que : |sin| < 1 sur R. Donc, d’aprés I'inégalité de la moyenne appliquée a sin entre n et n—2(-1)" :

n-2(-1"
f sintdt
n

On en déduit que pour n € N*, en divisant membre 4 membre I'inégalité ci-dessus par n qui est strictement positif :

n-2(-1)"
f sintdt
n

<2

1
— <

S

[unl <

. . 2 . .. .
On sait que : 11111 — =0, donc, par comparaison des limites, la suite (u,) converge vers 0. O
x—+oo n

VIIL.6.3 Valeur moyenne d’une fonction

DEFINITION VIIL.6.1
Soit f une fonction continue sur une intervalle I et [a; b] un intervalle non réduit a un point inclus dans I.

1 b
La valeur moyenne de f sur [a; b] est le nombre réel p défini par: p = A f fdze.
—ala

Interprétation graphique Lorsque la fonction f est positive sur [a; b], ce théoreme signifie que I'aire du domaine
hachuré est égale a 'aire du rectangle de base, b — a, et de hauteur p. Voir figure VIII.17.

| |
T T

a 1 T T T 1
N b
Y,
FIGURE VIII.17 —le/aleur moyenne de [ sur [a; b].
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Interprétation cinématique Une droite (AB) est graduée et orientée de A vers B. Un point mobile sur I'axe par
de A alinstant fy pour arriver en B a l'instant, #;. La vitesse moyenne du trajet est le quotient de la distance
parcourue par le mis pour la parcourir, c’est-a-dire :

AB  x(n)—x(to)
h—1 - h—1 '

Umoy =

Désignons respectivement par x(#) et X(¢) 'abscisse et la vitesse du point mobile al'instant ¢. La valeur moyenne,
W, de la vitesse sur 'intervalle [fy; ;] vérifie :

2 1 1) — x(&
f)k(t)dtzt [x(t)]gzwzvmoy.

H:
h—1Jy 1— b h—t

On en déduit que la vitesse moyenne est la valeur moyenne de la vitesse.

Remarque On déduit de I'inégalité de la moyenne, que si m et M sont respectivement un minorant et un majorant de
fsurla;b],alors: m<p<M.

Exemples
1. Lavaleur moyenne de la fonction sin sur I'intervalle [0; 7] est :

1 (™ 1 —-(-D-(-1 2
P-1=—f sintdt:—[—cost]gzuz—.
1 Jo b U U
2. Lavaleur moyenne de la fonction sin sur I'intervalle [0;2n] est :
1 2" 1 (1) —(=(-1
p.g:—f sintdt:—[—cost]é“:wzo.
21 Jo 2n 21

VIII.6.4 Exercices

VIIL6.a. Peut-on, sans calcul, déterminer le signes des in- | VIIL6.d. 1. Justifier que pour tout ¢ € [E ; E] .
tégrales suivantes ? ] 2
1 dx 3 1< —<2.
a.f —_—. b.f e‘lInxdx. sin ¢
2 x2+1 3
1 dt 0.8 2. En déduire que :
c.f4 — d. e‘Inxdx. d
I cost 0,2 x
. 3 2. dt 6
VIIL.6.b. 1. Justifier que pour tout ¢ € [0;1] : =z gf — <.
T 1 sint W
O<e‘<e
16
2. En déduire que pour tout x € [0;1] : VIIL.6.e. Démontrer que : 105 < V x? + 144 d x < 140.
9
ril<e*<ex+l. VIIL6.f. Déterminer la valeur moyenne de x — x* sur
[1;4].
VIIL6.c. 1. Démontrer que pour tout x € [1;+oo(] : VIIL6.g. Déterminer la valeur moyenne de x — x? sur
(=1;1].
Inx<sx-1 . . . .
VIIL.6.h. Soit f une fonction continue sur un intervalle
2. Démontrer que pour tout x €]0;1] : [a; bl ; m, p et M sont respectivement un minorant, la va-
leur moyenne et un majorant de f sur [a; b].
Inx<x-1 Démontrerque: m< u <M.
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VIIL.7 Autres techniques de calcul

VIII.7.1 Intégration par parties

THEOREME VIIL.7.1
Soit u et v deux fonctions continiiment dérivables ‘sur un intervalle [ et a, b deux éléments de 1.

b b
fu'(t)v(t)dt:[u(t)v(t)]Z—f wn)v'(ndre
a

a

Démonstration On a: (uv) = u'v+uv' ; donc: u'v = (uv)’ — uv'. Les fonctions u et v sont contintiment dérivables sur I, donc les fonctions, v v,
(uv) et uv' sont continues sur I. En intégrant terme a terme la derniére identité, il vient :

b b b b
f u' (tyv(t) dt:f (uv)'(£) dt—f uv'(t)de= [u(t)v(t)]Z—f u(Hv'(r)dt.
a a a

a

O

T
Exercice VIIL.7.1. Calculer : f tsintdt.
0

Solution Posons: v(t)=tetu'(t)=sint.Ona, v'(t)=1, eton peut prendre : u(t) = —cost.
Les fonctions u et v sont contintiment dérivables sur IR, en intégrant par parties, il vient :

T 1
f tsintdtz[—tcost]g—f —costdt=m+[sint]j =m.
0 0

O

Exercice VIIL.7.2. Déterminer une primitive sur]0;+oo[ de la fonction In.
Solution D’aprés le corollaire VIII.4.3, La primitive de fonction In nulle en 1 est la fonction, F, définie par :

X
F(x):f Intdz.
1

1
Posons: v(t)=Intetu/'(t)=1.0Ona, V' (£) = — eton peut prendre : u(t) = t.

Les fonctions u et v sont contintiment dérivables sur ]0; +ool, en intégrant par parties, il vient :

X 1
F(x) = [tIn t]f—f tx R dr=xlnx—[f]f =xlnx—x+1
1

O

On peut étre amener a enchainer plusieurs intégrations par parties pour obtenir un résultat.
T
Exercice VIIL.7.3. Calculer : f t*costdt.
0
Solution Posons : v(t) = t*> et u'(t) = cost. On a, V() = 2t, et on peut prendre : u(t) = sin t.
Les fonctions u et v sont contintiment dérivables sur IR, en intégrant par parties, il vient :

L T L
f tzcostdtz[tzsint]g—f 2tsintdt=—2f tsintdt=-2n
0 0 0

O
T3
Exercice VIIL.7.4. Calculer:1= f e cos2tdt.
0

1
Solution Posons : v(1) = cos2t et u/(t) = e3!. Ona, V(1) = —2sin2t, et on peut prendre : u(t) = 3 e3l.

Les fonctions u et v sont contintiment dérivables sur IR, en intégrant par parties, il vient :

p1e

1
I=|=-€e3cos2t
3

T 2 1 1 27"
—f ——sin2te3’dt=—e3“——+—f sinted’dr.
0 0 3 3 3o

T

Calculons : f sin2te3 dt.
0

1
Posons : v(t) =sin2t et u'(t) = e, On a, V' (f) =2cos2t, et on peut prendre : u(t) = g e,

Les fonctions u et v sont contintiment dérivables sur IR, en intégrant par parties, il vient :

Tt

2

T T[2
f sin2re’’ dt= —f Zcos2te’’ dr=—-=1.
0 0 3

1
—e%sin2¢
3 0

7. Une fonction contintiment dérivable sur un intervalle, I, est une fonction dérivable sur I, dont la dérivée est continue sur I.
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4
Ainsi :31=e3" -1 - §I. On en déduit que :

O

Exercice VIIL.7.5. 1. (Uy,) est la suite introduite a la deuxiéme ligne de section VIII.6.

Déterminer une expression de U,,.; en fonction de Uy, valable pour tout entier naturel, n.

2. En déduire la résolution du probléme ouvert énoncé a la sous-section VIII.4.1
Solution 1. Soit n un entier naturel. Ona:

1
Upn+1 :f a-n"efdr
0

Posons: v(t)=(1—-0""etu/(H)=e'.Ona, v'(t)=-(n+1)(1- 1", et on peut prendre : u(t) = e’.
Les fonctions u et v sont contintiment dérivables sur IR, en intégrant par parties, il vient :

1
Uy =[(1— r)"“e’]é—fo —-(n+DA-n"e ' dr=-1+(n+1U,

Donc, pour tout entier naturel, n :
Upr1=-1+(n+1)U,

2. Ainsi la suite(U,,) a la méme relation de récurrence que la suite (u,) introduite a la sous-section VIII.4.1. Si de plus
ces deux suites avaient le méme premier termes, elles seraient alors égales.
On sait que : uy = e—1. Calculons Uy. On a :

1
Uy =f efdr= [et]é =e—1.
0
Les suites (Uj,) et (1) sont égales, donc la suite(u,,) est décroissante et converge vers 0. O

Pour établir la relation de récurrence d’une suite définie par une intégrale, on utilise souvent une (ou plusieurs) intégration par parties.

VIIL.7.2 Intégration et invariance géométrique

VIII.7.2.a Intégration de fonctions paires ou impaires

THEOREME VIIL.7.2
Soit f une fonction continue sur un intervalle I, symétrique par rapport a 0.

(1) Si f est paire, alors pour tout élément a deI:

f(t)dtzzf fodrt.
—-a 0

2) Si f est impaire, alors pour tout élément adel:

a
fnde=o.
—-a

Démonstration  Soit F une primitive de f surI.
X X
Si f est paire On introduitla fonction, G définie sur I par : G(x) = 2[ fnd t—f f(t) dt=2(F(x)-F(0)) - (F(x) - F(-=x))F(x) + F(-x) — 2F(0).
0 -X
La fonction F est dérivable sur I, donc G aussi et pour tout élément,x, de I: G'(x) = f(x) — f(~x) =0 (car f est paire).
a

a
La fonction G est donc constante sur I'intervalle I et pour tout élément,a, deI: G(a) = G(0) =0; d’out: f fde= 2[ fdt.
-a 0

Si f estimpaire On introduit la fonction, G définie sur I par : G(x) = fx f()dt=F(x)—-F(-x).
La fonction F est dérivable sur I, donc G aussi et pour tout élément,;,xde 1:G'(x) = f(x) + f(~x) =0 (car f estimpaire).
La fonction G est donc constante sur I'intervalle I et pour tout élément,a, de1: fa f(t)ydt=G(a)=G(0) = fo f(yde=0.
O —-a 0
Remarques

0 a
1. Lorsque f est paire, I'égalité est équivalentea: | f(f)dt= f fodte.
-a 0

a
En effet, on passe de I'une a I'autre en ajoutant ou en retranchant membre 4 membre f f®dte.
0
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0 a
2. Lorsque f est impaire, I'égalité est équivalentea: | f(t)dt= —f fnde.
-a 0

a
En effet, on passe de I'une a I'autre en ajoutant ou en retranchant membre a membref fde.
0

Interprétation graphique Lorsque f >0 sur R, voir figure VIII.18.
Dansle cas ou la f est paire, les domaines D; et D, ont la méme aire parce qu'’ils sont symétriques par rapport
al’axe des ordonnées. On en déduit que :

0 a
f(t)dtzf fodte
—-a 0

Dansle cas ot la f est impaire, les domaines D; et D, ontla méme aire parce qu’ils sont symétriques par rapport
al'origine. On en déduit que :

0 a
- f(t)dt:f JIGK;
—-a 0

&y . .
] J
D, Do —a Dy
—-a 0 - a D [9) - a
[ 1 1
y
aire impaire
p p

FIGURE VIII.18 — Intégrales de fonctions paires ou impaires.

Exemples

3 3 3 3
1. Lafonction x — x* est paire, donc:f tzdt=2f tzdt=2[§] =18.
3 0 0

3

2. Lafonction x — x° est impaire, donc :f ?dr=0.
-3

VIIL.7.2.b Intégration de fonctions périodiques

THEOREME VIIL.7.3
Soit f une fonction continue sur R et périodique de période T.

Pour tous nombres réels a et b.

a+T T b+T b
M f f(t)dt=f0 fde. @ Tf(t)dtzf Fdr
a a

a+

Démonstration  Soit F une primitive de f sur 1.
x+T
(1) On introduit la fonction, G, définie sur R par: G(x) = f f()dt=F(x+T)-F(x).
X
La fonction F est dérivable sur IR, donc G I'est aussi et pour tout élément,x, de R : G’ (x) = f(x+T) — f(x) = 0 (car f est T-périodique).

a+T T
La fonction G est donc constante sur I'intervalle R et pour tout élément,a, de1: f f(H)ydt=G(a)=G(0) = f fdte.
0

a
a+T

b+T T
2) On déduit de (1):fb [ dt:f f@ dt:f f()dt; cest-a-dire : F(b+T) —F(b) =F(a+T) —F(a).
0 a

b+T

b
D’ott: F(b+T)-F(a+T) =F(b) —F(a); c'est-a-dire : f fde= f f(nde.O
+T a

a

Interprétation graphique Lorsque f >0 sur R, voir figure VIII.19.
(1) Les domaines D; et D, ont la méme aire parce qu’ils peuvent étre coupés en deux morceaux tels que le
premier de D, est 'image du second de D; par la translation de vecteur T7 et le second de D, est 'image du
premier de D; par la translation de vecteur 2T7.

On en déduit que :
a+T T
f f(t)dtzf f®dte.
a 0

2010-2011 série S




120 VIII. Intégration

(2) Les domaines D3 et D4 ont la méme aire parce que D4 est 'image de D3 par la translation de vecteur T7.
On en déduit que :

b+T b
f(t)dt:f f(odrt.
T a

a+
2T7
&
@ /
Z T7 T7
7 7
D, D2 \ D3 Dy
N\
0] 7 T a a+T O 7 a b a+T b+T
FIGURE VIII.19 — Intégrale de fonction périodique.
Remarques
b+nT b
1. Plus généralement, pour tout entier relatif, n : fnde= f fnde.
a+nT

2. Lapropriété (1) du théoréme signifie que I'intégrale de f sur un ?ntervalle d’amplitude T est indépendante de cet
intervalle.

3. En particulier la valeur moyenne d’une fonction, f, T-périodique est la valeur moyenne de f sur un intervalle
d’amplitude T.

VIIL.7.3 Exercices

n

x 2
VIIIL.7.a. Calculer : f ’ tcostdt. VIIL.7.c. Calculer : f 2t dr.
0 0

2 2 m
reldtet f 2eldr. VIIL.7.d. Calculer : f t*sin2tdt.
0 0

VIIL.7.b. Calculer : f
0
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Chapitre IX

Dénombrement

IX.1 Notions Préliminaires

IX.1.1 Rappels et compléments sur les ensembles

Dans tout ce paragraphe, E désigne un ensemble fini.
— Le cardinal de E, noté card (E) ou card E, est le nombre d’éléments de E.
Par exemple, pour E={a, b,c,d}, on a: card (E) = 4.
— Lensemble des parties de E est noté H(E)
Par exemple, pour E = {a, b, c}, on a: card (E) = 3.
AE) = {@,1a},{b},{c}, 1a, b}, {a, c}, {b, ¢}, {a, b, c}} .
Ona: card (Z(E)) =8.
— Une partition de E est un ensemble de parties non vides de E, deux a deux disjointes, dont I'union est E.
Par exemple {{a},{b}, {c, d}} est une partition de {a, b, ¢, d}.

THEOREME IX.1.1 PRINCIPE D’ADDITIVITE
| Si{Ej,...,E,} est une partition de E, alors : card (E) = card (Ey) +--- + card (Ep).

THEOREME IX.1.2
Pour toute parties A et B d'un ensemble E, on a:

1) card (K) =card (E) — card (A).
(2) card (AUB) = card (A) + card (B) — card AN B)

Démonstration E E

>

o ®

1) {A,A} est une partition de E; donc :
card (A) + card (K) = card (E)

On en déduit la propriété.
2) {A\B,ANB,B\A} est une partition de AUB; donc:

card (AUB) = card (A \B) + card (AN B) + card (B\ A)

c’est-a-dire:
card (AUB) = (card (A\B) + card (AN B) ) + (card (B\ A) + card (AN B) ) — card (BN A)

Or {A\B,AnB} et {AnB,B\A} sont respectivement des partitions de A et B; donc :

card (A\B) + card (AN B) = card (A) et card (B\ A) + card (AN B) = card (B).

On en déduit la propriété. O
Exercice IX.1.1. Dans un groupe d’individus.
(1) 200 pratiquent le football, parmi eux 80 pratiquent le rugby et 30 le tennis de table ;
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122 IX. Dénombrement

2 160 pratiquent le rugby et parmi eux 25 pratiquent le tennis de table;
3) 50 pratiquent le tennis de table;

C)] 10 pratiquent les trois sports;

(5) 20 ne pratiquent aucun des sports cités.

Combien y a-t-il de d’individus dans ce groupe ?

Pour résoudre le probléme, on peut construire le diagramme ci-
contre.

E

F désigne I'ensemble des footballeurs etc. On peut répartir les in-
dividus en huit classes : _ o o
FNTNR; FNTNR; FNTNR; FNTNR; FNTNR; FNTNR; FNTNR; A
FNnTNR;
qui forment une partition de E. On en déduit la construction du ®_ _®
diagramme :
— D’apres (5) : card (ﬁnTmﬁ) =20; v
— D’apres (4) :card(FNTNR) =10;

ro s R . 20
— D’apres (1) 80 individus pratiquent le football et le rugby et on

sait que parmi eux 10 pratiquent les trois sports donc 70 pra- d“)
tiquent uniquement le football et le rugby : card (F meR) =
70;

— Deméme: card(FnTnﬁ) =20;

— Parmi les 200 footballeurs 100 (10+70+20) pratiquent donc au moins un des deux autres sports, d’olu :
card(FnTnﬁ) =100;

— D’apres (2) 25 individus pratiquent le rugby et le tennis de table et on sait que parmi eux 10 pratiquent les trois
sports donc 15 pratiquent uniquement le rugby et le tennis de table : card (ﬁ NnTN R) =15;

— Parmi les 160 rugbymen 10+70+15 c’est-a-dire 85 pratiquent au moins un des deux autres sports, donc :
card(ﬁnTnR) =75;

— Parmi les 50 pongistes 10+20+15 c’est-a-dire 45 pratiquent au moins un des deux autres sports, donc :
card(?meﬁ) =5;

On en déduit le nombre d’individu : 305.

Pour dénombrer un ensemble, on peut en faire apparaitre une partition.

IX.1.2 Produit cartésien d’ensembles

Le produit cartésien de deux ensembles E et F est 'ensemble, noté E X E des couples (x,y) ot x € E et y € E Lécri-
ture EX Fselit «E croix F ».

Exemple [EXF] a | b | ¢ |
PourE={1;2}etF={a;b;c},ona: 1 La | 4,0 | Lo
EXF={(l,a),(l,b),(l,c),(z, a),(2,b),(2,c)} 2 2a | b | 20

THEOREME IX.1.3
|| Lorsque E et F sont des ensembles finis : card (E X F) = card (E) x card (F).

a—>(1 a)

l—b (1,b)

/ \ C 1,0) Lorsqu’un ensemble E peut étre construit par un arbre ot on a :
—_—

— 17¢ étape : ny cas;
- 2¢ etape : pour chaque cas de ’étape précédente, ny cas;

a——— (2,a) — p° étape : pour chaque cas de I’étape précédente, np cas.
/ On a alors : card(B) =ny x np x---x np.

Z—b 2,b)

C — (2,0
Remarques
1. Plus généralement, on définit le produit cartésien de p ensembles : Ey X Ep X .- XE,,
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2. LorsqueEy, ..., E, sont finis, on a : card (Ey X E; X --- X E,,) = card (E;) x --- x card (E).
3. En particulier, 'ensemble EXE X ... XE est noté E”. Les éléments de EP sont les p-uplets, ou p-listes, d’élé-
| S
p fois
ments de E. Et on a : card (EP) = card (E)”.

Exercice IX.1.2. Combien y a-t-il de codes possibles dans un cadenas présentant quatre molettes de dix chiffres chacune.
Solution Considérons I'ensemble : E = {0;1; 2;3;4; 5;6;7;8;9}; card (E) = 10. Lensemble des codes est I'ensemble
des quadruplets (c1; ¢2; ¢3; c4) d’éléments de E. Il y a donc card (E4), c’est-a-dire 10000, codes possibles. O

IX.2 Factorielle

DEFINITION IX.2.1
Soit n un entier naturel, on appelle n! (lire : « factorielle n » ) 'entier naturel non nul défini par :

1x2x---xn ,sin#0;
nl =

1 ,sin=0.

Exemples
1. 0'=1;1!=1.
2. 5!=1%x2x3%x4x5=120;0uencore:5' =3!x4x5,

6! 12! 12x11x10%x9
3. —=5x6; = =445,
4! 4! x 8! 1><2><3fo
n!

Plus généralement, pour0<ps<n: — =+ x-xn.
4. ExerciceIX.2.1. Une meére a quatre 5et1'ts garcons, elle a acheté quatre voitures de couleurs différentes.
De combien de fagons peut-elle attribuer une voiture a chacun ?
Ellea:
> 4 choix possibles pour attribuer la premiére voiture;
> 3 choix possibles pour attribuer la deuxiéme voiture;
> 2 choix possibles pour attribuer la troisiéme voiture ;
> 1 choix possible pour attribuer la derniére voiture.
Soiten tout 4!=24.
5. Plus généralement pour construire une bijection d'un ensemble E vers un ensemble E de méme cardinal n. Ona:
> n choix possibles pour attribuer I'image du premier élément;
> n—1 choix possibles pour attribuer I'image du deuxiéme élément;

> n—k+1 choix possibles pour attribuer I'image du k¢ élément;

> 1 choix possible pour attribuer I'image du dernier élément.
Soit en toutn!.

On en déduit le théoréme suivant.
THEOREME IX.2.1
|| Le nombre de bijections d’'un ensemble E vers un ensemble F de méme cardinal n, est n!.

Exercice IX.2.2. Un groupe de six personnes décide de s’asseoir autour d’une table a six places. De combien de facons les individus peuvent
ils se répartir autour de la table ?

Solution Chaque répartition est une bijection entre 'ensemble des individus et 'ensemble des places, il y a donc 6!
répartitions possibles, c’est-a-dire : 720. O

Remarque Deux ensembles images I'un de I'autre par une bijection ont méme cardinal.

DEFINITION IX.2.2
|| Une permutation d’'un ensemble E est une bijection de E vers E.
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124 IX. Dénombrement

Remarque Si card (E) = n, alors il y a n! permutations de E.

IX.3 Tirage de p éléments dans un ensemble a n éléments

IX.3.1 Tirages successifs avec remise

Exercice IX.3.1. Une urne contient n billes, numérotésde1 a n.
On choisit une premier bille, on note le choix et on la remet dans I'urne.

On choisit une deuxiéme bille, on note le choix et on la remet dans 'urne.

On choisit une p-iéme bille, on note le choix et on la remet dans 'urne.
Combien y a-t-il de choix possibles ?

Solution
17 méthode L'ensemble des choix possibles est E?, il y en a donc : card (EP) = n”.

2¢ méthode On a n possibilités pour le premier tirage.
Pour chacune des ces possibilités, on a n possibilités pour le deuxiéme tirage.

On a n possibilités pour le (p — 1)-ieme tirage.
Pour chacune des ces possibilités, on a n possibilités pour le p-iéme tirage.
Soit au total : n” choix possibles.

THEOREME IX.3.1
Lorsqu’on pratique le tirage successif avec remise de p éléments d'un ensemble E a n éléments, le nombre de choix

possibles est : card (EP) = n”.

Remarque On peut avoir : p > n.

Exercice IX.3.2. Dans une classe de 17 éléves on doit choisir un responsable du cahier de texte par semaine et ceci pour les 33 semaines de
cours. Combien y a-t-il de répartitions possibles ?

Solution Désignons par E I'ensemble des éléves de la classe. Les répartitions possibles sont les 33-uplets d’éléments
de E (I'ensembles des répartitions possibles est donc E*); il y a donc : 17°% ; répartitions possibles, c’est-a-dire :
40254497110927943179349807054456171205137. O

IX.3.2 Tirages successifs sans remise

Exercice IX.3.3. Une urne contient n billes, numérotésde1 a n.
On choisit une premier bille, on note le choix et on ne la remet pas dans 'urne.
On choisit une deuxiéme bille, on note le choix et on ne la remet pas dans 'urne.

On choisit une p-iéme bille (p < n), on note le choix et on ne la remet pas dans I'urne.
Combien y a-t-il de choix possibles ?

Solution On a n possibilités le premier tirage.

Pour chacune des ces possibilités, on a n — 1 possibilités le deuxiéme tirage.

On a n— p+1 possibilités le (p — 1)-ieme tirage.

Pour chacune des ces possibilités, on a n — p possibilités le p-iéme tirage.
n!
——— choix possibles. O
p)!

Soitau total :n(n—1)---(n—p+1) = e

p facteurs
THEOREME IX.3.2

Lorsqu’on pratique le tirage successif sans remise de p éléments d'un ensemble E a n éléments, le nombre de choix
n!

possibles est: ———.

(n-p)!
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Remarque On a nécessairement :0< p < n.

Exercice IX.3.4. Une course de chevaux, pour le tiercé, a 17 partants. Combien a t-on d’arrivées possibles ?

Solution Désignons par E I'ensemble des chevaux. Les arrivées possibles sont les triplets d’éléments distincts de E; il
17!

donc: ————;
y adonc 17-3)!

arrivées possibles, c’est-a-dire : 17 x 16 x 15 =4080. O

Remarque Lorsque p = n, un tirage est une bijection de E vers {1;2;--- ; n} et on obtient n! tirages possibles.

IX.3.3 Combinaisons - Tirages simultanés

IX.3.3.a Combinaisons

DEFINITION IX.3.1
H Soit E un ensemble de n éléments et p un entier telque 0 < p < n.

Une combinaison de p éléments de E est une partie de E qui contient p éléments.

Exemple Pour E={a,b,c} et p =2.
Les combinaisons de deux éléments de E sont les parties : {a, b} ; {a, c} ; {b, c}.

Remarques

1. Dans un ensemble, les éléments sont deux a deux distincts.
Ainsi{a, b, a} n’est pas un ensemble car il contient deux fois a.

2. Deux ensembles qui contiennent les mémes éléments sont égaux.
Ainsi : {a, b} = {b, a}.

Notation Le nombre de parties (i.e. de combinaisons) de p éléments d'un ensemble de n éléments est noté C P ou
n

Exemples
3
1. Del'exemple ci-dessus, on déduit que : (2) =3;

2. E est un ensemble a n éléments. 1l n’existe qu’une partie de E qui contient zéro élément, c’est I'ensemble vide,

donc: (n) =1
0

n
3. une seule partie de E contient n éléments, c’est E lui-méme, donc : ( ) =1;
n

n
4. ilyaautant d’éléments que de singletons, donc : (1) =n.

THEOREME IX.3.3

Pour tous entiers pet ntelsque:0< p<n;ona:

n| n!
p] pln-p)

Démonstration Soit A une combinaison de p éléments de E. Pour former avec les éléments de A un p-uplet d’éléments distincts on choisit quel
élément sera le premier, quel élément (parmi les éléments restants) sera le deuxieme et ainsi de suite. Choisir un p-uplet d’éléments distincts de A
c’est donc se donner une bijection entre A et {1;... ; p}. On peut donc former p! p-uplets d’éléments distincts de A. Plus généralement, avec chaque

n
combinaison de p éléments de E on peut former p! p-uplets d’éléments distincts. Oril y a ( ) combinaisons de E a p éléments, il y a donc en tout
p

n
p!( ) p-uplets d’éléments distincts de E. Donc, d’apres le théoréme IX.3.2 :
p

) n!
PAp) = m=pr-

n| n!
p|  pn-p!
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]
Exemples

9 9! 9x8x7
1. =———=3x4x7=84.

3] T3Ix6l  1x2x3
5 (49) 49! 49 x 48 x 47 x 46 x 45 x 44

= = =44 x3 x46 x 47 x49 =13983816.
6 6! x 43! 1x2x3%x4x5x6

THEOREME IX.3.4

Pour tous entiers petntelsque:0<p<n;ona:

o b))
@ [0 )G

Démonstration Soit p et n deux entiers telsque: 0< p < n;

n n! n! n
1) = = = ;
p| pn-p! m-pl(n-m-p) |n-p

n-1 n-1 (n=1)! (n—=1)!
2 + = +
p-1 p (p-D((n-D-(p-D)! p((n-1-p)!
_ pn-1)! N (n-p)(n-1)!

pl(n-p)! pl(n—p)!
nn-1)!

" plin-p)
n!

st (7)) (5)-7)-5)

Remarques Les propriétés du théoreme IX.3.4 se justifient également par des arguments intuitifs simples. Soit E un
ensemble a n éléments.

1. Une combinaison de E a p éléments si et seulement si la combinaison complémentaire a n— p éléments. Il y a
donc autant de combinaisons de E a p éléments que de combinaisons de E a n— p éléments.

2. Danslecasotl < p<n-—1, on choisit un élément fixé e. Les combinaisons de E a p éléments se répartissent en
deux types; celles qui contiennent e et celles qui ne contiennent pas e. Une combinaison contenant e est I'union de

n
{e} avec une combinaison deE\ {e} a p—1 éléments. Il y a donc ( 1) combinaisons de E a p éléments contenant e.

o o Ny n-1 o
Une combinaison ne contenant pas e est une combinaison de E\ {e} a p éléments. Il y a donc combinaisons

o , . [n—1 n-1 n
de E a p éléments ne contenant pase; d’oi1 : + =
p-1 p p
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IX.3.3.b Triangle de Pascal

Onsaitque pour0< p<n,ona: p0 1 2 3 4 5
n-1 n-1 n 01
+ = |
p-1 p p 111

Ce résultat permet de calculer les nombres (n) de proche en proche, en for-

—

mant le triangle de Pascal ' a 'aide du schéma suivant :

(n—1)+(n—1)
=l P 5111|510 511

IX.3.3.c Tirages simultanés

Choisir p éléments parmi les 7 éléments d'un ensemble E c’est se donner une combinaison de E a p éléments; il

yadonc (n) facons de choisir p éléments parmi n.
p

Exercice IX.3.5. 25 individus doivent choisir trois d’entre eux pour les représenter.

De combien de facon peuvent-ils choisir leurs trois représentants ?
. ; . o . ; 25 .
Solution Les choix possibles sont les combinaisons de trois individus parmi les 25 du groupe, il y a donc ( 3 ) choix

possibles; c’est-a-dire : 2300. O

IX.3.3.d Laformule du bindme de NEWTON

THEOREME IX.3.5 FORMULE DU BINOME DE NEWTON °
Soit a et b deux nombres complexes non nuls et n un entier naturel (n # 0 si a+b = 0). On a :

ol 2

p=0 p
Démonstration Raisonnons par récurrence sur 7.

2o(n| - 0

Pourn=0,0na: y, a"PpP[ b’ =1=(a+b)°;
p=0\P 0

Légalité est donc vraie pour n = 0.

" (n 1 1

Pourn=1,ona: Y [ |a®PbP=| |a'b®+| |a®b'=a+b=(a+Db};
p=0\P 0 1

Légalité est donc vraie également pour n = 1.

k
P
Supposons I'égalité vraie pour un entier naturel non nul k, c’est-a-dire : (a + nk= Z Ck ak=PpP.
p=0

Ona alors :
(a+b*1 =(a+b)(a+bk

0 1 2 k
= (a+b)(Ckak+Ckak"lb+ Cia2p2+...+ CppF

k k
= Cza’“r1 +Ciakb+ Ciak’lbz+~~~+Ckabk)+(C2akb+C}cak’le+Ciak’2b3+~~+ckbk“)

0 0 I -1 k-1 ok k
=C a1y Ck+Ck)akb+m+(CZ +C£)ak—p+1bp+,,,+(ck +Ck)abk+ckbk+1
0 1 k k+1
:gkﬂak“+Ck+1akb+~-~+CZ+1ak”””b’”+-~~+Ck+1abk+ck:1bk“
+1 p
= Z Ck+1 akt1=rpp
p=0

1. Blaise PASCAL (1623 - 1662), mathématicien, physicien et philosophe frangais.
2. Isaac NEWTON (1642 - 1727), mathématicien, physicien et astronome anglais.
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Ou encore : (a-%—b)kJr1 =(a+b)(a+ b)k
k
P oj_
=(a+b) Y Ckak P pP
k P k
P oj_ P
=a) Ckak PbP+b Y Ckak PpP
p=0 p=0
k k
P og_ P
:chak p+1bp+zckak pbp+1
p=0 p=0
k k+1 _
Pog_ p-1 4
:chak p+lbp+zck le p+1bp
p=0 p=1
0 k p p-1 k
:Ckak—0+1b0+ 5 (Ck ak7p+1bp+ck ak-pipp +Ckak—(k+1)+1bk+1
p=1
0 k p k+1
:Ck+l 17040 4 Y (Ck+l ak—p+lbp)+ck+1 kH1-(k+D) P+
p=1
k+l ~p K+l
=2 Ck+1a PuP
p=0
Dong, par récurrence, la formule du binome de Newton est démontrée. O

Remarques
1. Cette formule explique le nom de « coefficients binomiaux » donné aux nombres

2. Laformule du binéme de Newton peut également étre établie a partir de considérations plus intuitives. Fixons n,
ona:

(a+b)"=(a+b)x---x(a+b). (IX.1)

~
n facteurs

a+ b est une somme de monoémes de degré 1 en a et b donc (a+ b)" est une somme de monomes de degrénenaeth;
c’est-a-dire de monomes de la forme : ap a" P b" ; en observant la formule (IX.1) on remarque que ap estle nombre de
fois ot1 apparait a" P bP dans le développement. Or les monoémes a" P b? apparaissent lorsqu’on prend a dans n— p
facteurs et b dans les p facteurs restants. Par conséquent, il y a autant de monémes a" " b” dans le développement

qu’il y a de fagons de choisir n — p facteurs parmi n ; c’est-a-dire : ( " ) ; ou encore: (n) ;donc:ay, = (n) , puis:
-p p
" [n
(a+b)"=> | |a"Pb”
p

Exemples

. 6 6) ~. (6\ 4.2 (6) .3 [4) .0 (6.5 (6),.
1L @+0)8 = |28+ [ 2%+ | |2%% + | 2343 + | |22t + | |2t + | 2048
0 1 2 3 2 5 6

=1x64+6x321 +15x16x (-1)+20x8x (—1)+15x4x1+6x2xL +1x1x(=1)
=—-117+441
2. (1+v2)® =1+5vV2+10v22+10vV23 +5v2* + V2°
=1+5V2+10x2+10x2V2+5x4+4V2
=41+29V2

COROLLAIRE IX.3.6
Soit E un ensemble a n éléments.

Le nombre de parties de E est : 2"

n
DémonstrationPour tout entier p tel que : 0 < p < n; le nombre de parties de Ea p éléments est:| |. Donc:

card@(E):(”)+(”)+ +( " )+(n):(n)1”x10+(n)11xl"_1+~-~+( n )1”‘1x11+(n
0 1 n—1 n 0 1 n—1 n

Remarque On aurait pu obtenir cette propriété sans utiliser la formule du binéme du Newton. En effet, numérotons
les éléments de E de 1 a n. Considérons une partie A de E, a chaque numéro associons € si I'élément correspondant
appartient a A et ¢ sinon, on associe ainsi a A un n-uplet d’éléments de {€, ¢}. En répétant le procédé pour toutes les
parties de A de E, on met en bijection I'ensemble des parties de E avec I'ensemble des n-uplets d’éléments de {€, ¢} ;
d’ot : card Z(E) = 2".

1°x1"=q+1"=2"0
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IX.3.4 Tableau récapitulatif

Le tableau ci-dessous récapitule les facons de calculer le cardinal de I'univers dans les principaux cas.

Tirages successifs de p éléments parmi n Tirage simultané de p éléments parmi n
avec remise n? n n!
. n! p| pln-p)
sans remise —_—
(n—p)!

TABLE IX.1 — Tableau récapitulatif
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Chapitre X

Calcul des probabilités

X.1 Calculs de probabilités

X.1.1 Vocabulaire des événements

X.1.1.a Expérience aléatoire

— Lorsqu’on lance un dé, six résultats sont possibles: 1, 2, 3, 4, 5, 6.
On dit qu’on a réalisé une expérience aléatoire (ou épreuve) comportant 6 éventualités ou issues et que I'univers
associé a cette expérience aléatoire est: Q ={1;2;3;4;5; 6}.

— Lelancer de deux pieces de monnaies distinctes est une expérience aléatoire comportant 4 éventualités. Luni-
vers associé a cette épreuve est: Q = {(P,P); (P, F); (F,P); (F,F)}.

Dans la premiére moitié de ce chapitre, les univers considérés sont des ensembles finis non vides.

X.1.1.b Evénements liés 2 une expérience aléatoire

DEFINITIONS X.1.1
Soit Q 'univers associé a une expérience aléatoire.

(0))] On appelle événement toute partie de Q.
()] On appelle événement élémentaire tout singleton de Q.

Exemples Dans le lancer d’'un dé :
1. «obtenir un nombre pair » est I'événement {2;4;6} ;
2. «obtenir un nombre premier pair » est 'événement élémentaire {2}.

Dans une épreuve, un événement est réalisé s’il contient le résultat de 'expérience. Par exemple, si on obtient « 4 »
lors d'un lancer de dé, I'événement « obtenir un nombre pair » est réalisé.
Le tableau suivant indique la signification des diverses expressions utilisées dans le langage des événements.

| Vocabulaire des événements | Signification ensembliste | Notation |
Univers Ensemble Q Q
Eventualité ou issue Elément de Q w(weQ)
Evénement Partie de Q AAcCQ)
Evénement élémentaire Singleton {w}weQ)
Evénement certain Partie pleine Q
Evénement impossible Partie vide @
Evénement « A ou B » Réunion des parties Aet B AuUB
Evénement « A et B » Intersection des parties A et B AnB
Evénements A et B incompatibles Parties A et B disjointes ANB=0
Evénement contraire de A Complémentaire de A dans Q A

Exemples Dans le lancer d’'un dé, on considére les événements A : « obtenir un nombre pair »;
B : « obtenir un nombre premier »; C : « obtenir 6 ».

1. Ona:AuB={2;3;4;5;6}; AUB estI'événement « obtenir un nombre pair ou premier ».

2. Ona:AnB={2};ANB estI'événement « obtenir un nombre pair et premier ».

3. Les événements B et C sont incompatibles.
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132 X. Calcul des probabilités

4. Ona:A={1;3;5};A est 'événement : « obtenir un nombre impair ».

X.1.2 Probabilité d’'un événement

X.1.2.a Introduction

On lance un dé bien équilibré ; 'univers associé a cette épreuve est: Q ={1;2;3;4;5;6}.
La chance d’apparition est la méme pour chaque face.

1
— Lévénement {2} a une chance sur six d’étre réalisé ; on dit que la probabilité de cet événement est s

1
— Lévénement {1;5} a deux chances sur six d’étre réalisé, on dit que la probabilité de cet événement est 3

1
« obtenir un nombre pair » est 'événement {2;4;6}, dont la probabilité est —.

L'événement certain a six chances sur six d’étre réalisé ; sa probabilité est 1.
— Lévénement impossible n'a aucune chance d’étre réalisé ; sa probabilité est 0.

DEFINITION X.1.2
Soit Q I'univers associé a une expérience aléatoire.

Une probabilité sur I'univers Q est une application P de Z2(Q) vers [0;1], qui  toute partie A de Q associe le nombre
réel P(A) appelé probabilité de I’événement A et qui vérifie les conditions suivantes :

— la probabilité d'un événement est la somme des probabilités des événements élémentaires qui le constituent;

— la probabilité de 'événement certain est 1;

- la probabilité de I'événement impossible est 0.

Remarques
1. La probabilité de I'événement élémentaire {w} est notée P(w). 0 Jor ] ]w] ] on
2. Une probabilité P est parfaitement déterminée par la donnée des P | pr || pi| | pn

probabilités des événements élémentaires.

Exemples On lance un dé pipé dont les faces sont numérotées de 1 a 6.

La probabilité d’apparition d’'un nombre pair est le double de la probabilité d’apparition d'un nombre impair et les
probabilités d’apparition de deux nombres de méme parité sont égales.

1. Déterminer la probabilité d’apparition de chaque face du dé.

L'univers est : Q = {1;2;3;4;5; 6}. Soit p la probabilité d’apparition d’'un nombre pair et q celle d’'un nombre impair.
Ona:p=2q.

Or:P(Q)=1;donc:3p+3q=1.

1 2
Onendéduitque:ngetng. w

Le tableau ci-contre donne la probabilité d’apparition de chaque face P(w)

du dé.
2. Quelle est la probabilité d’apparition d'un nombre inférieur ou égal a 4 ?

La probabilité cherchée est celle de I'événement : A = {1;2;3;4}.

Ona:PA)=P1)+P2)+P3)+P¥) = g

OO,
oINS

O | |~

Ol N

Ol—|w

O N

X.1.2.b Equiprobabilité

Lorsque les événements élémentaires d'une expérience ont la méme probabilité, on dit qu'il y a équiprobabilité.
Les situations d’équiprobabilité sont généralement suggérées par des expressions comme : « dé parfait », « dé non
pipé », « piece parfaite » « boules indiscernables au toucher », « cartes bien battues », « on tire au hasard » etc.

THEOREME X.1.1
Soit P une probabilité définie sur un univers Q.
card (A)

Dans I'’hypothese d’équiprobabilité, pour tout événement A,ona: P(A) = ———.
card ()

Démonstration Les événements élémentaires ont tous la méme probabilité, soit p cette probabilité. On a: P(Q) = 1; donc: pcard(Q2) =1; d’out:
1

P= Card (DN
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card (A)
card(Q)

On en déduit que pour tout événement A, on a: P(A) = pcard (A) =

Remarque Les éventualités de A sont appelés cas favorables et celles de (), cas possibles.
nombres de cas favorables

nombres de cas possibles

On écrit souvent : P(A) =

Exercice X.1.1. On lance deux dés parfaits et on note la somme des nombres obtenus.
Quelle est Ia probabilité d’obtenir 10 ?

Solution L'univers Q est I'ensemble des couples d’éléments de : {1;2;3;4;5;6}.
Ona:card(Q) = 62 = 36. « Obtenir 10 » est I'événement : {(4;6),(5;5),(6;4)}.

1
On est dans une situation d’équiprobabilité (dés parfaits), donc la probabilité cherchée est : Tk m|

Exercice X.1.2. On tire simultanément et au hasard 5 cartes dans un jeu de 32 cartes.

Quelle est Ia probabilité de tirer le roi de cceur ?
Solution L'univers Q) est 'ensemble des combinaisons de 5 cartes d’un jeu de 32, donc : card (Q2) = ( s ) =201376.

Les cartes sont tirées au hasard, on est donc dans une situation d’équiprobabilité.
Soit A I'événement : « tirer le roi de cceur ». Réaliser A c’est choisir le roi de cceur puis tirer 4 cartes parmi les 31 cartes

restantes; donc : card (A) =

31)
= 31465.
4

card (A) 31465 5
= =—=0,15625.0
card(Q) 201376 32

La probabilité cherchée est donc :

X.1.2.c Propriétés

THEOREME X.1.2
Soit P une probabilité définie sur un univers Q, A et B deux événements. On a:

(1) siAnB=galors: P(AUB)=P(A) +P(B);
2 PA+PA)=1.

Démonstration
1) Sil'un (au moins) des événements A ou B est impossible, alors la propriété est évidente. En effet si A = @ alors : P(AUB) =P(@ UB) =P(B) et
P(A) +P(B) =P(@)+P(B) =0+P(B) =P(B).
Siles deux événements sont possibles, alors quitte a numéroter a nouveau les éventualités on peut supposer que : A = {w7 ;... ;wpletB={wp+1;... ;0q}
Onaalors:AUB={wg;... HORE
p q q

d'ot: PA)+PB)= ) Pw;)+ Y P(w;)=) P(w;)=PAUB).

i=1 i=p+1 i=1
(2) PourB=A, onobtient: P(A) +P(A) =P(AUA) =P(Q)=1.0

Remarque Plus généralement, par récurrence, on déduit de (1) que si Ay, ..., A, sont des événements deux a deux
incompatibles, alors : P(A1) +---+P(A,) =P(AjU---UA,).
n n
Ce qui peut également s’écrire : P (U A= Z P(A).
On en déduit le théoreme suivant.
THEOREME X.1.3 THEOREME FAIBLE DES PROBABILITES TOTALES A
Si{Aj,...,A,} est une partition 1d'un événement A, alors : As _®
P(A) =P(A)) +---+P(A,). A,

THEOREME X.1.4
H Soit P une probabilité définie sur un univers Q et A, B deux événements.

Ona:P(AuB)=P(A) +P(B) -P(ANnB).

Démonstration
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Q
Notons A’ le complémentaire de AnB dans A et B’ le complémentaire de An B dans B.

Ona:A=(ANB)UA’ avec ANB)NA' =@;
donc:P(A) =P(AnB) +PA).
Ona:B=(AnB)UB, avec (ANB) NB' =7;
donc:P(B) =P(AnB)+P(B).
Tout élément de AU B est soit élément de A mais pas de B, soit élément de B mais pas [}
de A soit élément des deux. {A',A NB, B'} est donc une partition de AUB. On en déduit
que: P(AUB)=PA)+PB)+PANB)

P(AUB) = (P(A)) +P(ANB)) + (P(B) + P(ANB)) —~P(ANB)

P(AUB) =P(ANB)+P(AUB)

P(AUB) = P(A) + P(B) -~ P(ANB)
Exercice X.1.3.

respectivement par A et B les événements « N est pair » et « N est multiple de trois ».

®

Une urne contient 15 boules, numérotées de 1 a 15. On tire au hasard une boule et on désigne par N son numéro. On désigne

1. Déterminer la probabilité des événements A, B et AN B.

2. Calculer Ia probabilité des événementsA, B et AUB.

Solution 1. L'univers est:Q =1{1;2;3;4;5;6;7;8;9;10;11;12;13;14;15};
La boule est tirée au hasard on a donc équiprobabilité.

1
Pour tout événement élémentaire {w}, on a donc : P(w) = m N

7 5 1
d’'ou:P(A) =P({2;4;6;8;10;12;14}) = E;P(B) =P({3;6;9;12;15}) = -3
2
etP(AnB)=P({6;12}) = —.
15
- 8 - 2
2.Ona:P(A)=1—P(A)=l—5; P(B):l—P(B):§;
1 2

etP(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) = % + 3 15

X.1.2.d Evénements indépendants

DEFINITION X.1.3
H Soit P une probabilité définie sur un univers Q.

Deux événements A et B sont indépendantslorsque : P(ANB) = P(A) x P(B).

Dans le cas contraire, A et B sont dits dépendants.

Exemples

1. Dans une classe de 36 éleves, on aimerait savoir si les éleves littéraires sont meilleurs en sport que les éléves non
littéraires.

Un éléve est déclaré littéraire lorsqu’il a obtenu la _ Littéraires | Non littéraires | Total
. . ) Sportifs 18 6 24
moyenne en francais, sportif lorsqu’il a obtenu la _
. . . . Non sportifs 9 3 12
moyenne en éducation physique et sportive. Le ta-
bleau ci-joint récapitule les résultats de I'enquéte Total 27 9 36

menée dans cette classe. TABLE X.1 - sportifs & littéraires

On choisit au hasard un éléve et on considére les événements suivants.

S: «I'éléve est sportif »
L : «I’éleve est littéraire »

2 3 1
Ona:P(S) =§;P(L) = 1 etP(SNL) = E;donc:

P(SNL)=P(S) x P(L)

Les événements S et L sont indépendants.

18 2
Si on choisit un littéraire au hasard, la probabilité pour qu'’il soit sportif est : 73
6 2
Si on choisit un non littéraire au hasard, la probabilité pour qu'il soit sportif est encore : 3-3

Dans cette classe, les littéraires ne sont ni plus ni moins sportifs que les non littéraires.
2. Une classe comprend 15 filles et 21 garcons.

LYCEE PONTUS DE TYARD Terminale VI



X.1. Calculs de probabilités 135

On demande 'des Volonte'ures pou’r former une équipe Filles | Garons | Total
de football mixte, on obtient les résultats ci-contre. On ;
o I Volontaires 8 16 24

choisit un (ou une) éléve au hasard dans la classe et on -

N p PR Non volontaires 7 5 12
considére les événements F : « I’éléve est une fille » et

) AT . Total 15 21 36
V: « I'éléve est volontaire » . 9
Ona:P(F) = I ;P(V) = 3 etP(VNF) = 9 ;donc: TABLE X.2 — Volontaires par genre

P(FnNV)#£P(F) x P(V)

Les événements F et V sont dépendants.

8
Si on choisit une fille au hasard, la probabilité pour qu’elle soit volontaire est : T

16
Si on choisit un garcon au hasard, la probabilité pour qu’il soit volontaire est : T

Plus généralement, on définit 'indépendance de n événements.

DEFINITION X.1.4
Soit P une probabilité définie sur un univers Q.
n événements Ay, ..., A, sont indépendantslorsque pour tout sous-ensemble {i1,...,i,} de {1;...;n}, ona:

P

14
ﬂ Ajy
k=1

p
=[[P@A).
k=1

Remarque Les considérations précédentes permettent de calculer la probabilité de An B lorsque A et B sont des évé-
nements indépendants. Cette indépendance peut étre signalée dans I'énoncé. Mais elle peut aussi découler des condi-
tions de I'expérience; ainsi, il y a indépendance entre les résultats :

— de tirages successifs avec remise;

— de jets successifs d’'un dé, ou d’une piéce de monnaie.

Exercice X.1.4. On joue a pile ou face avec une piéce tordue ot la probabilité d’obtenir face est % et celle d’obtenir pile g On lance neuf fois
cette piece. On désigne par F) I'événement « obtenir face au 1°" lancer » puis Fs ...

Quelle est la probabilité de 'événement (F; etF; etFg) ?

Solution Les événements F1, F, et Fg sont indépendants donc :

1 3
P(F; etF, etFg) =P(F1) x P(Fy) x P(Fg) = (g) O
Exercice X.1.5. Un joueur de fléchettes dispose d’une cible carrée d’'un métre de coté. Il lance une fléchette, on suppose qu'il plante la

fléchette dans la cible, mais n’importe oi1 dans la cible. Ainsi la probabilité que la fléchette se plante dans une région R est I'aire, en métre carré

de cette région. Par abus de langage nous identifierons la région et 'événement correspondant. On consideére les événements suivants. A N;B
d; cl¥; DM

1. Démontrer que les événements A, B, C et D sont deux a deux indépendants.

2. Les événements A, B, C sont-ils indépendants ?

3. Les événements A, B, C, D sont-ils indépendants ?
Solution 1. Les aires des régions A, B, C, D représentent chacune la moitié de I'aire de la cible, donc :

P(A)=P@B)=P(C)=P[D) = %

D’oti:
P(A) xP(B) =P(A) x P(C) =P(A) x P(D) =P(B) x P(C) =P(B) x P(D) =P(C) x P(D) = i

Les intersections sont déﬁniespar:AOBB;AOCE;AHDB;BOCE;BQDB;C nDN
Les aires de ces intersections représentent chacune le quart de I'aire de la cible aire; donc :

P(ANB)=P(ANC)=P(AnD)=PBNC)=PBnND)=P(CnD) =i

Les événements A, B, C et D sont donc deux a deux indépendants.
2. On sait déja que les événements A, B, C sont deux a deux indépendants, pour savoir s’ils sont indépendants il ne

1
reste plus qu’a comparer P(A) x P(B) x P(C) avecP(ANnBNC). Ona:P(A) xP(B) xP(C) = g

1
AnBNnC estlarégion:E;donc:P(AmBmC) = rt
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Par conséquent les événements A, B, C sont indépendants.

3. On sait déja que les événements A, B, C, D sont deux a deux indépendants, pour savoir s’ils sont indépendants il ne
reste plus qu’a savoir si, lorsqu’on en choisit trois ou lorsqu’on choisit les quatre, la probabilité de I'intersection est le
produit des probabilités.

1
D’aprés I'étude menéeen 1. :AND=BnD;donc:AnNBNnD=AnD;dou:P(AnBND) = e

1
Or:P(A) xP(B)xP(D) = 3
Les événements A, B, C, D sont donc dépendants. O

X.1.3 Probabilités conditionnelles

Dans cette partie, un univers Q est muni d'une probabilité P.

X.1.3.a Introduction

Soit A et B deux événements (P(A) # 0). On cherche a connaitre la probabilité
que B se réalise sachant que A est réalisé. On appellera probabilité de B sachant
A cette probabilité et on la notera : P (B) ou P(B|A).

Pour répondre a cette question, il suffit en fait de prendre A comme nouvel uni-
vers. La probabilité sur ce nouvel univers est notée P5. On doit avoir: Po(A) = 1;
on choisit donc de définir, pour tout événement B, P4 (B) par:

PA(B) = P(B nA)' @

P(A)
DEFINITION X.1.5 PROBABILITE CONDITIONNELLE
Soit A un événement de probabilité non nulle.

P(BNnA)

La probabilité sachant A, notée Py, est la probabilité définie par : Pa(B) = PR
Exemples Reprenons les exemples de la définition X.1.3 (événements indépendants) page 134.
1. On choisit un éléve au hasard, sachant qu’il est littéraire, quelle est la probabilité pour qu’il soit sportif?
Solution P(SNL) 2 5 2

PO==0 =533

O

On remarque que : P1(S) = P(S).
2. On choisit une éléve au hasard, sachant qu'il est littéraire, quelle est la probabilité pour qu’elle soit volontaire pour
jouer au football ?

Solution P(VNF) 2 12 8
Pr(V) = =

PE 9 5 15
O

On remarque que : P(V) # P(V).

Remarque Dans les exemples ci-dessus, les probabilités conditionnelles peuvent s’obtenir par lecture directs dans les
tableaux X.1 et X.2 pages 134 et 135.

THEOREME X.1.5
Soit A et B deux événements tels que : P (A) # 0.

€)) A et B sont indépendants si et seulement si : P5(B) = P(B).
2) P(AnB) =PA(B) x P(A).

Démonstration
1) Po(B) =P(B) < =P(B) < P(A) x P(B) =P(BnA).
) C’est une conséquence de la définition X.1.5. 0

P(BNA)
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X.1.3.b Arbres pondérés

Pour schématiser une situation et effectuer rapidement les calculs de-
mandés, on représente souvent la situation étudiée par un arbre pon-
déré.
Larbre ci-contre représente le situation du tableau X.2 page 135.
D’apres ce tableau :

2 7 = = 15 5
P(V)—g,PV(F) = E,P(VOF) =33 " 3%
Déterminer la probabilité des événements : VAF;VAF;VnFetVnF.
Combien vaut la somme des probabilités des événements : VNF;
VNF;VNnFetVNF.

1
3 _F—VetF

~

2 Vv
3

2 F—VetF
3

[ )
7 _
12_F—VetF
NS
3

5 F—VetF
12

Remarque Un arbre pondéré est une représentation intuitive permettant une utilisation simplifiée du théoreme X.1.5.

X.1.3.c Théoreme des probabilités totales

_On se propose d'utiliser I'arbre pondéré ci-dessus pour déterminer P(F).
{V,V} est une partition de I'univers Q, donc {VNF,VNF} est une partition de E En utilisant le théoréme faible des

probabilités totales (théoréeme X.1.3 page 133) on en déduit que :

P(F)=P(VNF)+P(VNF)

or:
P(VNF) =P(V) x Py(F) =

X

36

W
W | =

donc:
PF) = >
127
Plus généralement, si {Bl, ... ,Bn} est une partition de I'univers
Q, alors pour tout événement A :

{BinA,...,B,NA}; est une partition de Aetona:
PA)=PB1NnA)+:---+P(B,NA).

On en déduit le théoreme suivant :

THEOREME X.1.6 THEOREME DES PROBABILITES TOTALES
Si {B1 ..., B n} est une partition de I'univers Q telle que pour tout

i:P(B;)#0;
alors pour tout événement A :

P(A) =P(B;1) x Pg, (A) +---+ P(B,)) x Pg, (A).

X.1.3.d Exercice résolu

8 — — 1 7
= t  P(VNF) =P PF)==-x—=
e (VAR =P(V) x Py() = 5 x - =

Exercice X.1.6. Un sac contient 5 billes blanches et 8 billes noires, indiscernables au touché. On tire successivement et sans remise trois

billes.

1. Décrire 'univers.

2. Déterminer la probabilité de chaque événement élémentaire.

3. Déterminer la probabilité d’obtenir une bille blanche au troisiéme tirage.

4. Déterminer la probabilité d’obtenir une bille blanche au deuxiéme tirage.

5. Déterminer la probabilité d’obtenir une bille noire au deuxiéme tirage et une bille blanche au troisiéme tirage.

6. Déterminer la probabilité d’avoir obtenu au deuxiéme tirage une bille noire, sachant que la bille obtenue au troisiéme tirage était blanche.
Solution 1. A chaque tirage on peut obtenir soit une bille blanche (B) soit une bille noire (N). L'univers est donc
I'ensemble des 3-listes d’éléments {B,N} oli, par exemple, (B,N,N) représente I'éventualité : « tirer d’abord une bille

blanche puis deux billes noires ».

2. Désignons par By I'événement : « obtenir une bille blanche au 1°" tirage » et définissons de méme B, B3, N1, N» et
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N3s. Les billes sont indiscernables au touché, on a donc équiprobabilité a chaque tirage; ce qui signifie qu’a chaque
tirage la probabilité d’obtenir une couleur est le quotient du nombre de billes de cette couleur par le nombre total de
billes dans le sac.

5 8 .,
8 billes noires ; donc : P(By) = a etP(N;) = —. By (B,B,B)

=
)

Si By est réalisé il reste alors 4 billes blanches et 8 billes noires

1 N3— (B,B,N,
dans le sac; d’ot1 : Pg, (By) = 3 etPg (Ny) == 3 ( )

o~}
it

N

En poursuivant ce raisonnement jusqu’a I'élimination de tous

3
_—
e
11
5 4
les cas possibles, on obtient I'arbre pondéré ci-contre dont on 13 1/B3 BN,B)
déduit par exemple que : 3 NZ\
5 2 7 70
P(B,N,N) = =—. g Ns——(BNN)
13 3 11 429 .
En procédant de méme pour toutes les éventualités, on obtient il Bs (N.B,B)
I'arbre pondéré ci-contre d’ot1 I'on tire le tableau ci-dessous. /
1_52 Bz\
Evénement || (8,B,B) | (B,B,N) | (B,N,B) | (B,N,N) & / Z “Ns—(NBN)
15 40 40 70
Probabilité || — — — — N s
429 429 429 429 T _By— (NN,B)
Evénement || (N,B,B) | (N,B,N) | (N,N,B) | (N,N,N) EA _—
40 70 70 84 2
Probabilité — — — — T~
ropabiite 429 429 429 429 g Ns——{NNN)

—
—

3.0na:B3; ={(B,B,B),(B,N,B),(N,B,B),(N,N,B)} ; donc:

15+40+40+70 5
T

4.0na:B, ={(B,B,B),(B,B,N),(N,B,B),(N,B,N)} ; donc:

15+40+40+70 5

PB))=———=—.
(Bz) 429 13
5.0na:N,nB;s ={(B,N,B),(N,N,B)}; donc:
P(N,ABs) = 40+70 10
2T 09 T 39’
6.
P(N,nBg) 10 13 2
PBg(NZ)_# —Xx—==;
O P(B3) 39 5 3

X.2 Variable aléatoire

X.2.1 Introduction

On lance deux dés bien équilibrés (un vert et un rouge) et on s'intéresse a la somme, X,

obtenue. p
Lunivers est I'ensemble des couples d’éléments de {1;2;3;4;5;6} donc : card (Q2) = 36; 112131als5]l6l7
les dés étant bien équilibrés, chaque événement élémentaire a la méme probabilité : S13lalslel7 s
1
—. Lensemble des valeurs possible de X est: {2;3;4;5;6;7;8;9;10;11;12}. On désigne
36 o . . . |3|4a]|5|6|7]8]9
par : X=2;'événement : « la somme obtenue est 2 ». Afin de mieux connaitre la « loi
de probabilité de X », on dresse le tableau ci-contre. Lévénement : X=8; estréalis¢e 5 [ 4 |5 |67 |8 ]9 |10
fois, donc: P(X=8) = — 516|789 ]10]11
En procédant de méme pour tout les valeurs possibles de X, on obtient le tableauci- | g |78 |9 101112
dessous.
n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
PX=m) || = | — | = | —| = | —=| = | —=| —| = | —
36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

DEFINITION X.2.1
|| On appelle variable aléatoire X sur un univers Q toute application de Q vers RR.
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Notations et vocabulaire

1. X(Q) est appelé univers image de Q) par X.

2. (X=x;)désigneI'événement « X prend la valeur x; ».

3. (X< a)désigne I'événement « X prend une valeur inférieure ou égal a a ».

DEFINITION X.2.2
Soit P une probabilité définie sur un univers Q.

La loi de probabilité d'une variable aléatoire X sur Q est 'application qui a toute valeur x; prise par X associe P(X = x;).

Il est d'usage de représenter une loi de probabilité par un tableau

n Xi X1 X2 T Xn
et il recommandé de vérifier que : Z pi=1. PX=x) || p1 | p2 |- | pn
i=1
X.2.2 Fonction de répartition d’'une variable aléatoire
DEFINITION X.2.3
Soit une variable aléatoire X définie sur un univers Q muni d'une probabilité P.
La fonction de répartition de X est I'application F de IR vers [0,1] définie par :
F(x) =PX<x).
Exemple Reprenons 'exemple introductif; F est définie par :
) T o __________ —
0 ,81x<2; 17 ——————————————————————————— -@——0
& siz<x<3; e +—o
30
& si3<x<4; 36 —o
L sid<x<5; i +—o
10 . ::
ag ,SI5h<Xx<6; 4
?g SF-———- —o
35 si6<x<7; T
Fo=1,, 1
21 . 151
35 »SI7Tsx<8; wT————————————~— -—o0
% ,8i8<x<9; wF
30 . K13 —o
36 »Si9sx<10; I
6 I
S -—o
B silo<x<1l; 36+
S T -—o
B sill<x<12; ¥
36 = ! L Tt i S— | | | | | | | | | | | |
1 sil2<x I 1 1 1 hd I I I I I I I I I I I I 1
’ ’ -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Remarques

1. Festune fonction en escalier, définie et croissante sur R.
2. La représentation graphique de F est I'équivalent, en probabilité, de la courbe des fréquences cumulées crois-
santes en statistique.

X.2.3 Caractéristiques d’'une variable aléatoire

X.2.3.a Espérance mathématique

Un casino propose le jeu suivant : le joueur mise 16 euros, lance un dé bien équilibré et la banque lui rembourse
le carré du nombre obtenu. Ce jeu est-il avantageux pour le joueur ?
Désignons par X le gain, en euros, du joueur pour une partie. S’il obtient 6 on lui rembourse 36, il a donc gagné 20
euros.
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Lunivers est: Q = {1;2;3;4;5, 6};

I'univers image est donc : X 151 =121 710719120
X(Q) ={-15;-12;-7;0;9;20}. 1 1 1 1111 1
Le dé étant bien équilibré, on a équiprobabilité sur 'univers | P(X = x;) 5 5 sls5ls!s

et dong, ici, sur 'univers image; on en déduit la loi de pro-

babilité de X.
Sur un 600 parties un joueur réalisera en moyenne 100 fois chaque événement élémentaire. Le gain moyen par partie

sera donc : ) .
505 (100 % (=15) +100 x (=12) + 100 x (=7) + 100 x 0+ 100 x 9 +100 x 20) = — =

5
On peut donc espérer perdre en moyenne — € par partie.

5 1 1 1 1 1
Onremarqueque: = =-15x =—12x ==7x =+0x =4+9x = +20x —.
6 6 6 6 6

Plus généralement, on a la définition suivante.

DEFINITION X.2.4
Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs x;,..., x, avec les probabilités respectives p,..., pn.

On appelle espérance mathématique de X le nombre réel, noté E(X), défini par :

n
EX)=x1p1+--+xppn= le-p,-.
i=1

Remarques
1. Lespérance mathématique est I'équivalent, en probabilité, de la moyenne en statistique.
2. L'espérance est donc une caractéristique de position.

3. Pour une variable aléatoire constante w — A, (x; =---=x,=A)ona:E\) = A.
X; X1 Xp | - Xn Total
4. Pour calculer I'espérance d’un variable aléatoire, il peut- | P(X = x;) p1 p2 | - Pn 1
étre commode de reprendre la tableau de la loi de proba- Xipi xip1 | X2 | - | xnpn | EX

bilité de la facon suivante.

Exercice X.2.1. Calculer I'espérance de la variable aléatoire de 'exemple introductif (§ X.2.1 page 138).
Solution

n 2
1

36

4 5
3 4
36 | 36
2 12 | 20
36 36 | 36
Lespérance mathématique de X estdonc:7.0

10 | 11 12 Total

3 2 1 1
36 | 36 | 36

30 | 22 | 12
— | = | = | EX)=7
36 | 36 | 36

PX=n)

nPX=n)

SI8& =~
815818 u|=
818181 »|e

glo8lv|w
81818 u|

X.2.3.b Variance, écart type

La variance et I'écart type sont des nombres réels positifs qui traduisent la fagcon dont sont
dispersées les valeurs d'une variable aléatoire autour de son espérance; plus la variance et
I'écart type seront grands plus les valeurs seront dispersées. Ce sont des caractéristiques de
dispersions. Dans une classe un devoir a été donné dans deux matieres, on choisit un éleve
au hasard et on désigne par X sa note dans la premieére matiére et par Y sa note dans la
seconde matiere. Les lois de probabilités des variables aléatoires X et Y sont données dans | P(Y=n) -

. 2
les tableaux ci-contre. , N .
Dans les deux cas I'espérance est 10 et pourtant les résultats de la classe dans les deux matiéres sont, en un certain

sens, opposés : dans la premiere tous les éléves ont 10 et dans la seconde les notes sont réparties aux extrémes.
DEFINITIONS X.2.5
Soit X une variable aléatoire.
1) On appelle variance de X le nombre réel, noté V(X), défini par : V(X) = E((X— E(X))Z).

2) On appelle écart type de X le nombre réel, noté o (X), défini par: c(X) = v/ V(X).

PX=mn) 1

20
1

n

N|—=|O

Remarques

1. Lavariance est donc la moyenne des carrés des écarts a la moyenne.

2. Lavariance étant une moyenne de carrés, on a introduit sa racine carrée pour mieux rendre compte de la disper-
sion.
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3. Ladéfinition de la variance n’est pas tres pratique pour les calculs.

X.2.3.c Propriétés de I'espérance et de la variance

THEOREME X.2.1
Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme univers Q et A un réel.

1) EX+Y) =EX) +EY);
(20 EX+AN=EX) +A;
(3) EMAX)=AEX);

4 EX-EX)=0

(5) VX+A) =VX);

6) VX =A*V(X).

Démonstration Notons w; (1 <i < n) les éventualités et p; les probabilités des événements élémentaires associés.

n n
(1) Ona:EX=) X;)p;etEM) =) Y(w;)p;.
i=1 i=1
n

n n n
De méme : EX+Y) Z X+Y)(w;)p; = Z (Xwy)p; +Yo)pi) = Z X(w;)p; + Z Y(w;)p; = EX) +E().
i=1 i=1 i=1 i=1
2) On dedult (2) de (1) en prenant pour Y la variable aléatoire constante w — A.

3) ENX) = Z AX(w))p; =\ Z X(wi)p; = AEX).

(4  Dapres (2) (avec A = —E(l X)) : BX = E(0) = B0 ~ E(X) =0.
) VX+N) =E[(X+A-EX+ A)) ) =E((x+A-Ec0- )\)2) = E((X—E(X))Z) =V(X).
©® VO =E[(Ax- E(AX))Z) = E((Ax- )\E(X))Z) = B(A?(x- E(X))Z) = \E((x - E(X))Z) =AV(X).0
Remarques
1. En pratique toutes ces propriétés sont naturelles, afin de les illustrer prenons pour univers une classe ol un devoir
a été donné; la moyenne de la classe est 5 et la variance 3. On considére I'expérience aléatoire suivante : on choisit au
hasard un éléve et désigne par X sa note. X est une variable aléatoire eton a:E(X) =5 et V(X) =

Si on décide d’ajouter 1 point a chaque éléve, alors la moyenne augmentera de 1 point :
EX+1)=EX)+1=6
En revanche le fait d’ajouter 1 point a chaque éleve ne changera pas la facon dont les notes sont réparties autour de la
moyenne, c’est-a-dire : V(X+1) = V(X).

Sion décide de multiplier par 2 la note de chaque éléve, alors la moyenne sera multipliée par 2 elle aussi : E(2X) = 2E(X) = 10.
De plus en multipliant par 2 les notes, on multiplie également par 2 les écarts a la moyenne et donc par 4 leur carré;
par conséquent : V(2X) = 4V(X).
2. Pour donner un sens intuitif a la propriété (1) gardons I'exemple de la classe. Un devoir constitué d’un exercice
sur 7 points et d’'un probléme sur 13 points a été donné. Cette fois-ci X désigne la note obtenue a I'exercice et Y la note
obtenue au probleme. La note obtenue au devoir est alors X+ Y. La moyenne de la classe au devoir est la somme des
moyennes de I'exercice et du probléme : E(X+Y) = EX) + E(Y).
3. On déduit des deux derniéres propriétés que : d X+ A) = a(X) et o(AX) = |A|o(X).
4. On déduit des propriétés (1) et (3) que pour tous réels o, ; on a : E(aX +fY) = aE(X) + BE(Y).
On dit que I'espérance est linéaire.

D’apres le théoréme X.2.1 'espérance de la somme de deux variables aléatoires est la somme des espérances. Il est
donc naturelle de se demander s'il n’en est pas de méme pour le produit. Prenons un exemple.
On dispose de deux rectangles, les dimensions de I'un sont 2 par 3 et celles de I'autre sont 4 par 5.
On choisit un rectangle au hasard et on désigne par ¢ sa largeur et L son longueur. Laire est donc la variable aléatoire
Le.
La moyenne des largeurs est : E(¢) =
La moyenne des longueurs est : E(L) =
Les aires sont 6 et 20 donc : E(L¢) = 13.
On constate, ici, que : E(L¢) # E(L) x E(0).
Nous avons précédemment remarqué que la définition de la variance ne conduisait pas a un calcul aisé. le théo-
reme suivant remédie a cette carence.

THEOREME X.2.2 FORMULE DE KONIG
| Soit X une variable aléatoire. Ona:  V(X) = E(X*) - E*(X).

2. KONIG, Johann Samuel (1712-1757)
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Démonstration Par définition :

V00 = E((X-E0)?) = E(X* - 2B00 X+ E2(X) ).
« p

Donc par linéarité et d’apres le propriété (2) du théoréeme X.2.1 :

V(X) = E(X?) - 2E)EX) +E2(X);

d’ottT'on tire: V(X) = E(X?) - E2(X). O

Exercice X.2.2. Calculer la variance et ’écart type de la variable aléatoire de 'exemple introductif (§ X.2.1 page 138).
Solution
n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 Total
1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
PX=n) — | = = | = | = — — — — — — 1
36 | 36 | 36 | 36 | 36 36 36 36 36 36 36
1 3 6 10 15 21 20 18 15 11 6
nPX=n) — | = | = | = | = — — — — — — EX)=7
18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18
5 2 9 24 50 90 147 160 162 150 121 72 2 329
n“PX=n) - = == === = | — | — | — | = | EX?)=—
18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 6
, o 329 35
La variance de X est donc : VX) = E(X*) -E*(X) = - =4

/35
On en déduit I'écart type : 0(X) = X O

X.2.4 Variables aléatoires indépendantes

X.2.4.a Loiproduit

DEFINITION X.2.6
Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme univers Q et X(Q) = {x,---, X}, Y(Q) = {y1,-

univers images respectifs.
La loi couple (X,Y) est 'application de X X Y vers [0; 1] qui & tout couple (x;, ¥;j) associe la probabilité de I'événement
X=x;) et(Y=y;)).

, Vgl leurs

Exercice X.2.3.

On lance un dé bien équilibré et on considere les variables aléatoires X et Y définies par :

0 , siw est pair; 5
Y(w) =

, si w est un nombre premier;
X(w) =

1 , siw estimpair. 10 , siw n’est pas premier.

Déterminer la loi couple (X, Y).
Solution Les images de I'univers Q) par X, Y et (X, Y) sont données dans le tableau X.3. On sait de plus que le dé est bien
équilibré, on a donc équiprobabilité sur Q. La loi couple (X, Y) est donc déterminée par le tableau X.4. Pour construire

2 1
ce dernier, on utilise le tableau X.3: X=1etY=5)={3;5}; donc:P(1;5) = E =-—.

3
Y

B 1 2 3 4 5 6 X 5|10

X(w) 1 0 1 0 1 0 T T 1

Y(w) 10 5 5 10 5 10 0 513

XY)(w) | (1;10) | (0;5) | (1;5) | (0;10) | (1;5) | (0;10) ) 1 1

31| 6

TABLE X.3 —Images deQ par X, Yet (X, Y).

TABLE X.4 — Loi couple de (X, Y).
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Remarques

1. La loi couple est aussi appelée loi de

probabilité conjointe ou loi de probabilité Y 5 10 Total

simultanée ou encore loi de probabilité X

produit; les probabilités contenues dans le 0 1 1 PX=0) _1

tableau X.4 sont alors appelées probabilités 6 3 2

conjointes ou probabilités simultanées. 1 1 1

2. Dans le tableau X.4 si on ajoute une ligne 1 3 6 PSS
y g 3 6 2

et une colonne « Total », on obtient le tableau 1 1

X.5 ou les lois de probabilités des variables Total| P(Y=5) = - P(Y=10) = - 1

aléatoires X et Y apparaissent dans les marges.
Ces lois sont alors appelées lois marginales

TABLE X.5 — Lois marginales.

X.2.4.b Variables aléatoires indépendantes

Exemples
1. Reprenons 'exemple du § X.2.4.a. D’apreés le tableau X.5 on constate que les événements (X = 0) et (Y = 5) sont

1 1
dépendants; en effet :P(X=0etY=15) = E etPX=0)xP(Y=5)= 7

On dit alors que les variables X et Y sont dépendantes.
2. Onlance un dé bien équilibré et on considere les variables aléatoires X et Y définies par :

0 , siw est pair; w 1 2 3 4 5 6
. . . Y(w) 5 5 10 10 10 10
1 , siw estimpair.
XYV(w) | (1;5) | (0;5) | (1;10) | (0;10) | (1;10) | (0;10)
5 sio<2; TABLE X.6 —Images deQ par X, Yet (X, Y)
Y
Y(w) = x 5 10 Total
1 i .
0 ,si2<w T T T
0 - - PX=0)=-=
6 3 2
1 1 1
Les images de I'univers Q par X, Y et (X, 1 5 3 PX=1= P
Y) sont données dans le tableau X.6. On i >
sait de plus que le dé est bien équilibré, Total P(Y=5)==- | P(Y=10)=— 1
on a donc équiprobabilité sur Q. La loi 3 3
conjointe et les lois marginales sont dé- TABLE X.7 - Loi couple de (X, Y).

terminée par le tableau X.7.

On constate que chaque probabilités conjointe est le produit des probabilités marginales associées; par exemple :
1 1 2

PX=0etY=10)= 3 = > X 3 =PX=0)xP(Y=10).

On dit que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

DEFINITION X.2.7
Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme univers Q et X(Q) = {x1,-*, Xn}, Y(Q) = {y1,---, ¥4} leurs

univers images respectifs.
Les variables aléatoires X et Y sont dites indépendantes lorsque pour tout x € X(Q) et tout y € Y(Q2), les événements
(X=x) et (Y= y) sont indépendants.

Remarques

1. La condition d’'indépendance peut s’écrire également, pour tout x € X(Q2) et tout y e Y(Q) :
PX=xetY=y)=PX=x)xP(Y=y)

ou encore, pour toutw € :

PX=X(w) etY=Y(w)) =PX=X(w)) xP(Y=Y(w))

2. Deux variables aléatoires sont indépendantes si et seulement si le tableau de leur loi conjointe est un tableau de
proportionnalité.
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THEOREME X.2.3
Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes définies sur un méme univers Q et X(Q) = {x1,:--, x5}, Y(Q) =

{y1,-*+, ¥4} leurs univers images respectifs.
(1)  EXY)=EX) xE(Y).
(2) VX+Y)=VX) +V(©).

Démonstration  Le formalisme utilisé dans cette démonstration n’est pas au programme de terminale, ¢’est démonstration peut donc étre omise

en premiere lecture et est de toute facon réservée a des lecteurs motivés.

1) EX) xE®M :( > xP(X:x))xE(Y)
xeX(Q)

= Yy (xPX=x)xE®)
xeX(Q)
=y [xP(X:x) x Y yP(Y=y)
xeX(Q) YEY(Q)
= > (xP(X:x)xyP(Y:y))l
xeX(Q) L yeY(Q))
= ) [xyPX=xetY=y)]
xeX(Q)
yeY(©Q)
=EXY)
2) (2) se déduit de (1) en utilisant la linéarité de I'espérance et la formule de Konig.
VX+Y) = E((X+Y)2) - (E(X+Y))2 (formule de Konig) ]

=E(x% +Y? +2XY) - (EX) + E(Y))?

=E(X% +Y? +2XY) - (E2(X) + E2 (Y) + 2EQ)E(Y))
=EX?) +E(Y?) +2EXXY) -E>(X) —-E>(Y) - 2EQOE(Y)  (linéarité de I'espérance)
=EX%) -E2(X) +E(Y>) - E2(V) (d’aprés 1)
=V(X) + V() (formule de Konig)

2

X.3 Lois de probabilités discretes

X.3.1 Loibinomiale

X.3.1.a Schéma de Bernoulli

DEFINITION X.3.1
|| On appelle épreuve de Bernoulli une épreuve a deux issues possibles.

Exemple On lance un dé bien équilibré et on cherche a faire un 1. Désignont par S I'événement : « obtenir 1 »; et par

— 1 — 5
S I'événement contraire. On aici : P(S) = 5 etP (S) = 5

Remarque Il est d'usage d’appeler succes I'issue recherchée et de la noter S.

DEFINITION X.3.2
|| On appelle expérience ou schéma de Bernoullila répétition n fois, de facon indépendante, d'une épreuve de Bernoulli.

X.3.1.b Loibinomiale

DEFINITION X.3.3
On appelle loi binomiale de parameétres n et p la loi de probabilité de la variable aléatoire désignant le nombre de

succes dans un schéma de Bernoulli ou I'épreuve de Bernoulli a été répétée n fois et ol1 la p désigne la probabilité de
succes a une épreuve.

Notations et vocabulaire Cette loi de probabilité est notée : B(n, p).

Exemple Reprenons le jeu de dés ot1 il faut faire un as. On lance quatre fois le dé et on et on désigne par X le nombre de

1
succes. la loi de probabilité de X est la loi binomiale de paramétres 4 et rt Déterminons la probabilité de I'événement
X=2). o o . o .
Ona:(X=2)=1{(S5.,5),(5,5S,5,9),(5,5,8,5),(5,8,S,9,5,8,5,9,,5,S,9}.
Considérons les événements 51,_51 ... S4,S4 01‘1_, par exemple, S3 désigne I'événement : « obtenir un succés au troi-
siéme lancé ». On a alors : {(S, S,S,S)} =851 NS2 N S3 NSy. Les résultats des différents lancés sont indépendants donc :
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P(S,S,S,g) =P(81052033ﬂg4) B
=P (S1) xP(S2) x P(S3) x P(S4)

e

= 5
On démontre de méme que les quatre événements élémentaires qui constituent I'événement (X = 2) ont tous pour
25 25 25
robabilité — ; on déduit que :P(X=2)=4x — = —.
p 64 9 ( ) 64 324

plus généralement, dans la loi binomiale %8(n, p), la probabilité d’échec a une épreuve est : g = 1 — p. Considérons
I'événement (X = k) ou1 0 < k < n. pour réaliser un tel événement, il faut obtenir k succes et n— k échecs. On peut donc
choisir les k épreuves parmi n ol on aura un succes et pour les n — k épreuves restantes on aura un échec. Il ya donc

n 2 s 21 s s L. 14 s -
(k) éventualités qui réalisent I'événement. De plus chaque événement élémentaire inclus dans I'événement (X = k) a

pour probabilité : p¥4"¥; on en déduit que : P(X = k) = (Z) pkq"*

THEOREME X.3.1
Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est la loi binomiale de parameétres rn et p.

1) Pour tout entier ktelque:0<sk<n;ona:PX=k) = (Z)pkq”_k

(2) EX) =np.
3) VX) =npgq.

Démonstration 1) La propriété (1) a été démontrée dans I'étude ci-dessus.
2) Calculons E(X). Par définition :

L n
E(X):zk(k) kgn-k - Zkk'(n k,p q"

On en déduit que :

n |
EX) = Z kL‘p q"_k , car pour k = 0 le terme est nul
=1 K=kl
L nl k_n-k
§ (k= Dln— k)"” 9
n n-1
= Z ) k_lqn_l_(k_l) ,posons:i=k-1

k-1)( —1—(k—1))!

=~ (n=-D! i (n-1)-i
np;) i((n-1)—i)! ra

=npp+q)"~ ! , d’apres la formule du bindme de Newton
3) Calculons V(X).Ona:
VX =EX%)-E*(X) , par le formule de Konig

=EX?-X)+EX) -E*X) par linéarité de 'espérance
=EXX-1)+np-n?p®> , dapres (2)

Onadeplus:
n |
EXX-1) =3 k(k-1) % pkq , par définition de B(n, p)
fr kl(n—k)!
n |
= Igz k(k—1) m pkqn_k , car les deux premiers termes de la somme sont nuls.

n }'l‘
_ o k,n—k
AT
e (n-2)! k-2 (n-2)-(k-2)

- —1)p? , i=k-2

n(n-1)p kX:Z k—2((n—2) —(k—2))! q posons : i

n 2
(n-2)! i (n-2)-i
(n?-n) _
4 ZZ(’, z'((n 2)—i)!

=n?- n)p (p+q)"~ , d’apres la formule du binéme de Newton
= n?p? — np?

On en déduit que : V(X) = nzp2 - np2 +np— nzp2 =np(l-p)=npq.0O

Remarque En utilisant la formule du binéme de Newton, on vérifie que la somme des probabilités de la loi binomiale
estl.
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X.3.2 Loide Poisson® (complément)

Laloide Poisson n’est pas au programme ; cette étude est donc réservée a des lecteurs motivés et permet de donner
plus de sens a la loi exponentielle.

X.3.2.a Calculs préliminaires

Exercice X.3.1. Soit A un réel.
n

1. On se propose de démontrer que: lim — =0.
n—+oo n!

a. Soit ng € N tel que: ng > |A|, vérifier que pour toutentiern > ng :
ny ny

Ao
|| ngt

s

n

np!

AL Ao A A
(On pourra remarquer que : — = — X x x
n! ng! nop+l ng+2

b. Conclure.
2. Désormais A est strictement positif. Pour tout entier n > 1, on considére l'intégrale :

1 A
In= —f (A-n"el dt.
n! Jo

a. Calculer];.
(On pourra utiliser une intégration par parties.)

b. Démontrer que pour tout t € [0;A], on a:
‘()\— t)"et‘ <A-p"er.

c. En déduire que :

A}’H~1
Il <e =——.
(n+1)!
d. Déterminer la limite de la suite (1;).
3. Démontrer que pour tout entiern > 1 :
n+1
Ip=1 +
n n+1 n+1)!
4. On considére la suite (uy) ,c N+ définie par :
2 3 n
A A
Up=14+A+ —+—+-+—
3! n!
a. Démontrer que la suite (1, +1,) est constante.
b. Démontrer que
n Ak
lim |Y = |=e. X.1)
n—-+oo | /= k!

X.3.2.b Introduction

1re situation

Dans un petit port de péche, il y a vingt pécheurs; chaque pécheur a un bateau. Une étude statistique a montré
que chaque soir entre 17 heure et 20 heure il rentre au port, en moyenne, trois bateaux a I'’heure.
Quelle est la probabilité pour qu’entre 18 h 30 et 19 h 30 il rentre quatre bateaux au port?

Pour modéliser la situation, on utilise un schéma de Bernoulli. On suppose que les heures de retour au port des
différents bateaux sont indépendantes. On désigne par p la probabilité pour qu'un bateau donné rentre au port entre
18 h 30 et 19 h 30. On désigne par X le nombre de bateaux qui rentrent port entre 18 h 30 et 19 h 30. La loi de probabilité
de X est donc la loi binomiale de parameétres 20 et p. Lespérance de X est alors 20p mais on sait que cette espérance

3
est trois. Par conséquent : p = 20"

20
On en déduit que : P (X =4) =(4) p4(1—p)16=0,182---.

2¢ situation

Dans un complexe portuaire, une étude statistique a montré que chaque matin entre 8 heure et 12 heure il entre,
en moyenne, A bateaux a I'heure.
Quelle est la probabilité pour qu’entre 9 h 30 et 10 h 30 il entre k bateaux dans le complexe ?

3. POISSON, Siméon-Denis (1781-1840)
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Pour modéliser la situation, on utilise un schéma de Bernoulli. On désigne par n le nombre de bateaux a travers
le monde qui pourraient un jour entré dans le complexe portuaire; par p la probabilité pour que 'un donné d’entre
eux entre dans le complexe entre 9 h 30 et 10 h 30 et par X le nombre de bateaux qui entrent dans le complexe entre
9 h 30 et 10 h 30. On suppose que les heures d’entrée des n bateaux qui pourraient, un jour, entrer dans le port sont
indépendantes. La loi de probabilité de X est donc la loi binomiale de parametres 7 et p; c’est-a-dire : P,, X=k) =

n _ . . . . . A
(k) pk a-p" k, Lespérance de X est alors np mais on sait que cette espérance est A. Par conséquent : p = —.
n
n

k (%)"(1_%)”"“'

Malheureusement, en pratique, on ne connait pas n. On sait seulement qu'’il est grand et que k est petit devant
lui; c’est la raison pour laquelle on décide de définir la nouvelle loi de probabilité, si cela a un sens : PX=k) =

lim P, (X = k).

n—+oo
n\ (A k A n—k
(k)(ﬁ) (1_5)

Onen déduitque: P, X =4k) = (

Onadonc:P,X=k)

k facteurs

nn-1)-(n—-k+1) )\k(l )\)”(1 )\)‘k

B k! nk n n

A n n ( )\)”( )\)—’C

= — X XeooX —— [1—— 1-—

k' n-1 n+k-1 n n
n 1

Pour tous entiers net jtelsque:0< j<n,ona: -=——;donc: lim -=1.

n-j 1-4 n—toon—j

Par produit de k — 1 facteurs, on en déduit que : lim X ———— =
n—+oo p—1 " n+k-1

Par construction de la fonction exp, on sait que : lirP (1 - —) =e A ;
n—+oo n

A -k

deplus: lim (1 - —) =1letlimu*=1;donc par composition : lim (1 — —) =1.
n—+oo n u—1 n—+oo

Donc par produit des limites :

k

A
1) — A
PX=k)=e R

On doit maintenant vérifier que la somme des probabilités est égale a 1.

n Y n )\k
Ona:ZP(X:k):e ZF
k=0 k=0 k‘

n A n
Or, d’apres (X.1) : nLHP > o e ; donc par produit : xlirp Y PX=k =1
Fk=0 TT%%=0

DEFINITION X.3.4
On dit qu'une loi de probabilité a pour loi de probabilité la loi de Poisson lorsque son univers image est N et que pour

toutke N,ona:

Ak
— = AT
PX=k)=e R
Exemples
1. Dansl'exemple du complexe portuaire, s’il arrive 53,8 bateaux a I'heure, la probabilité pour qu’il arrive 65 bateaux
53,8%
entre9h30 et 10h 30 est: P(X =65) =e >*# —— =0,16---

65!

Remarque La loi de poisson est généralement utilisée pour modéliser le comptage d’événements rares dans le temps,
comme par exemple : le nombre de particules émises par une substance radioactive ou le nombre d’erreurs enregis-
trées par un central téléphonique; ou dans I'espace, comme par exemple : le nombre de bactéries dans une prépara-
tion microscopique.
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X.3.2.c Espérance et Variance

D’apres la construction utilisée il semblerait cohérent que, dans la loi de Poisson, 'espérance soit A.

THEOREME X.3.2
Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est la loi de Poisson de parametre A.

1) EX=

2 VX=

Démonstration
n A )\k

1) Par définition I'espérance de X est la limite de : Z ke™ o lorsque n tend vers +oco.
k=0 '

n )\k 1 n=1)Jj
Ona: Zke’)‘ ’ ’)‘Zk e M Z —A =
k=0 k! =0 J!

)\k
: O . - -AAT . _
On sait que : nl—l-T ]E:O 7 e”;donc: nLH-P g:oke k! A.Donc: EX) =A.

n )\k
) Par définition la variance de X est la limite de : Z (k- )\)2 e 7 lorsque n tend vers +oco.
k 0 :

De plus: Z(k )\)Ze_)‘ Ak Zkz _)‘)\ —2A Zke Ak +AZeA i )\—k
Kk k! K o K ’

k=0

n Ak n Ak
D’apres les calculs précédents, on a par produit et par somme : hm -2\ Z ke Mo | +A%e? Z ol =—2A%# A% =22
—+00 =0 k! = ¥
2 A A 2 Ak
Ona: Zk —Z(k -ke +Y ke™h—
=0 K & =

o A
=e zk(k_l)ﬂ+,§’0ke —

-2 n k

A
v AT
Z (k TR

n=2)j n Ak
:ef)‘)\zz—_’-f—Zke*)‘F
Yo !

j=0/

n-1\Jj n Ak n Ak
Onsaitque: lim ) — = elet lim > ke 2 =);donc: lim > ke ™2 =\24\. Donc:V(X) =
n—+ 0 j! n—+00 ;= k! n—+oo ‘= X!

X.4 Lois de probabilités continues

X.4.1 Intégrales généralisées

X.4.1.a Activité

2 X
Exercice X.4.1. On considére la fonction, f : x — 77 définie sur]1;+ool et la fonctionF : x — f f@dt.
X% — 2

1. Quel est 'ensemble de définition de F ? Que représente F pour f ?

. . . a b
2. Déterminer deux réels a et b tels que pour toutx > 1 : f(x) = -1 + 1
3. Calculer F(x) en fonction de x.
4. Etudier la limite de F en +oo.
X.4.1.b Définition

b
Habituellement, lorsqu’on calcul, f(t)dt, a et b sont des nombres réels et f est une fonction continue sur

a
[a; b]. On se propose d’étendre, par passage a la limite, la définition de I'intégrale au cas (lorsque cela est possible) ol
I'une au moins des bornes est infinie ou la limite en 'une au moins des bornes est infinie. De telles intégrales sont
dites impropres.
DEFINITION X.4.1
Soit f une fonction dont I'ensemble de définition contient un intervalle [a;+oo[ (avec a € R). Si f est continue sur

[a;+oo[ (sauf peut-étre en nombre finis de réels ou elle admet une limite a droite et une limite & gauche) et si la
+00

X
fonction : x — f f(x) dx; admet une limite finie, ¢, en +o00; alors on écrit : fx)dx=¢.
a a

Remarques
1. Lorsque l'intégrale a une limite finie, elle est dite convergente.
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2. Lorsque l'intégrale n’a pas de limite ou que sa limite est infinie, elle est dite divergente.

a
3. On définit de méme, lorsqu’elle existe, f f(x) dx.

+00 2
Exercice X.4.2. Démontrer que f |t]e” " d ¢t est définie et calculer sa valeur.

2
Solution La fonction f: x — |¢| e~ ! est continue sur R (elle est donc intégrable sur tout intervalle fermé de R), paire

et positive sur R. Considérons la fonction F définie sur R par :
x 2
F(x) = f [tle™t dt.
0

La fonction f est paire, donc pour tout x€ R, :

—-X _e 0 2 X e
F(—x):f [tle dt:f [tle dt:—f [tle™" dt=-F(x).
0 X 0

La Fonction F est impaire.
Pour x >0, les éléments de [0; x] sont positif, et on a alors :
x 2 x 2 1 r* 2 1 21 1—e™"
F(x)=f |t|e™" dtzf te’! dt=——f —2te’! dt:——[e‘”] =
0 0 2 Jo 2 0 2
x2

Ona: lim =e”

=0;donc: lim =F(x)=—-.
X—+00 X—+00

2

+00 2 l
f [tle " dt=—.
0

NS

1 o 2 1
La fonction F est impaire, donc: lim =F(x) = -3 ; c'est—é—dire:f [tle " dr= -3 ; d’oti il vient :
X——00

0

0 1
f ltle " dt=—.
oo 2

+00 2
f ltle " dr=1.

(o0}

Par somme :

X.4.2 Généralités sur lois de probabilités continues

X.4.2.a Densité de probabilité

DEFINITION X.4.2
Une densité de probabilité sur un intervalle I est une fonction f continue sur I (sauf peut-étre en nombre fini d’élé-

ments ou elle admet une limite a droite et une limite a gauche), positive sur I et telle que : | f(f)dz=1.
1

Exemples

1. D’apreés I'étude menée en activité a I'exercice X.4.1., la fonction f : x — est continue et positive sur

(In3)(x2-1)

+o0o 1 +o0o zdt
[2;+00l, de plus :f fde= ﬁf 7] =1; donc f est une densité de probabilité sur [2;+0o0].
2 ns Jz -
2. D’apres I'étude menée a I'exercice X.4.2., la fonction g : x — Itle_”2 est continue et positive sur R, de plus :

+00

f(©)dt =1, donc g est une densité de probabilité sur R.

—00

X.4.2.b Loide probabilité continue

DEFINITION X.4.3
Soit f une densité de probabilité sur un intervalle I. La loi de probabilité associée a f est la loi définie pour tout

intervalle, J, inclus dans I par: P(X€]) = f fdz.
J
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150 X. Calcul des probabilités

Remarque Si X est une variable aléatoire dont la loi de probabilité est la loi associée a la densité de probabilité f alors
l'univers image de X est I.

t

Exemple Considérons la densité de probabilité sur R, g: t — |t|e” *. Si une variable aléatoire X a pour loi de proba-

bilité la loi associée a g, alors :
2 -1_ -4
_f2 e e
P(lsXsZ)zf [t e dt:T
1

y

P1=<X<?2)

'S

=5 —4 FIGORE X.1 —Représentation grapRique de Id densité dé probabilité g

2
Exercice X.4.3. Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est la loi associée a la densité de probabilité f : x — m sur
n3)(x= —

[2+oo[.
Calculer la probabilité de 'événement 3 < X < 4.

, 4 2de 1 t—-1\]* If-In} In
SolutionOn a:P(3<X<4)= v T T a In = =1+—0O

3 (In3)(*-1) In3 t+1/]3 In3 In3

X.4.2.c Espérance et variance d’'une loi de probabilité continue

Létude menée dans ce paragraphe n’est pas au programme mais peut aider de bons éléves a mieux comprendre
les théorémes...

Dans le cas d'une variable aléatoire discréte dontlaloi de probabilité est donnée X; X1 | x| - | xXn
par le tableau ci-contre. PX=x)) || pr | p2| - | Pn
On sait que:

n
EX) =Y xipi et VX =EX)-E*X.
i=1

Lorsque cela est possible, on étend au cas d'une variable aléatoire continue de densité de probabilité, f, définie sur
un intervalle, I, ces définition par :

E(X)=ftf(t)dt et VX =E(X?*)-E*X.
I

Remarques

1. Sil'intégrale définissant I'espérance est divergente, alors I'espérance n’est pas définie.
2. Silintégrale définissant la variance est divergente, alors la variance n’est pas définie.
3. Sil'espérance de X n’est pas définie, alors la variance de X n’est pas définie non plus.

2

Exercice X.4.4. Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est la loi associée a la densité de probabilité f : x — m sur
n3)(x% —

[2 + oo[. L'espérance et la variance deX sont-elles définies ?

X 1 X 2tdt 1
Solution Pour x > 2, ona:f2 z‘f(z‘)dz‘:mf2 1 =m[ln(t2—1)]z.

X
Donc: lim f tf(t)dt=+oo.
x—+00 Jp
Ni I'espérance ni la variance de X ne sont définies. O

Exercice X.4.5. Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est Ia loi associée a la densité de probabilité g : t — |t| e’t2 .

Déterminer Pespérance et la variance de X (on pourra utiliser wxMaxima).

Solution La fonction g est définie sur R, qui est symétrique par rapport 0. De plus, pour tout nombreréel t : g(—t) =

|—¢] e_(_[)z) = |t] e_t2 = g(1). La fonction g est donc paire et la fonction, t — tg(t), est impaire comme produit d’une
(o0}

fonction impaire par une fonction paire. On en déduit que I'intégrale, f tg(t) dt, est nulle si elle est convergente.
—00
Maxima 5.16.3 http://maxima.sourceforge.net

Using Lisp CLISP 2.44.1 (2008-02-23)

Distributed under the GNU Public License. See the file COPYING.
Dedicated to the memory of William Schelter.

The function bug_report() provides bug reporting information.
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(%i1) g(t) :=abs(t) *exp(-t"2);
(%01)
(%12) assume (x>0) ;

(%02)
(%i3) integrate(t*g(t),t,0,x);

(%03)
(%i4) limit(%,x,inf);

(%04)

g(0) =t exp(—tz)

e ( \/ﬁex2 erf(x) -2 x)

[x>0]

Donc I'intégrale est convergente et I'espérance est nulle.

i la variance est définie, on a :V (X) = -E“X) = = tg()der=2 t“g(t) d ¢, par parité.
Si la vari défini V(X) =E(X?) -E*(X) =E(X? 2g(n)d 2g(t) dt, par parité
00 0

(%i5) integrate(t"2%g(t),t,0,x);

(%05)
(%16) limit(%,x,inf);

(%06)

La variance de X est donc définie et vaut 1. O

X.4.3 Loiuniforme

1
2

%‘E IS

2

(x2+1) e

Soit a et b deux nombres réels tels que a < b. La loi uniforme sur [a ; b] est la loi dont la densité est constante sur

[a ; b] et nulle aI'extérieur de cet intervalle. Désignons par k la valeur de cette constante. On a:

1:[ kdt=k(b-a).
la ;D]

1
0 déduit tk= .
n en déduit que b a

DEFINITION X.4.4
Soit a et b deux nombres réels tels que a < b.

La loi uniforme sur [a ; b] est la loi dont la densité de probabilité, f, est définie par: f(x)

X.4.4 Loiexponentielle

X.5 Adéquation alaloi équirépartie

On lance un dé usuel 100 fois. On obtient les résultats suivants :

chiffres 1

2

3

4

6

effectifs || 20

17

12

19 |1

1

21

six€[a;b]

sixelR\[a;b]

On aimerait savoir en quel sens on peut considérer ce dé équilibré ou non. Le test a mettre en place ne doit pas étre
destructeur, il est donc forcément un test statistique. Il ne pourra donc pas étre fiable a cent pour cent; en effet, méme
avec un dé parfaitement équilibré la probabilité d’obtenir 100 fois le chiffre 1, bien qu’infime, n’est pas nulle. Ainsi
rejeter un dé, c’est prendre le risque de rejeter un dé équilibré et accepter un dé, c’est prendre le risque d’accepter un
dé déséquilibré. Examinons le tableau des fréquences.

chiffres 1 2 3 4 5 6
fréquences || 20% | 17% | 12% | 19% | 11% | 21%
On constate qu’il y a un écart certain avec le tableau des fréquences idéal.
chiffres 112|3|4|5]|6
) T T[T [T ][TI]1
fréquences || - | = | = | = | = | =
61616161616
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152 X. Calcul des probabilités

Doit-on imputer cet écart a un déséquilibre du dé ou a une fluctuation d’échantillonage ? Pour ce faire une idée on
aimerait calculer une « distance », d, entre la répartition des fréquences obtenues et la répartition des fréquences
idéale. Mais en utilisant le théoreme de Pythagore, on sait que les carrés de distances sont plus faciles a calculer que
les distances elles-mémes, on décide donc de calculer le nombre, d?, défini par:

, & 1\2
i)
i=1 6
ol f; désigne la fréquence observée du chiffre i. Effectuons les premiers calculs avec wxMaxima. Désignons par fo la
liste des fréquences observées.
(%17) fo:[20,17,12,19,11,21];

(%07) 20,17,12,19,11,21]
(%i8) fo:fo/100;
1 17 3 19 11 21

(%08) [_y_y_r_r_r_]

. . 5 100 25 100 100 100
(%19) d2:apply("+", (fo-1/6)"2);
(%09) 67

%0 —

. 7500
(%i10) float(d2);
(%010) 0.0089333333333333

Nous avons maintenant une valeur pour d?, mais cette valeur est pour l'instant inutilisable car nous n’avons aucune
valeur de référence.

On fixe donc un seuil d’erreur, par exemple 10%. Ce seuil représente le risque de rejeter a tort I’hypothese d’équipro-
babilité dans 10% des cas les plus rares. Lidéal serait de prendre comme univers I'ensemble de tous les échantillons
de 100 lancers de dé possibles, de munir cet univers de la loi équirépartie, de calculer d pour chaque échantillon, de
classer tous ces d? par ordre croissant et de rejeté les 10% ayant les plus grande valeur. Ont déterminerait donc le 9¢
décile, Dy, de la série des d? et 1a deux cas seraient envisageables. Si la valeur de d® pour la répartition observé est
inférieure a Dy alors les données observées sont compatibles avec le modele théorique au seuil de risque de 10%. Si la
valeur de d? pour la répartition observé est supérieure a Dy alors on rejette 'hypotheése de la compatibilité des données
observées avec un modele équiréparti au seuil de risque de 10%.

En pratique, w = [1 ;6]]100, donc, card (Q) = 6100 = 6,5--- x 1077,

Il n’est pas envisageable d’effectuer les calculs nécessaires en un temps raisonnable avec les ordinateurs dont nous
disposons pour déterminer D9.

Pour déterminer D9 nous allons simuler sur un tableur un nombre suffisant de séries aléatoires (suivant la loi équiré-
partie) de cent lancers de dé, pour chaque série on calculera d?, puis on calculera le 9¢ décile de la série des d*. Nous
obtenons les résultats suivants.

nombre de séries 300 500 1000 2000

Minimum 0,000733 0,000533 0,000533 0,000333

Q1 0,004333 0,004533 0,004533 0,004533
Médiane 0,007133 0,007533 0,007333 0,007133

Q3 0,010533 0,011133 0,010733 0,010533

D9 0,014733 0,014933 0,014733 0,014733

C95 0,017733 0,017733 0,017333 0,017333
Maximum 0,0299333 | 0,0337333 | 0,0351333 | 0,0351333

Nous constatons que Dg semble se stabiliser des mille séries de cents lancers sur la valeur : 0,014 733. Nous prendrons
donc cette valeur comme référence. On a, 0,00893--- < 0,014733, on peut donc affirmer : «les données observées sont
compatibles avec le modéle théorique au seuil de risque de 10% ».
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Chapitre XI

Barycentre

XI.1 Barycentre

Les considérations envisagées dans cette partie sont valables dans le plan et dans I'espace. Lensemble % dési-
gnera, suivant les besoins du lecteur, le plan & ou I'espace &.

XI.1.1 Introduction

DEFINITIONS XI.1.1
(0] Un point pondéré est un couple (A, @) ol A est un point et o un nombre, appelé coefficient ou masse.

()] Un systeme de points pondérés est une collection de points pondérés dans laquelle un méme point pondéré
peut apparaitre plusieurs fois.
3) La masse d’'un systeme de points pondérés est la somme des coefficients.

Remarque La différence entre un systéme et un ensemble est que dans un ensemble, un méme objet ne peut pas ap-
paraitre plusieurs fois.

Exemple Soit A, B, C trois points de W,
{(Ay l)y (By _2), (Cy T[)y (By _2)}

est un systéeme de points pondérés de masse m — 3.

XI.1.2 Activités

M ou N désignent des points variables et A, B, C ... des points fixes.
Exercice XI.1.1. 1. Simplﬂ‘ier:l\ﬁ> +MB.

2. On considére le systéme de points pondérés {(A, 2),(B,2)}. La fonction vectorielle de Leibniz qui lui est associée est f tM— 2MA + Zl\ﬁ.
I désigne le milieu du segment [AB].

a. Simplifier f(M).
b. Soit g la fonctiog vectorielle de Leibniz associée a {(1,4)}.
Que peut-ondirede f et g ?

Exercice XI.1.2. Deux systéemes de points pondérés sont dits équivalents lorsque leurs fonctions vectorielles de Leibniz sont égales. Soit
ABC un triangle et f la fonction vectorielle de Leibniz associée au systéme {(A, 1), (B, 1), (C,1)}.

1. Donner 'expression de f(M) .
2. Démontrer que pour tous points M et N de /' . . .
Ffon = f(N) +3MN .
3. Résoudre I'équation f(M) =0.
4. Déterminer un systéme réduit a un seul point pondéré équivalent a {(A, 1), (B, 1), (C, 1)}.
5. Quel lien existe-t-il entre f et la fonction vectorielle de Leibniz, g, associée a {(A, 2), (B, 2), (C,2)}.

Le point G, centre de gravité de ABC, est aussi appelé isobarycentre des points A, B, C.

Exercice XI.1.3. ABCD est parallélogramme de centre I. On considére le systéeme S : {(A, 1), (B,-1),(C, 1)} ; et f sa fonction vectorielle de Leib-

niz associée.

153



154 XI. Barycentre

Lorsqu’un systéme a une masse non nulle, 'unique solution de I'équation f(M) =0 est appelée barycentre du systéme.
1. Déterminer le barycentre de S.

2. Simplifier f(M) .

3. Que peut-on dire des systémes {(A, 1), (C, 1)} et {(I,2)}

4. Que peut-on dire des systémes S et S’ :{(1,2),(B,-1)}

5. Justifier que S et S’ ont le méme barycentre.

6. Plus généralement énoncer un théoréme.

ExerciceXI.1.4.  ABCD est un parallélogramme de centre I. On considére les systémes {(A,—2), (B,1)(C, 1)} et S’ : {(A, 1), (B,—1),(C,1),(D,-1)} ;
ainsi que leurs fonctions vectorielles de Leibniz respectives f et f’.

1. Préciser la masse des systémes S et S'.

2. Démontrer que f et f’ sont des fonctions constantes.

3. Résoudre f(M) =0 puis f ™M) =0

4. Enoncer un théoréme sur les systémes de points pondérés de masse nulle et les fonctions vectorielles de Leibniz constantes.

XI.1.3 Définition et propriétés

DEFINITION XI.1.2
Soit {(Al,a ) | i € [1,n]} un systeme de points ponderes La fonction vectorielle de LEIBNIZ qui lui est associée est la

fonction, f qui a tout point M de # associe le vecteur f (M) défini par :

. n
f M) =aiMA] +0eMA, +---+a;,MA, =) a;MA; .
i=1

Exemple Soit A et B deux points de #, I le milieu du segment [AB] et ? la fonction vectorielle de LEIBNIZ associée au
systéme {(A,2), (B,2)}. Pour tout point M de y/ &

£ (M) =2MA +2MB =2MI +2IA +2MI +2IB =4MI (XL.1)
En particulier: f (1) =0; f (A) =4AI =2AB et f (A) = 4BI = —2AB.

THEOREME XI.1.1

n

Soit {(A,-, o) | ie(l, n]]} un systeme de points pondérésde masse m (m =) « ,-) et ? la fonction vectorielle de Leibniz

i=1

qui lui est associée.
1) Si m # 0, il existe un unique point G de W vérifiant : 7 Q) =
Pour tout point M de y/ & f M) = mM—G)

(2) Sim =0, alors f estune fonction vectorielle constante.

Démonstration Pour tous points MetNde #,ona:
n

. R o n . n . .
FoD-FM=Y aVA; —Zcx NAY = ) oy (MA7 -NA7 ) = Y (@iNM ) = ) (o)) NM = mNM ;
i=1 i=1 i=1 i=1
donc: ﬂl _ l_}
7 M) = F (N) + mMN (XL.2)

Soit A un point fixé. En prenant : N = A, il vient pour tout point M de #
F o =7 (A)+mMA (XL3)
Sim#0
— 1=
EXISTENCEDE G Introduisons le point G tel que : AG = — f (A).
m

En utilisant (XI.3) avec : M = G, il vient :
f@Q=fA@+mGA=fA)-fA)=
DEMONSTRATION DE LA FORMULE  Pour tous points M de 7, en utilisant (XI.2) avec : N = G, il vient :

F D =F (G +mMG =0+mMG = mMG.
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XI.1. Barycentre 155

UNICITEDE G D’apres la formule précédente, puisque m # 0, pour tout point M du plan :

—

T(M):ﬁ — mMG =0 — 1\TG:6 — M=G.

Sim=0
Pour tous points M de W, d’apres (XI.3) :

FM=F@A)+0-AM = f (A).

Donc 7 est une fonction vectorielle constante. O
Le théoreme XI.1.1 justifie la définition suivante.
DEFINITION XI.1.3
Soit {(A,-,(x,-) | iel, n]]} un systéme de points pondérésde masse non nulle.
Lunique point, G, vérifiant :
o1GA; +auGA, +---+a,GA, ;

est appelé barycentre du systeme.

Notations et vocabulaire On peut alors écrire :
G= bar{(Alral)r e y(An;(xn)}

Si de plus tous les coefficients sont égaux, ont dit que G est I'isobarycentre des points Ay, -+, Ap.

Remarques

1. Un systéme dont la somme des coefficients est nulle n’a pas de barycentre.

2. Lorsqu’on évoquera le barycentre d’un systéme, si cela n’est pas explicitement précisé, il sera sous-entendu que
la masse, m, du systéme est non nulle.

3. Sim#0, le systéme {(Ai,(x,-) | iel, n]]} est équivalent a {(G, m)}.

On en déduit que deux systémes de masses non nulles sont équivalents si et seulement si ils ont le méme barycentre
et la méme masse.

4. Deux systémes de masses nulles ne sont pas nécessairement équivalents.

Exemple

Considérons le systéme composé de deux boules homogeénes de 4 I B
méme masse, m, reliées par une tige rigide et sans masse de longueur @ - @
0. Ce systéme est équivalent 4 une masse ponctuelle de masse 2m " 2m m
placé au centre, I, de Ia tige. FIGURE XI.1 -

ExerciceXI.1.5. A, B, C, D sont des points fixés de #/ et M est un point variable. Simplifier les écritures.

a.MA +MB +MC.

b.MA +MB —2MC .

¢.3MA +5MB —4MC +6MD .

d.3MA - 5MB —4MC +6MD .

Solution

a. Introduisons l'isobarycentre, G, des points A, B et C. Il vient par réduction, pour tout M € /&

MA +MB +MC =3MG .

b. On reconnait une fonction vectorielle de Leibniz associée a un systéme de masse nulle. Cette fonction est donc
constante, (en calculculant I'image de C) pour tout M € /2

MA +MB —2MC =CA +CB.

En calculant I'image de A on aurait obtenu, tout M € /& l\ﬁ) + l\ﬁ> - ZW = E - ZE.

c. On reconnait la fonction vectorielle de Leibniz associée au systeme {(A, 3),(B,5),(C,-4), (D, 6),} de masse10.Ona:
10 # 0; ce systéme a donc un barycentre que nous appellerons G ; il vient par réduction, pour tout M e #':

3MA +5MB —4MC +6MD = 10MG; .

d. De méme qu’en b., pour tout M e #':

3MA —5MB —4MC +6MD = —5AB —4AC +6AD =3BA —4BC +6BD .0

Remarque Les systémes associés aux questions b. et d. ont une masse nulle, on ne peut donc pas introduire de bary-
centre.
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156 XI. Barycentre

XI.1.4 Propriétés

THEOREME XI.1.2 HOMOGENEITE
|| On ne change pas le barycentre d'un systéme en multipliant tous ces coefficients par une méme constante non nulle.

Démonstration Soit G le barycentre d'un systeme {(Al-,(xi) lie(l, n]]} de masse non nulle et A un réel non nul.

n . n _ n . L.
Ona: ) «;GA; =0;donc: ) (A(x,-GA,- ) =AY ((xiGA,- ) =A0=0.0
i1 i=1 i=1
THEOREME XI.1.3

Soit A, B, C, D quatre points non coplanaires et a, b, ¢, d quatre nombres réels tels que :

a+b#0;a+b+c#0;a+b+c+d+#0.

sur la droite (AB) munie du repére (A, B).
b .
a+b+c’ a+b+c

€)) Le barycentre du systeme {(A, a), (B, b)} est le point d’abscisse

2) Le barycentre du systeme {(A, a), (B, b), (C, c)} est le point de coordonnées sur le plan

(ABC) muni du repere (A, B, C).
3) Le barycentre du systéme {(A,a),(B,b),(C,c), D, d)} est le point de coordonnées

b C d
' ' i ere (A,B,C,D).
hicid aibicid aihictd dans &'muni du repére (A, B, C, D)

Démonstration Les trois propriétés se démontrent suivant le méme schéma. A titre indicatif nous démontrerons la propriété (2).
Soit G le barycentre du systéme. Pour tout point M de #, on a par réduction de somme de Leibniz:

(a+b+ c)m:am+bm+cﬁ.

Pour M = A, on en déduit que :
— — c —

AG =

AB +
a+b+c a+b+c
D’oul'on tire le résultat désiré. O
Exercice XI.1.6. A et B sont deux points tels que AB = 3. Placer le barycentre G du systéme {(A, -2), (B,5)}.

Solution G est le point d’abscisse 5 sur la droite (AB) munie du repére (A, B).

Exercice XI.1.7. Le plan est muni du repére (0;7,j ). On considére les pointsA(1;-1), B(5 ;-1) et C(2;2).
Placer le point, G, barycentre du systéme {(A,-5), (B,9), (C,8)}

5 3 2
Solution La masse du systéme est 12, donc par homogénéité : G = bar{ (A; - E) , (B; Z) , (C; g) } Nous en déduisons

32
que G est le point de coordonnées (Z ; §) dans le repeére (A,B,C). O

THEOREME XI.1.4
Soit A, B, C, D quatre points non coplanaires et x, y, z trois nombres réels.

(1) Sur la droite (AB) munie du repére (A, B), le point d’abscisse x est le barycentre du systeme {(A, 1 — x), (B, x)}.
2) Dans le plan (ABC) muni du repeére (A, B, C) le point de coordonnées (x; y) est le barycentre du systeme
{(A1-x-),B,x),(C, 1}

3) Dans & muni du repére (A,B,C,D)le point de coordonnées (x; y; z) est le barycentre du systeme
{(A,1-x-y—-2),(B,x),(C,y)D,2)}

Démonstration Les trois propriétés se démontrent suivant le méme schéma. A titre indicatif nous démontrerons la propriété (2).
Soit M(x;y) dans le repere (A,B,C). Ona:
AM = xAB + yAC = xAM +xMB + yAM + yMC.

On en déduit que :

—

(l—x—y)m+xl\ﬁ+yMC =0.
D’olil'on tire le résultat désiré. O
Le corollaire suivant est une conséquence immédiate des théoremes XI.1.3 et XI.1.4.

COROLLAIRE XI.1.5
Soit A, B, C, D quatre points non coplanaires

1) Lensemble des barycentres des points A et B est la droite (AB).
2) Lensemble des barycentres des points A, B et C est le plan (ABC).
3) Lensemble des barycentres des points A, B, C et D est 'espace &

Démonstration Démontrons par exemple (2).
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D’apres le théoreme XI.1.3 tout barycentre de A, B, C est un point de (ABC).
D’apreés le théoreme XI.1.4 tout point de (ABC) est un barycentre de A, B, C.
Donc, 'ensemble des barycentres des points A, B et C est le plan (ABC). O
THEOREME XI.1.6 ASSOCIATIVITE
‘ Dans un systéme de points pondérés, lorsqu’on remplace un sous-systeme par un sous-systeme équivalent, on ob-

tient un systéme équivalent.

Démonstration Soit un systeme {(A;, ;) | i € [1,n]}, F la fonction vectorielle de LEIBNIZ associée et {(Bj,ﬁj) | j € [1, pl} un systéme équivalent
au systeme {(A;,a;) | i€ [[l,q]]} (avec 0 < g < n).
Nous devons démontrer que les systemes {(A1,a1),---, (Ag,0q), (Ag+1,%g+1),++  (An, &p) } et

{B1,p1),-++, Bp,Bp), (Aq+1,0(q+1), ,(An,cxn } ontla méme fonction vectorielle de LEIBNIZ.

Pour tout point M de 7, on a: Z o; MA, = Z ﬁ]MB
i=1 j=1

—_— n

q

=Y a;MA; + o;MA; = ﬁMB+ o;MA; O
J

i=1

i=q+1 j=1 i=q+1

Donc, pour tout point M de y/ & F(M =

‘rV1=
Q

Remarque Le théoreme XI.1.6 signifie, entre autre, qu’on ne change pas le barycentre d’'un systéme en remplacant un
sous-systéme par un sous-systéme équivalent.

Exercice XI.1.8. Soit ABC un triangle et a, b, c trois réels telsque :a+ b #0;b+c#0;c+a#0eta+ b+ c # 0. On considére les points A’,
B’ et C/, barycentres respectifs des systémes : {(B, b), (C,c)} ; {(C, c), (A, @)} ; {(A, @), (B, b)}.

1. Justifier Pexistence des pointsA’, B’ et C'.

2. Démontrer que les droites (AA"), (BB') et (CC') sont concourantes en un point qu’il conviendra de préciser.
Solution 1. Les systémes : {(B, b), (C,c)}; {(C,c), (A, a)}; {(A, a), (B, b)}; sont chacun de masse non nulle, donc leurs
barycentres existent.

2. Posons : G =bar{(A,a)(B, b), (C, 0)}.

Par associativité, on a: G =bar{(A,a)(A",b+c)} =bar{(B, b), B,a+c)} =bar{(C,c),(C’,a+ b)}.
Donc G appartient a la fois aux trois droites :

G est le point de concours des droites (AA), (BB) et (CC). O

THEOREME XI.1.7
Lespace &est muni d'un repere (O 1,7,k )

Pour i €]1; n[ on consideére des points A;(x;; y;; z;) et G le barycentre du systeme {(Ai, o) | iel, n]]} de masse m non
nulle.

XG =
Les coordonnées de G sont: { VG =

G =

Sl- 3|- 3|~
1l

Démonstration Pour tout point M de &, ona:

Pour M = O, on en déduit que :

D’oltl'on tire le résultat désiré. O

Remarque Dans le plan on a de méme :

DEFINITION XI.1.4
Soit f une application de #dans lui-méme.

On dira que f conserve les barycentres si pour tout systéme {(A,-, o) | ie(l, n]]} de masse non nulle m et de barycentre
G, le systeme {(f(A;),a;) | i € [1,n]} a pour barycentre f(G).

Les isométries ont été vues en classe de Seconde, les homthéties seront vues a la fin de 'année scolaire et les simi-
litudes seront vues en enseignement de spécialité en classe de Terminale. Nous admettons le théoréme suivant.
THEOREME XI.1.8
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158 XI. Barycentre

1) Les isométries (translations, rotations, réflexions ...), les homothéties et plus généralement les similitudes

conservent le barycentre.
(2) Les projections conservent le barycentre.

XI.1.5 Exercices

XI.1.a. ABC est un triangle. Démontrer que l'isobary- | médianes du triangle ABC.
centre des points A, B, C est le point de concours des
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