Oscillations libres a une dimension

Exercice
Soit 2 ressorts de longueur et lo, et de raideur k; et Ko. Si on suspend a 1’extrémité de chaque ressort une

masse m, on observe un allongement respectif Xq;et Xo2.
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1. Déterminer I’équation différentielle du mouvement vertical de la masse m pour I’un des ressorts

2. Déterminer 1’équation différentielle du mouvement vertical de la masse m suspendue aux ressorts mis
bout a bout (montage série), toutes les constantes du mouvement ainsi que le circuit électrique équivalent.
3. Méme question lorsque la masse m est accrochée aux 2 ressorts suspendus au méme support
parallélement I’un a I’autre (montage parallcle)

4. Méme question pour le cas des 2 ressorts mis de part et d’autre de m selon la figure 1.1. Déterminer en
appliquant la régle de raideur du ressort équivalent, le mouvement de m monté selon la figure 1.2.

Réponse
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Exercice

Soit un pendule constitué¢ d’une tige rigide sans masse, de longueur L, d’une masse m et d’un ressort de
raideur k.

Au repos (équilibre) la tige est verticale et le ressort est non déforme.

Déterminer les énergies cinétique et potentielle du systéme mécanique oscillant. En déduire la pulsation
(dans le cas des petites oscillations).

Réponse
An repos le pendule est vertical et le ressort est non déformé

. |
Lorsque m est écarté de 8, leressortestdéformédex et x=aanb 2ppais

[u@" T =num ™" v
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Epm = mgh = mg ( H; Lcos8) = + mgH, - mglLcoss
Remargue: l

constante
On convient dans les expressions de V' de ne pas tenir
compte de cefte constante puisgu’elle disparait dans les dérivées

V =%kat (sinﬂ)z -mgLcosB

Et = T + ¥V = constante dEEt = = mL2§.B‘+ka2 anf cos6 © +!'t‘lEJ-$iﬂ|?|a
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2
pour les petites oscillations : sinB~ et cos ~1 —p B4 (Mi’)g -0+ 0i8=0
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Exercice

Soit le systémeoscillatoire mécanique de la figure :




Le pendule est formé d’une tige Om sans masse est d’une masse ponctuelle m. Les ressorts identiques de
raideur k sont soudés au milieu de la tige. Au repos 6 = 0 et les ressorts sont non déformés. Déterminer les
énergies cinétique et potentielle du systéme mécanique oscillant en fonction de 6.

1) Etablir le Lagrangien du systeme

2) Trouver I’équation différentielle du mouvement pour les petites oscillations.

En déduire sa période propre.

Réponse
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Exercice
On considere le systéeme oscillatoire mécanique de la figure :

E =rayon de la poulie
I =masze de la poulie

Lorsque la masse m est au repos a la hauteur h (par rapport au sol) le ressort k est allongé de X,
(allongement statique). Pour avoir des oscillations (mouvement), on tire la masse m de x vers le bas par
rapport a sa position de repos (ou d’équilibre), la corde inextensible fait tourner la poulie (de masse M et de
rayon R) de 0 et allonge le ressort, puis on lache le systéme.

1) Etablir le Lagrangien du systéme.

2) Déterminer 1’équation différentielle du mouvement. En déduire la période des oscillations.

Réponse
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V= .‘2.1-: (x+ Xo) + MgH + mg(h,-x) = Sk (x* Xo) - mgx + une constante




L=T-V

4By & _, — (m+ 2T +kx+ xo)-mg =0
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- 2k
au repos mg = K Xy * x + (gmn-ijx =0
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ak ~
la solution de cette équation différentielle est - () =X sm(@t+9) avec Tommn \[—

Exercice
Soit le systeme oscillatoire mécanique :

E. =rayon du disque
I =masse du disque

Le disque de masse M et de rayon R peut uniquement tourner autour de son axe O. Le ressort de raideur k
est attaché en A au disque tel que OA =r. Lorsque la masse m est au repos a la hauteur h (par rapport au
sol) le ressort est allonge de x, (allongement statique). Pour avoir des oscillations (mouvement), on tire la
masse m de x vers le bas par rapport a sa position de repos (ou d’équilibre), la corde inextensible fait tourner
la poulie de 0 et allonge le ressort, puis on lache le systeme.

1) Déterminer les énergies cinétique et potentiel du systéme (en fonction de 0).

2) En utilisant la loi de la conservation de I’énergie, trouver la pulsation des oscillations.

Réponse
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Exercice
Soit le systeme oscillatoire mécanique :

7 k

El -':I:l:l:ll:i-:‘:l- =

/

cylindre masse M, rayon R
moment d'inertie J = é MR?
. m
- Soud NN 2 OA=a
hc\f y Iflfl1 =M = m

Le fil qui relie les masses m; et m; s’enroule sans glisser sur le pourtour du cylindre.

Au repos le ressort k est non déeformé, les masses m; et m, sont a la hauteur h,,.

Lorsque m; descend de y, la masse m1 monte de y et le cylindre tourne de 0, donc y = R6.
1) Déterminer les énergies cinétique et potentiel du systeme (en fonction de 6).

2) Trouver la pulsation des oscillations.

Réponse

Exercice
On considere le systéme oscillatoire mécanique de la figure :

M = masse du cylindre
R =rayon du cylindre

moment d'inertie du cylindre =7 = % MR2

i (y<R)

Lorsque la masse m est au repos a la hauteur h, (par rapport au sol) le ressort k est allongé de X,
(allongement statique). Pour avoir des petites oscillations (mouvement), on tire la masse m de y vers le bas
par rapport a sa position de repos (ou d’équilibre), la corde inextensible provoque simultanément un
mouvement de rotation 0 et un mouvement de translation x de la poulie (roulement sans glissement), puis
on lache le systeme.
1) Déterminer 1’énergie cinétique et I’énergie potentielle du systéme (on choisira X comme degre de liberté).
2) Déterminer 1’équation différentielle du mouvement en fonction de x.

En déduire la période des oscillations.
Réponse



x=R8 — x=RO , y=x+RO=2x —. y=2x

T=%my +%Mx +%J6° ='/zm45c2+‘/zl\rﬁc2+‘/;g‘/zl\lleéz=(2m+%M)it2
V =mg(hy —y) + % k(xo +y)’ = mghy — mg2x + ¥ k(xo + 2x)°
V =mgho— 2mgx + % kxo' +2kx’ +2kxox = mgho -2x(mg -kxo) + % kg +2kx’
Aurepos:mg=kxy — V= mghot Ykee? + 2k’

L=T-V ., mouvement oscillatoire libre :

4@y L_p . (4m+ SMIR + 4kx =0

dt &x &
X +0°x=0 ., o= 4k T=2n /(8m+3M)
(4m + %M) 8k
Exercice

Spit le systéme oscillatoire suivant

repos =
P X

Au repos (équilibre) le ressort k est allongé de x,. Lorsque la masse m descend de X, (mouvement) la poulie
(de masse M de rayon R et de moment d’inertie J = ¥ MR?) descend (le ressort s’allonge) de x; et tourne de

B (RO=x;), donc X, =x; +RO=2x;.
En utilisant le Lagrangien trouvez la période des oscillations.

Réponse
Lorsque lamasse m descend de x; lapoulie descend de x; (mouvement de translation)
%=1 +R8=23x ™ alapoulic toume de 8 (mouvement de translation) ¥ =R8
—s T=CGAM+2m)%,°

> ’-%MRz > if-‘x.;z
Epr= Yk (o*x))’

V= Epr + Epm + EpM
Xo = allongement statique (allongement au repos)
, , L=T-V
X) = déformation dynamique (mouvement)
V= %k (ot +mgh-x)+ Mg (H-x)

= -(M+ 2m) g x; + Y2k (xo*x))° + constante

T= ’/.:mi,2+%Mx.‘2' %Jéz

T'm
' i(-al:.) o g-'--o
! @ 681 6:‘
= (%M+4m)X)- (M +2m)g + k(xg+x)
- 2 = 2k
= (UM +4m) ) +kx - (M +2m)g+hxo =0 —+ ¥ + @F x =0 € Do = Grrer
T 2x

éauation d'éauilibre au repos = zgmc“ =0 o



Exercice
On considere le systéeme oscillatoire mécanique de la figure

g

Db = % B = rayon du disque

= % il R2 = thoment d'inettie du dizgue

LI = masse du disque

Au repos les ressorts ne sont pas déformés.
Le cylindre (de masse M de rayon R et de moment d’inertie J = % MR?) roule sans glisser, c'est-a-dire que
lorsqu’il tourne de 6, son centre de gravité se déplace de x (x = R0).
1 Déterminer le Lagrangien du systéeme
2 Etablir I’équation différentielle du mouvement pour les petites oscillations et en déduire la période
propre des oscillations pour k; = k, =k .
Ou bien
1) Déterminer I’énergie cinétique et I’énergie potentielle du systéme
en déduire le Lagrangien pour k; =k et k,=2k
2) Calculer I’équation du mouvement et en déduire sa période propre

Réponse
Le cylindre a 2 mouvements simultanés: rotation de 8 et translation dex, x=R 8.
Le ressort koy subit 2 déformatons.

Lorsque le ressort k; s'allonge de %sinﬂ +X = %sinﬂ + R B

|—> le ressort ks se comprimedex =R 8, et mversement

T = énergie cinétique du systéme = énergle cinétique du disque (rotation + translation)
V = énergie potentielle du systéme = énergie potentielle des 2 ressorts de raideurs k1 et ky

L=T-V= (%%MREEE.;. %—Miz) - (%kl(x+%sinﬂ)z+%k2}lz)

L= 2MR?F - 1R (8 + 08 . 1o R%67

d oL a6 2% 2 sin By 4cosBy | K, p2
G i5m 0= SMRE 4 kR? 0+ 200+ gN 4 kR

pour les penres oscillations : sinBAB et cosB A1l —s § 4 (MJE =

6M

-4 3 -
a8 = I = =k — T=2n
B+ a, 0 1= ks 17k

Ou bien

T= %Mx? + %J8 = ’éM(Rﬁ]:«}‘:&‘éMRlﬁ:: %Mfﬁ? - %Miz
2.2 2 2

Vewk (x+RE) + %k 85 = 5k 4RB + % kyR'D

=1&(41{1 + k;.)Rzﬂz =15 (4k1+ kj:lxz

P

I
d 8L, & _o_ 3% w . o4k g _.-T=.3_I.=:‘_

L=T-V=32Mi?-3kx? = (3M§ - 3k8)R’

Soit le systeme oscillatoire mécanique de la figure 3. Au repos (c'est-a-dire a 1’équilibre, pas de
mouvement), le ressort de raideur k est allongé de x, (allongement statique) et le centre de gravité O de la



poulie (de masse M et de rayon R) est a la hauteur h, (altitude). En mouvement, lorsque le centre O de la
poulie descend de x, la poulie tourne en méme temps de 0 (par rapport a son axe O, x = RO). 1) Calculer
les énergies cinétique et potentielle du systeme.
2) En utilisant la formule de Lagrange, trouver 1’équation différentielle du mouvement.
3) En déduire la période propre des oscillations libres du systeme.
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moment d'mertie
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Réponse

Lorsque la poube descend de x elle toume de 8 RS ~+ le ressort est allongé de x + R8 = 2x

- 8° . : 8 I [ 1 2 _- 3.9
T=dMx’+ 178 ; x=R8 T=dMdd + LIMR? 87 = 2
2
V= Lk(z+20) »Mgh=i?k(x°.2x)’.mg(h°-x)
d &L &u - y }- .. i =§’ .. -M -
5(5—;)-5 0 L=T-V —e 2Mx + k(xo+2x)2 - Mg 2Mx + 4kx + 2kxo g 0
équation & I'équibbre = ()
S; -P+F +T=0:L 'kXO‘T - Mg=b:o+T
Poube aurepos — o . fe FOL/\TT
T}_Momcms des EO!“’/O=0 — FoR ~-TR =0 —+T=kxo lé
.. 3 k _ =}_‘ = _}_h_'i
- X+ -§ﬁx-0 'I:) a “\J'f'lk

Exercice
Un pendule inversé est constitué d’une tige de longueur L, de masse négligeable, mobile dans le plan de la

figure autour du point 0, portant a son extrémité M une masse m ponctuel. En A sont attachés 2 ressorts
identiques de raideur k tendus entre A et 2 points symétriques O et O,. Au repos la tige est verticale et les

ressorts sont non déformés.

Mim
OA=a
OM=1L
%‘fﬁﬁ%ﬂﬁ RIS
et T
8]
NSNS NN AN
Déterminer, lorsque la position d’équilibre du pendule est stable, la fréquence de ses oscillations de faible

amplitude.

Réponse
On peut écarter la masse m d’un petit angle 0 par rapport a la verticale, I’énergie !)otentielle du systéme est :

V = Epot des 2 ressorts + Epot de la masse =2.%4 k (a.sin@)2 + mg.l.cosf =k.a (sin@)2 + mg.l.cosO



La position & équlibre est domnée par (Epot min) (ﬂ} =0=72ka sinfcosd - mg 1 sinf
B g iguilire
On fait les approximations de sinf ~0 et de cos® =1 pour les petits angles 0
— (2ka® - mgl).0i=0 — 0q=0

1
cette position d’équilibre verticale est stable si: EF' >0 — 2ka‘- mgl »0—* a’> zgk

58°
dans ce cas on a des oscillaions et d oL

I'équation du mouvement est trouvée grace a dt (E)

s = g % .2 i 2 '2 — N -
et T=Energie cinétique du systtme = Ec masse m = %J 8" = % m1°8"  (J=moment d'merhe)
L= %mP8° - ka (n8)® + mglcosh — mIB+2ka’ sinfeosh - mgl.sind = 0

pour les petites oscillations : sinB~.8 et cosB ~1 —» B+ (_ka - mgl )8 =0

avec f= o 1 \‘—2“ . mgl_] 2
T T  conditi 2ka”- mgl >0

In n ml T 4 condition que g
Exercice

On considere le pendule métronome de la figure constitué d’une tige rigide de masse négligeable de
longueur 2L portant a ses extrémisées des masses m et M considérées ponctuelles et 2 ressorts identiques
soudeés en un point A a la tige. Au repos le systeme est symétrique par rapport a la verticale et les ressorts
non déformés.

*%-U avec L=Lagrangen=T-V

Mmoo rEpos moqvemant
T (Equilibre) . (oscillations)
fj k N k g / k
== QUG — MO
Fd
-Gl -
DA =a
OM = Om=}
m O

La tige écartée d’un angle 0, les ressorts déformés de x, le systéme oscille dans le plan de la figure
autour de 1’axe de rotation O.
1) Donner le lagrangien du systeme oscillatoire libre a un degré de liberté.
2) Etablir I’équation différentielle du mouvement dans le cas des petites oscillations, et sa solution 0(t).
3) En déduire la période propre pour M=m et a= D2
Réponse



L .2 *2 2o .
T = énergie cinétique du systéme = % J308°+% Jm 8 = B ML*6° + 4% ml*6°
V= Epotdes 2 ressorts + Epot des 2 masses = 234 kx2 + (- Mglcos8+ mglcos8)
x=asind; L=T-V = LQM+m)L'6° - k(asinB)® + (M . m)gl.cosd

d(ﬂ:} U:(m+M]L2 B+ 2kafsnfcoss + (M - m)dsnd

pour les petites oscillations : sinB~.6 et cosB ~ ]

+(2b:a + (M- mdd, Fralo=0 —+ 81)= Bpsin(o,t+e)
(m+M)T

B

Exercice
Soit un métronome constitué d’une tige rigide (sans masse, verticale au repos) portant 2 masses ponctuelles
m et M. Les oscillations ont lieu dans le plan de la figure et autour de I’axe O.

I

Lagrangien et équation du mouvement ? Période du mouvement ? Analyser le mouvement lorsque M.L —
m.|

Réponse
.2

L=T-V=t4ml°8 +£&ML §° - (- MgLcosd + mglcos) = ﬁ{ml2+ MI°) 6 + (Mg - mgl)cosB

: ciL-} & o= (P M) F + (Mg - mgd) sind

s Mg - mgl 2 m 1"+ 3T
» ! B . - T _l
pour les petites oscillahions : sinB~.8 —s 0 + —m I2+]En.ﬂjf B 0— lop==— m{} —Mgl_ = gl
Lorsque WL —+ ml  :©  Lalimite de we =0 Clestd-dire T, —eoo o pas d'oscllations

=0 —+ 8 =constante —+ B8 = constante.t+ 8, : mouvement circulare uniforme



Exercice
Soit le systeme oscillatoire mécanique de la figure :

y i L2 - ?r"t'
- m
Tt O
< =
- 5
- [«

Au repos la tige O’m est horizontal.

En mouvement la masse m se déplace dans le plan xOy avec un angle 6 (mouvement oscillatoire de rotation

de la tige O’ par rapport a O’). Calculer le Lagrangien du systéme et en déduire I’équation différentielle
dans le cas des petites oscillations

Réponse

. Y Lz 9:1
u]
L
i 3"]‘_
k1 ks kq kz
u} X} u} ®

Au repos la tige O’m est horizontal. Les ressorts sont comprimés de Xo; €t Xg, (déformations statiques).
los et lox étant les longueurs des ressorts a vide : 1oy = 00’+ Xg;: lop = OO0+ Xg

En mouvement oscillatoire, la masse m se déplace dans le plan x0Oy avec un angle 0. Les ressorts sont
déformés par rapport a I’horizontal de x;=L;sin® et x;=L;sin®

(déformations dynamiques)
L=T-V T=3m? §

‘J=%kl(xl-xﬂlf+%kg(xg-xm}3+mg([]0’+LsinE|}

v=%k1(]_,15j_nﬂ-}§ul}z+ %kg(l_,gsinﬂ-Kuz}g+mg(DD’+Lsin H
d 6L &L

m E.é %8 g —= mLzﬁ-(U-(klﬂ_,lsinﬂ-zs{c.lelcnsEl +kg|:LgSiﬂE-K|jg:ngEDSE+I‘I‘1ELEDSE|}=|:|

I‘ﬂl..E‘IIETI + klflsin AcosA +1'§3L-22 sitt Beosl - K10l cosA- by ¥oa L cosB + mgLeosB =0

+
éouation 4 1égquilibee (repos) = ZMIE/0=0

ol + 1 L .
pour les petites oscillations : sinBA8 et cosB ~1  _— B4 {%}E =0= 8+ m§ ;]



Exercice

On considére un fléau constitué de 2 ressorts et d’une barre
métallique de masse négligeable, de longueur jortant deux masses
ponctuelles m et M, tournant sans frottement autour de son axe au
point fixe Ocomme le montre la figure :

xest la déformation dynamiques (amplitudes a chaque instant) dela
masse mpar rapport a sa position de repos (a 1’équilibre la barre est
horizontale 6 = 0). Déterminer:

1) Bilan énergétique, et Lagrangien du systéeme.

2) L’équation différentielle du mouvement, dans le cas des petites
oscillations. En déduire la pulsation propre et la périodepropre.

Réponse

hhs'ho hﬁ'hm

x:hu'hm S'iﬂE:

3¢
4

oo

2 2 2 2 .
T=1lm¢ E COSB + 6—415.-']{ = _-;;I—_.Z{IHCDSB +%Mj€232

3 2 2
v:;%kx + mgh, + Mghy, :k%sme -mg 3

d oL

u:.} 1

-1 Ty €4 o £
B 1{mc¢59+2 M) +{kEsm£l mg g

+ Mg 33'5' ) cosH

Dans le cas des petites oscillations : Lim 4 5 M)EE + kg = 0
1

4
puisque - mg JL{ + Mg 3% = 0 équation & léquilibre (repos) = ZMIF/0=0
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Exercice
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Soit le systéme oscillatoire suivant

2k

I = mazze du dizgue

E = rayon du disque

Om= §

4-3 =1, doncsystéme a un degré de liberté.

isjﬂe + }v'_[g34£ smB + constante

Tn== I'u'I Rz = moment d'inertie du disgque

M 1} x.0, hyy hy 4 coordonnées généralisées, Et 3 relations entre eux



Le pendule de longueur Om =/ (tige sans masse porte une masse m ponctuelle en son extrémité) est
solidaire au cylindre (disque) en O axe de rotation (tournent ensemble). Le disque (cylindre) roule sans
glisser (x = RO).
A TI’équilibre (repos) 0 = 0, le ressort k est non déformé.
1)Deéterminele bilan énergétique.
2)Dans le cas des petites oscillationsétablir I’équation différentielle du mouvement,.
En déduire la pulsation propre et la périodepropre.
Réponse
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2 coordonnées généraliséesx et B -unerclationx =R6 =1 degré deliberté

Energie cynétique : T= T + Tm
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Exercice
On considére le systeme oscillatoire mécanique amorti de la figure :
. 4
position au repos —-} M- — xih)
3 I'Bquilib :
(3 Fequiliore) v k = raideur du ressart
ke =] = coeficient du frottement visgueux
A
PR —T
¥

Le point A est soumis a des vibrations verticales d’amplitude y(t).
La masse M est alors animée d’un mouvement oscillatoire vertical d’amplitude dynamique x(t).
1) Etablir 1’équation du mouvement de la masse M. En déduire I’équation différentielle du mouvement en
fonction de x ety
2) Ondonne M= ; k= ; B= . lesconditions initiales : x(0) =0; v(0) =
Déterminer la solution du régime transitoire.



