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                                                   Test de sortie  

Exercice 1 : 

Montrer si les fonctions suivantes admettent un prolongement par 

continuité aux points où elles ne sont pas définies. 

1. 𝑓1(𝑥) =
(𝑥−1) cos 𝑥

𝑥2−1
 . 

2. 𝑓2(𝑥) =
|𝑥−1|

𝑥−1
 . 

3. 𝑓3(𝑥) = sin
1

𝑥
 . 

 

Exercice 2 : 

Calculer la dérivée d’ordre 𝑛 des fonctions suivantes : 

1. 𝑓(𝑥) = 𝑒𝛽𝑥  . 

2. 𝑓(𝑥) = sin(𝑥). 

3. 𝑓(𝑥) = cos(𝑥). 

4. 𝑓(𝑥) =
1

1−𝑥
 . 

 

Exercice 3 : 

Soit la fonction 𝑓(𝑥) telle que : 

𝑓   ∶ ℝ3 →  ℝ2 

              (𝑥, 𝑦, 𝑧) → (𝑥 + 𝑧, 𝑥 + 𝑦) 

1. Montrer que 𝑓 est une application linéaire. 

2. Déterminer 𝐾𝑒𝑟𝑓 le noyau de f, puis en déduire dim(𝐾𝑒𝑟𝑓). 

3. Donner dim(𝐼𝑚𝑓). 
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                                           Corrigé de test de sortie  

Exercice 1 : Prolongement par continuité. 

1. 𝑓1(𝑥) =
(𝑥−1) cos 𝑥

𝑥2−1
 . 

𝑓1 n’est pas définie aux points 1 et −1,  

lim
𝑥→1

𝑓1(𝑥) = lim
𝑥→1

(𝑥−1) cos 𝑥

𝑥2−1
= lim

𝑥→1

(𝑥−1) cos 𝑥

(𝑥−1)(𝑥+1)
=

cos 1

2
 . 

lim
𝑥→−1

𝑓1(𝑥) = lim
𝑥→−1

(𝑥 − 1) cos 𝑥

𝑥2 − 1
= lim

𝑥→1

(𝑥 − 1) cos 𝑥

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)
= ∞                                     

Donc 𝑓1 admet un prolongement par continuité au point 1, mais 𝑓1 n’est pas 

prolongeable par continuité au point−1. 

 

2. 𝑓2(𝑥) =
|𝑥−1|

𝑥−1
 

𝑓2 n’est pas définie au point1.  

lim
𝑥→1−

𝑓2(𝑥) = lim
𝑥→1−

|𝑥−1|

𝑥−1
= lim

𝑥→1−

−(𝑥−1)

𝑥−1
= − 1 . 

lim
𝑥→1+

𝑓2(𝑥) = lim
𝑥→1+

|𝑥−1|

𝑥−1
= lim

𝑥→1−

(𝑥−1)

𝑥−1
= 1 .  

lim
𝑥→1

𝑓2(𝑥) n’existe pas. Donc 𝑓2 n’est pas prolongeable par continuité. 

 

3. 𝑓3(𝑥) = sin
1

𝑥
 

𝑓3 n’est pas définie en 0 et la lim
𝑥→0

𝑓3(𝑥)  n’existe pas. 

Alors 𝑓3 n’est pas prolongeable par continuité. 
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Exercice 2 : La dérivée d’ordre 𝑛 des fonctions suivantes. 

 

1. 𝑓(𝑥) = 𝑒𝛽𝑥 , on dérive𝑓′(𝑥) = 𝛽𝑒𝛽𝑥,𝑓′′(𝑥) = 𝛽2𝑒𝛽𝑥. 

 On déduit la dérivée d’ordre 𝑛 par𝑓(𝑛)(𝑥) = 𝛽𝑛𝑒𝛽𝑥. (Formule à 

démontrer par récurrence). 

 

2. 𝑓(𝑥) = sin(𝑥). On dérive 𝑓′(𝑥) = cos(𝑥) = sin (𝑥 +
𝜋

2
) ,  

𝑓′′(𝑥) = − sin(𝑥) = sin(𝑥 + 𝜋), 𝑓(3)(𝑥) = − cos(𝑥) = sin (𝑥 +
3𝜋

2
) , 

𝑓(4)(𝑥) = sin(𝑥) = sin(𝑥 + 2𝜋),  

On déduit la dérivée d’ordre 𝑛 par 𝑓(𝑛)(𝑥) = sin (𝑥 +
𝑛𝜋

2
) , (Formule 

à démontrer par récurrence). 

 

3. 𝑓(𝑥) = cos(𝑥). On dérive 𝑓′(𝑥) = −sin(𝑥) = cos (𝑥 +
𝜋

2
) ,  

𝑓′′(𝑥) = − cos(𝑥) = cos(𝑥 + 𝜋), 𝑓(3)(𝑥) = sin(𝑥) = cos (𝑥 +
3𝜋

2
) , 

𝑓(4)(𝑥) = cos(𝑥) = sin(𝑥 + 2𝜋),  

On déduit la dérivée d’ordre 𝑛 par𝑓(𝑛)(𝑥) = cos (𝑥 +
𝑛𝜋

2
) , (Formule à  

démontrer par récurrence). 

 

4. 𝑓(𝑥) =
1

1−𝑥
= (1 − 𝑥)−1, on dérive  𝑓′(𝑥) = 1(1 − 𝑥)−2, 

𝑓′′(𝑥) =1.2(1 − 𝑥)−3, 𝑓(3)(𝑥)=1.2. 3(1 − 𝑥)−4. 

On déduit la dérivée d’ordre 𝑛 par 𝑓(𝑛)(𝑥) = 𝑛! (1 − 𝑥)−(𝑛+1) 

(Formule à démontrer par récurrence). 
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Exercice 3 : 

Soit la fonction 𝑓(𝑥) telle que : 

𝑓   ∶ ℝ3 →  ℝ2 

              (𝑥, 𝑦, 𝑧) → (𝑥 + 𝑧, 𝑥 + 𝑦) 

 

1. Soient 𝑢 = (𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑣 = (𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ ℝ3, et 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ . 

𝑓(𝛼𝑢 +  𝛽𝑣) = 𝑓(𝛼(𝑥, 𝑦, 𝑧) +  𝛽(𝑎, 𝑏, 𝑐)) = 𝑓(𝛼𝑥 + 𝛽𝑎, 𝛼𝑦 + 𝛽𝑏, 𝛼𝑧 + 𝛽𝑐) =

( 𝛼𝑥 + 𝛽𝑎 +  𝛼𝑧 + 𝛽𝑐, 𝛼𝑥 + 𝛽𝑎 𝛼𝑦 + 𝛽𝑏) = (𝛼(𝑥 + 𝑧) + 𝛽(𝑎, 𝑐), 𝛼(𝑥 + 𝑦) +

𝛽(𝑎, 𝑏)) = 𝛼((𝑥 + 𝑧), (𝑥 + 𝑦)) + 𝛽((𝑎 + 𝑐), (𝑎 + 𝑏)) = 𝛼𝑓(𝑢) + 𝛽𝑓(𝑣). 

Donc 𝑓 est une application linéaire. 

 

2. 𝐾𝑒𝑟(𝑓) = {𝑢 ∈ ℝ3, 𝑓(𝑢) = 0ℝ2  } 

𝑓(𝑢) = 0 ⇒ (𝑥 + 𝑧, 𝑥 + 𝑦) = (0,0) ⇒ {𝑥 = −𝑦 𝑒𝑡 𝑥 = −𝑧} 

Donc 𝐾𝑒𝑟𝑓 = {𝑢 ∈ ℝ3, 𝑥(1, −1, −1), 𝑜ù 𝑥 ∈ ℝ } 

 Base de  𝐾𝑒𝑟(𝑓) est 𝐵 = {(1, −1, −1)}  

 dim 𝐾𝑒𝑟𝑓 = 1. 

3. dim(𝐼𝑚𝑓), 

On sait que dim(ℝ3) = 3 = dim(𝐾𝑒𝑟(𝑓)) + dim(𝐼𝑚𝑓), 

Et donc dim(𝐼𝑚𝑓) = 2. 

 

 

 

 

 

 

 


