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 تمهيد:
 الحل الأمثل للدالة: بإيجادتعتٌ مسائل البرلرة غتَ مقيدة بمتغتَ واحد 

)(xfY  
لأمثلية في ىذه الحالة مكافئ لايجاد قيمة في ا، ويكون البحث عن xدالة غتَ خطية وبالدتغتَ الدفردxf)(حيث

),(الفتًة غتَ لزدودة  التي تجعلY أكبر )أصغر( مايمكن. واذا كان البحث مقيدا في فتًة لزدودة مثل المجال
 ),ba :فإن الدسألة تصبح عبارة عن ايجاد الأمثلية للدالة 













bxa

ST

xfY )(

 
 

 :صلةالات ذقبل الدخول الى تفاصيل الأمثلية وطرق الحل لابد من استعراض بعض الدفاىيم الرياضية   
 

 

 :القيم الدتطرفة( أو ) القيم القصوى القيم الحدية لدالة -أولا 
f  دالة معرفة على لرالI  منR. 
 للدالة  القيمة الحدية العظمىf  علىI  ىي أكبر صورة xf تبلغهاf  من أجل عددa منI.  

I ،من  x من أجل كل               afxf  
 للدالة القيمة الحدية الصغرىf علىI  ىي أصغر صورة xf تبلغهاf  من أجل عددb منI. 

I ،من  x من أجل كل               bfxf  
 

 

 

 

 

 

 

 
 والدتناقصة والثابتة تاايدةالددالة  -ثانيا 

f  دالة معرفة على لرالI  منR. 
 f  على متاايدة تماماI :1من أجل كلّ  يعنيx 2وx  منI21، إذا كان xx    ّفإن 2xf <  1xf 

 

 

  

I 

قيمة المتغير التي تبلغ 

قيمتها  عتدها الدالة 

 . الحدية العظمى على

قيمة المتغير التي تبلغ 

قيمتها  عتدها الدالة 

 . الحدية الصغرى على

القيمة الحدية العظمى 

 وهي أكبر  للدالة 

 . على قيمة تأخذها 

القيمة الحدية الصغرى 

وهي أصغر  للدالة 

 . على قيمة تأخذها 
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 f على  متناقصة تماماI :1من أجل كلّ  يعنيx 2وx  منI 21، إذا كان xx    ّفإن 2xf  1xf 
 f على  ثابتةI :1من أجل كلّ  يعنيx 2وx  منI ،   21 xfxf  

 

 
 

 دالة متاايدة تماما
 

 دالة متناقصة تماما
 

  خطوات تحديد فترات التاايد والتناقص للدالة: 
 

 الأولى: سم البياني الخاص بها أو مشتقتهاخدام الر باست اما، يمكننا متناقصةأم  متاايدةلتحديد ما إذا كانت الدالة 
على الرسم البياني للدالة الدتزايدة، يتم ترتيب النقاط من الأصغر إلى الأكبر أثناء انتقالنا من اليسار إلى اليمتُ.  -

 .ومن ناحية أخرى، في الدالة التناقصية، تقع النقاط من الأعلى إلى الأدنى في نفس الاتجاه
 

في تلك  إذا كانت مشتقة الدالة موجبة دائمًا في فتًة ما، فإن الدالة تكون متزايدة الأولى: تحليل مشتقتها -
إذا كانت أما  .في تلك الفتًة متناقصةإذا كانت الدشتقة سالبة دائمًا في فتًة ما، فإن الدالة تكون أما الفتًة.

النقاط الحرجة ىي تلك التي تتغتَ الدالة متعددة الحدود، فسيتم مساواة الدشتقة بالصفر لإيجاد النقاط الحرجة. 
إلى الانخفاض أو العكس. يمكن أن تكون ىذه النقاط الحد الأقصى المحلي أو الحد  تزايدفيها الدالة من ال

بالنقاط الحرجة والفتًات ذات الصلة. في الجدول، يجب إدراج قيم الدالة والدشتقة  ببناء جدولثم نقوم  .الأدنى
إذا كانت الدشتقة موجبة، فإن الدالة متزايدة خلال تلك  .عند كل نقطة حرجة، وكذلك في نهايات الفتًات

ا يعتٍ أن الدالة لذا إذا كانت قيمة الدشتقة صفراً، فهذو  متناقصةالفتًة. إذا كانت الدشتقة سالبة، فإن الدالة 
 .نقطة حرجة عند تلك القيمة

 

 ونقطة انعطاف الدالة المحدبة والدالة الدقعرة -ثالثا
 التقعر والتحدب: -أ
 .Iقابلة للاشتقاق على الفتًة  fالدالة  لتكن التعاريف: -
  الدالة تكونf على  محدبةI  إذا كان الدنحتٌ التمثيلي لذا، في الفتًةI كل مماس لذا.فوق  ، يقع بالكامل 
  الدالة تكونf على  مقعرةI  إذا كان الدنحتٌ التمثيلي لذا، في الفتًةI أسفل كل مماس لذا.، يقع بالكامل 
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لزدبة / مقعرة على المجال  fنقول أن الدالة  ba :عندما نثبث واحدة من الطرق التالية 
 

")(0: مقعرة -أ  xf        ،0 :محدبة)(" xf 

 :ا كانذمقعرة اتكون  -ب  )()'()( afaxafxf            ، 

 :ا كانذمحدبة اوتكون         )()'()( afaxafxf            ، 

 فيما بعد. يوجد طريقة أخرى سنتطرق اليها
 .سأو العكمقعرة إلى  محدبةىي نقطة على رسم بياني لدالة تتغتَ فيها الدالة من  : نقطة انعطاف -ب

),)((يقبل كنقطة انعطاف fCنقول أن الدنحنى 00 xfxا تحقق أحد الشروط التالية:ذا 
')(للدالة  الأولى ةالدشتق -1 xf 0عند   دون تغيتَ في إشارتوتنعدمx. 
")(الدشتقة الثانية  -2 xf 0تنعدم عندx .وتغيتَ اشارتها 
 ه النقطة.ذالدماس يختًق الدنحتٌ عند ى -3

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 دالة محدبة

Fonction convexe 
 مقعرةدالة 

Fonction concave 

 نقطى انعطاف

 نقطى انعطاف
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 )بدون قيود( حل البرامج غنً الخطية التي تحتوي على متغنً واحد -رابعا
 : بطريقتتُفي ىذه الحالة ط الحرجة االنقايجاد يتم 

 xf)'(وذلك بتقسيم خط الأعداد بالنقط الحرجة ، ثم ندرس تغتَ اشارة  اختبار الدشتقة الأولى:الطريقة الأولى 
  :  ثم نلاحظ التغتَ

 . يمة عظمى محلية للدالةق( فيكون عند ىذه النقطة الحرجة  -+ ( إلى تناقص )  إذا كان من تزايد ) -  
 . قيمة صغرى محلية فعندىا يكون للدالة  وإذا كان من تناقص إلى تزايد -  
(  -إلى  - + ، أو من لم تتغتَ على خط الأعداد حول النقطة الحرجة )من + إلى xf)'(  وإذا كانت اشارة -  

 . فإنها ليست قصوى لزلية
 :حتى تكون الدالة عند نهايتها العظمى أو الدنيا ينبغي توفر شرطتُ :ثانيةاختبار الدشتقة ال ثانيةالطريقة ال

0      :الشرط الضروري -
dx

dY 
 

 نقاط حرجة،فقط وجود يوضح ما إذا كانت الدالة عند نهايتها العظمى أو الدنيا بل لا يوضح  وىذا الشرط
 .من توفر الشرط الثاني لا وبالتالي

وىذا الشرط يسمح بمعرفة صنف النقاط الحرجة ما إذا كانت الدالة عند ىذه القيم عند نهايتها  :الشرط الكافي -
 :قيمة الدشتقة الثانية للدالة عند النقاط الحرجة كما يليالعظمى أو الدنيا. ويتحقق ىذا الشرط عندما تكون 

0: ، أيسالبةقيمة الدشتقة الثانية  ،ىنهاية عظم :الأولىالحالة 
2

2


dX

Yd 

0: أي موجبة،قيمة الدشتقة الثانية  ،نهاية صغرى الحالة الثانية:
2

2


dX

Yd 
 لا يمكن القول أي معلومة. :، أيمعدومة : قيمة الدشتقة الثانيةالحالة الثالثة

 :يمكن تلخيص شروط النهايات العظمى والدنيا كما يلي
 
 
 
 

 

 
 

 الشرط دنٌا عظمى

0
dx

dY
 0

dx

dY
 

 الضروري

0
2

2


dX

Yd
 0

2

2


dX

Yd
 

 الكافً
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 أن دالة الربح الكلي معطاة بالدعادلة التالية: إذا إفتًضنا مثال:
32 333.83502400300 QQQ  

 ؟مستوى الإنتاج الذي يعظم الربح أوجد
 ل:ــــــــــالح

2257002400 QQ
dQ

d


 

 ىذا ىو الربح الحدى، لتحديد القيمة العظمى تساوي الربح الحدي الصفر.      
24402470025 2  etQQQQ 

 

Q
dQ

d
50700

2

2


 

 

فإن  Q=  4عند مستوى الإنتاج 
2

2

dQ

IId  000 – 000=  < 0500 تساوي 

والدربح الكلدي يبلد   4بما أن قيمة الدشتقة الثانية موجبة، ىذا يعتٍ أن الربح الحددي متزايدد عندد مسدتوى الإنتداج      
 قيمتو الصغرى.

 000 – 00×  04=  -0000>ة الدشتقة الثانية تساوي قيم ،Q=  44عند مستوى الإنتاج 
ومن ذلك  04بما أن قيمة الدشتقة الثانية سالبة، ىذا يعتٍ أن الربح الحدي يتناقص عند مستوى الإنتاج      

 نستنج إن الربح الكلي يبل  أقصى حد لو.
 
 
 

 

 .وجدت النقاط الحرجة ومناطق التزايد ومناطق التناقصلكل من الدوال التالية جد ان : الأول تمرينال
34)( 2  xxxf 

 
 

23)( 3  xxxf 
 

 32)( xxf  
 

 .ان وجدت النهايات العظمى والصغرى المحلية للدوال الأتية جد: الثاني تمرينال
793)( 23  xxxxf 

 
 

12)( 24  xxxf 
 

 221)(  xxf 
 

 xxxf  4)( 3
 

 ب والتقعر.دالتحومناطق نقطة انعطاف ان وجدت  عتُ لتاليةلكل من الدوال ا: الثالث تمرينال

 للحل: تطبيقية تمارين
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   32)()5
3
 xxf                     542)()1 2  xxxf            

 

                                                       
24

2

3

4

1
)()6 xxxf                                  

33)()2 xxxf            

                                                                                  
23 3)()3 xxxf             

              5)4 xxf                                                                                                                 
 

 

)(5ا كانت ذا: الرابع تمرينال 3  axxxf 1لذا نقطة نهاية لزلية عندxجد قيمة ، a وبتُ نوع النهاية؟ 
 

 اذا كانت دالة التكلفة الكلية ىي: الخامس: تمرينال
15249 23  QQQCT 

 

 أوجد حجم الانتاج الذي يخفض التكلفة الكلية لأدنى مستوياتها؟         
 

PQdا كانت دالة الطلب ذا :السادس تمرينال 240 202كانت دالة العرضو  sQp . افتًض أن
الوحدات الدعروضة وقد قام الدنتجون بتعديل دالة العرض لتتضمن على كل وحدة من  tالحكومة قد فرضت ضريبة 

 ه الضريبة. أحسب:ذى
 مقدار الضريبة التي تعظم الايرادات الضريبية؟ - أ

 أقصى ايراد يمكن الحصول عليو؟ - ب
 

 ىي: الايراد الكلياذا كانت دالة  :السابع تمرينال
221200 QQRT  

 كانت دالة التكلفة الكلية ىي:و 
20005.152825.61 23  QQQCT 

 

 .أوجد حجم الانتاج الذي يعظم الربح - أ
 ي يعظم الربح.ذالايراد الكلي عند مستوى الانتاج ال - ب
 .3Qقيمة التكاليف الحدية عند  - ت

 

قدرت احدى الدراسات التكلفة الاجمالية التقريبية التي يتطلبها ستَ العمل داخل  :الثامن ) وظيفة ( تمرينال
 الدستشفى )بالدينار( على النحو التالي:

200013.04700000 XCT  

 ي تقوم الدستشفى برعايتهم يوميا.ذىو عدد الدرضى ال X حيث
 للعلاقة بتُ تكلفة الدريض في اليوم الواحد وعدد الدرضى الذي يستوعبهم الدستشفى يوميا. قم بوضع قاعدة - أ

من  يذالمن حيث عدد الدرضى الدمكن استيعابهم في اليوم الواحد  ىالحجم الدناسب للمستشف وما ى - ب
 بقاء الدريض في الدستشفى ليوم واحد الى ادنى حد ممكن؟ يتطلبها يذالشأنو الوصول بالتكلفة 
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